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II COUPLAGE DE DEUX MOMENTS CINETIQUES

1. Moment cinétique total

Quand on veut construire les fonctions propres d'un hamil-
tonien 3 particules indépendantes et & symétrie sphérique Hos il y a
lieu d'exploiter au maximum les symétries du probléme afin de simpli-
fier le calcul ultérieur des éléments de matrice de l'interaction
résiduelle, Dans le cas présent, le moment cinétique total du systé-
me J , défini comme la somme vectorielle des moments cinétiques

individuels,

o m
J = é 4 5 (1.1)

est invariant

[Ho,:‘:]=°- (1.2)

On est donc confronté au probléme de la construction de fonctions
propres du moment cinétique total & partir des produits de fonctions
propres des moments cinétiques individuels.

Le probldme le plus simple est celui du couplage de deux
moments cinétiques. Il se présente, par exemple, pour un électron
d'un atome, qui posséde & la fois un moment cinétique orbital ?
et un moment cinétique de spin s , qui se combinent pour former le
moment cinétique total

I1 apparait aussi lorsqu’on se demande quel est le moment cinétique
orbital total L de_deux particules de moments cinétiques orbitaux

respectifs ﬁ4 et Ql ;

E = 94_4. P,l . (1.4)
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C'est le cas également pour le spin total de deux électrons

-5, 48, -
S-5+5 (1.5)
Tous ces problémes sont des cas particuliers du probléme général du

couplage des moments cinétiques 51 et 52 de deux systémes indépen-
dants pour former le moment cinétique total

J - It - (1.6)

Ce chapitre est consacré a 1l'étude détaillée de cette question.

Les moments cinétiques jl et j2 satisfont chacun les
relations de définition (I 8.1) d'un moment cinétique

[ éfl+ ) 3[4—] = 2340 ? [jﬂ-;jz-—]: 242:: 2
(1.7)

]___j,lo}/cl/,t]:i&{,ii > [glozéli]:i&i’

et commutent entre eux car ils se rapportent 3 des systémes indépen-
dants

[34&) ?}2L-J =0 (1.8)

quels que solent a et b. On en déduit que le vecteur J satisfait,

comme il fallait s'y attendre, les relations de commutation (I 8.1):

LJ+)J-]=H° > (1.9)
[T,,7: ]=%tJds
ou
]-i :J_/jiLJ:Z_)
(1.10)

[
1
LA
2

<
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En outre, les commutateurs des ccmposantes de J avec celles de jl

scnt les suivants

| —

Ii>34t]:o ) [J—"J?H]:igﬁ)
EJEJ 34?]::t234o’ [‘Lf3ﬁ>] =0

é @ éAi >

On obtient les commutateurs des composantes de J avec celles de 52

(1.11)

r__
g
14+
(WS
N
QO
)
|

en remplagant partout l'indice 1 par l'indice 2.

Les opérateurs 53 i le’ 550 etjzjcmmmtat entre eux et peu-
vent donc &tre diagonalisés simultanément. Désignons par }X34m4jam;>
leurs vecteurs propres simultanés, ou X spécifie les valeurs pro-
pres des opérateurs [7  qui doivent &tre ajoutds aux quatre opéra-
teurs de moment cinétique pour obtenir un ensemble complet d'obser-
.vables qui commutent. Ils peuvent se construire 3 partir de sommes

de produits de facteurs relatifs 3 chacune des parties du systéme

]K34M432m1>:o(%£1 ‘M434‘m4>}“232””{;>~ (1.12)

Les nombres quantiques my et m, prennent les valeurs

’\7\4:—34)_g4+’1)... )34 3

fml :—32)—32+4)\..)g2 s

(1.13)

Par ailleurs, les opérateurs ji 5 Eg, J? et J, commutent

également entre eux, comme il est facile de s'en convaincre a partir
de (1.6), (1.7) et (1.8). On peut donc les diagonaliser simitanément,
ce qui conduit & une seconde base possible , lygquJ'M\>., ou X
a la méme signification que précédemment. Le passage d'une base 3

. rODT t cinétique
1'autre permet la construction de vecteurs propres du momen

12 moments cinétiques in-
+rotal 3 partir des vecteurs propres (1.12) des ;
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dividuels. Le premier probléme qui se pose est Je savoir gquelles
sont les valeurs propres de 7% et JO, c'est-a-dire quelles sont les
valeurs possibles des nombres quantiques J et M. Les vecteurs pro-
pres de 32 et JO dolvent &tre cherchés dans les sous-espaces de vec-
teurs propres des opérateurs | s Ei et Eg et nous puuvens nous
limiter & travailler dans un de ces sous-espaces, caractérisé par
une valeur fixe de Y , i, et 3,

- La définition (1.6) montre que

—

Jo: 640 + j?.o ' (1.1u)

Par conséquent, le nombre quantique M est donné simplement par

e,y my (1.15)

Récrivons 32 en fonction des opérateurs jl et j2

T (4 + 7, )2
= §;1+ ﬂLZ + 23;,1;
?Ial + E?zl t b+ Uodar + 240 a0 (1.186)

On constate que 3% velie des &tats caractérisés par des valeurs dif-

i!

férentes de my et m,. Appliquons J° & 1l'état caractérisé par la

valeur maximum de M, M = jl + j2’ qui correspond & m, = et

1791
My = Jye On trouve :

U R EIPAPIPION

l"ala [34+4)+32 [32+4) n 23432J )M4343141>
u4+31)(4q+32+4)} nggqugzj>) (1.17)

1]

car

?}4+|H’13432 32>:32+IK343432 31>:o ) (1.18)

Cet état est donc état propre de 7° correspondant a4 J =
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)
Wodalodey = ¢ [ Vhdy datde datd> > (1.19)
]

ou est une phase arbitraire,

Considérons maintenant les états correspondant 3 la va-
leur suivante de M, M = ]l + 32-1 . Ils sont au nombre de deux,

|K343 -1 j;jlt> et )5’3434 4 4y~ >> . Une combinaison linéaire
d'emre eux peut &tre obtenue par application de J_ sur (1.19) et

correspond donc d J = jl + j2, M = jl + jzwl, On a en effet

- \33434 31da> = (34-+32~) }Xﬂznélqu 32>

12
= 234 ’ngij g 323?.> t [232) ](\’(?" 2 jz gl_4>.

(1.20)
et

—
e

CS 4&
- } XZ!», d datde 34+jz> =€ (234+24z> IX;},, 1. tde 44*3&‘1>)(1_21)

en vertu de (I 8.28),

Considérons 1'état orthogonal & cette combinaison lindaire,

1fz
() N b £y 12> - (24 Im bbb (1.22)

et appliquons lui l'opérateur J,

T L™ e s> () g b >
1 4]2
™ 4 [0 4 > - (%) b (Yt tn & hat

- a2 (234)412 i (awd (23;, ] [5’3434 bt

i

1]

| (22)

-0 . (1.23)
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En passant de la premiére 3 la deuxiéme ligne, on a utilisé des rela-
tions analogues & (1.18), Il en résulte que 1'état (1.22) est état
propre de

=2 - -
T =373, + 3 035 +4), (1.24)

correspondant &4 J = M = jl + j2 -1,

Quand M jl + j2 -2, il y a trois états possibles,
¥ 313172 35 3,0 5 ¥ 3y 3171 3 3o et Y 3y 3y 3, 3,72 >
Par application de J_ aux états (1.20) et (1.22), on obtient deux
comblnaisons linéaires de ces trois états, correspondant respective-
ment & J = jl + j2 et J = jl + j2—1° On peut montrer comme ci-dessus
que la combinaison linéaire orthogonale & celles-ci est un état propre
de 32 correspondant & J = jl + j2~2, Plus simplement il suffit de
remarquer que l'con ne peut avoir ni J = jl + j2 ni J = jl + j2~l car
cela impliquerait l'existence soit de deux états avec J = M = jl + j2,
soit de deux états avec J = M = jl + j2—l, qui pourraient &tre obte-
nus par application de l'opérateur J_.

Quand on continue & réduire la valeur de M, on obtient 3 chaque
étape une nouvelle valeur de J dans la suite jl + j2’ jl + jz-l,
jl + j2-2, soe o Le processus s'arréte quand soit my atteint la
valeur —jl, soit m, atteint la valeur »jz, ce qui se produit pour
M= jy - 3,] . Dans ce cas, lorsqu'con diminue M d'une unité supplé-
mentaire, il apparalt le m&me nombre d'états que pour la valeur supé-
rieure car la valeur my, = -jl-l ou m, = -j2-l n'est pas permise.

Les valeurs possibles de J sont donc

J= datda s Qat -5 o) '34‘32’4'1 , !34-31) (1.25)

et a chaque valeur de J sont associés (2J + 1) états correspondant 3
M= -J, =0+1, ... J. Une derniére vérification consiste 3 compter le
nombre d'états correspondant 4 une valeur donnée de 3’ ’ jl et j2

dans les deux bases

34*’41 J % ﬁl ) (1.26)
I2|94*31l . +4) ) (*M=-34 ! >( mﬁz-azﬂ = (2j4+d1)(252+4 )“
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1.1, Exemples

Quand j, = L et j, = s = 1 , correspondant & (1,3),
2

les valeurs possibles de J = j sont j = { - let ] = ﬁ + » sauf

1
) 2 2
lorsque = o3 dans ce dernier cas j ne peut prendre que l'unique

valeur j = 1 . Notons qu'une valeur donnée de j correspond & deux

valeurs de % . ﬂ =] -1 et 2 = j+ 1 3 & chacune d'elles est
2 2
associée une série de (2j + 1) vecteurs de parité (-1) opposée. On

utilisera dorénavant la notation spectroscopique, dans laquelle le
moment cinétique orbital est représenté par une lettre minuscule
(spdfg ... pour { = oy 1, 2, 3, 4, ... respectivement) et le
moment cinétique total est écrit en indice inférieur droit. On a

donc les différentes possibilités suivantes :

by

51/25 pl/2’ P3/2§ d3/2: d5/2§ 5/90? f7/2§ g7/2, gg/z 204 (1.27)

Quand jl ='El et j2 =-£2, correspondant & (l.4), les va-

leurs possibles de J = L sont L = L&“PQI, I€1-91}+‘B ~-,ﬁ4+éz .
Dans la notation spectroscopique, le moment cinétique orbital total
est représenté par une lettre majuscule ( S PD F G..., pour L = o,
1, 2, 3, 4, ... respectivement). Par exemple deux particules dans
des états p et d respectivement peuvent &tre dans les états P, D et
F du moment cinétique orbital total.

Quand j; = s, =1 et j, = s,= 1 , correspondant & (1.5),

2 2
les valeurs possibles de J = S sont o et 1. A 8 = o correspond un

seul vecteur ; on dit alors que le spin est dans l'état singulet.

A S = 1 correspondent trois vecteurs associés & M. (valeur propre

S
de S.) = -1, o ou +1 ; on dit alors que le spin est dans 1'état

triplet.
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Ze Coefficients de Clebsch-Gordan

On passe de la base dans laquelle les opérateurs
ri, Ei ) ]lo, jg et 320 sont diagonaux & la base dans laguelle les

72

opérateurs I s Ei ’ Eg s J° et JO sont diagonaux par une transfor-

mation unitaire:
1Y g, TM> = E;l 1Y 4 b > <B’g}4’m432%)}r343251‘1>, 1

Les coefficients de cette transformation ont une proprié-
té trés importante : ils sont indépendants de B’ et ne dépendent
que des quantltes jl, 32, Jy m 13 My © et M. En effet, les composantes
de 31 et 32 sont représentées, dans la base }X jl 1 39 m2T> par
des matrices indépendantes de B’ (cf. éq. (I 8.28) et (I 8.29));

par suite, les matrices représentant 7% et J, sont également indépen-

dantes de ) et les composantes < | ip my 3, m2j ¥ i; 3, 4 M:> de
leurs vecteurs propres communs possé&dent la méme propriété. Celles-
ci ont donc un caractére purement géométrique : elles ne dépendent
que des moments cinétiques mis en jeu et de leur orientation et non
de la nature physique des variables dynamiques 1 et 2 dont on compo-
se les moments cinétiques. On les appelle coefficients de Clebsch-
Gordan (ou coefficients de Wigner ou encore coefficients d'additilon
vectorielle)., Nous les désignerons dorénavant par le symbole raccour-
ci <:jl my 3, m, { J M>° Suivant cette notation, la relation (2.1)
s'écrit

M3423M>: g% bx&m4&qﬁ>'<gﬁ%3&ml%m%>' (2.2)

Pour définir les coefficients de Clebsch-Gordan de fagon
précise, 1l reste a fixer les phases des vecteurs |X jl j2 J M:>=
En ce qui concerne les phases relatives des (2 J + 1) vecteurs cor-
respondant & la méme valeur de J, nous adoptons la convention de

Condon et Shortley, contenue dans (I 8.28). Les vecteurs sont alors
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définis & une phase dépendant de J prés. Nous levons cet arbitraire

par la condition que la composante de ['K jl j2 J J:> suivant
lx 3y 34 dp J- jl\> soit réelle et positive, c'est-d-dire

<3444 31 %1}jj> rée, },Ov (2.3)
Notons que ce choix de phase implique en particulier Que ebg =+ 1
dans (1.19),.

Un certain nombre de propriétés des coefficients de
Clebsch-Gordan découlent directement de leur définition.

En premier lieu, ils satisfont 3 deux régles de sélecticn:
sulvant le théoréme d'addition des moments cinétiques contenu dans
(1.15) et (1.25), pour que < jl my j2 m2[ J M:> ne soit pas nul,

1l est nécessaire que l'on ait 3 la fois

s omy = M (2.4)

da-do 1 € T < 444, - (2.5)

La premiere relation entralne que (2.2) contient en réalité une seule
sommation, par exemple sur my (m2 étant a}ors_donné par m, = M - ml).
La deuxieme relation exprime le fait que jl’ j2 et J forment un
triangle et on la représente par (jl j2 J).

Nous montrerons dans le paragraphe suivant que les coeffi-
clents de Clebsch-Gordan relatifs 3 une valeur de J donnée se dédui-
sent tous du coefficient <'jl j1 j2 ijlf J J:> au moyen de relations
de récurrence a coefficients rée.s. Co..ne ce dernier est réel, les
coefficients de Clebsch-Gordan sont tous réels.

Comme,en outre, ce sont les coefficients d'une transfor-

mation unitaire, ils vérifient les relations d'orthogonalité

z; <$mﬂ%%JjM><$%%$%}fM>’:%ygw’g%&JL(Ls)

rm,lrml

%1 < o goma | TM > gomly gy, | TH > gm,nqhg gm,m_g T (2.7)
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Notons que les sommations sur m, et M sont redondantes, Comme M = m

+ m, est un bon nombre gquantique dans les deux bases, la matrice de

transformation se sépare en sous~matrices, correspondant chacune 3

1

une valeur donnée de M, Chaque sous-matrice est elle-m2me orthegonale
et par conséquent

Z gy g Mo | TS <oy g Mo [T 9, T10,03), (4

? <g.,’m431 M'%4JJM><24MI4 32 H"%’/']‘TH>= S4 /

%"h’l/} * (209)

L'inverse de la transformation (2, 2) s'éerit

[Yambm D= 2[4, TM) <gmgum, [TH

(2.10)

3, Relations de récurrence des ccefficients de Clebsch~Gordan

Appliquons l'opérateur J_ 3 1'état (2,2). On obtient

-

T 2 Jumgm > <gomgom | TH>
= l%q@z‘}‘ H""> <34?2,‘TM“4J 3*134323M>
=T LTS 2 g gl g 4y M [T HAS

(3.1)

Pour alléger l'écriture, on a supprimé K' ainsi que j1s Jo dans les
éléments de matrice de J_ (qui en sont indépendants en vertu de

(I 8.28)). On doit obtenir le méme résultat quand on applique & 1'état
(2.2) 1l'cpérateur Ji. 7 j2_ :

(v ) 5 Tmgam > <gam o [ T8>

c i |4 S e S <y gl [T
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+ ?7 ; <612'm;-'4‘ gz—{ 32"“2> IJ’I%:’? 4 %]2'1> <34W”l 61?_'}"}2'3—”>‘ (3.2)

Qﬁ,l'hflz

En égalant les coefficients de ] i my &Zwa>> dans (3.1) et (3.2),
on obtient :

T Ml T Iy <gymy gymy [T Ma>

= [ L > gt gy | T MY

T <3?—m2]32- )91 %2+4> <34 m, 32 q”a""‘i JM> .

(3.3)

La substitution des éléments de matrice de J_ , jl- et jz_ par leur
valeur (voir (I 8.28) ) conduit &

= [(34.;%,,.}4)(514_%4)]3 LYy Mt Gy ™y IJM>

e[ ) (fom) )T <hem do man | THS

(3.4)

Une relation analogue est obtenue par application de l'o-
pérateur J_ = jl+ + j2+ d& 1l'état (2.2) :
A

[(T-M) (T Men) )5 <gomr foma | T MeaS

1
= 1.[3‘1 +wn4) (34“%’1 'M)]l <34 My =1 32 ’MZJ 3H>

4
+ [[324—%2-) (31_’?}’}2.{.4):‘?— <g’] m,, gz "i’nz-/ll J M> .

(3.5)
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Les relations de récurrence (3.4%) et (3.5) permettent
d'exprimer tous les coefficients de Clebsch-Gordan correspondant a
une valeur donnée de jl’ 32 et J en fonction de 1'un d'entre eux, par
exemple <'jl jl j2 J_.jl J.J>> En effet, lorsqu'on fait M = J
dans (3.5), le premier membre s'annule j; l'application de cette formu-
le donne alors tous les coefficients <fjl my 32 m2] J Jj> en fonction
de celui pour lequel my = jlo Tous les coefficients pour lesquels
M J se déduisent de ceux pour lesquels M = J par application répé-
tée de (3.4). Pour obtenir les coefficients de Clebsch-Gordan sous
une forme condensée, il reste alors a calculer le coefficient
<:jl jl 32 J--jl 1 J J:>. Son module est déterminé par la condition
de normalisation (2.6), tandis que sa phase est fixée par la conven-
tion (2.3). Cette méthode a été utilisée par Racah pour calculer les
coefficients de Clebsch-Gordan. Avant de passer au calcul explicite,
1l nous reste 3 étudier les propriétés de symétrie des coefficients
de Clebsch-Gordan, propriétés qui n'exigent pas une connaissance
détaillée des coefficients.

b, Propriétés de symétrie des coefficients de Clebsch-Gordan

4.1l. Permutation de jl et j2

Quand on couple deux moments cinétiques, il faut faire
attentlon d l'ordre dans lequel le couplage est effectue car coupler
jl a 32 n'est pas exactement équivalent a coupler 32 a 31 . Ceci peut
gtre suspecté par le falt que la convention de phase (2.3) fait jouer
un rdle particulier & jl . Nous allons déterminer la différence de
phase existant entre ljl 32 J Mj) et } 32 31 J Mt>

Commengons par étudier les éléments de matrice de ]l+ et
jlo dans la base \}’ jl 32 J M>> Nous allons montrer qu'ils satis-
font aux régles de sélection suivantes

/

<t W4, [4gTH> =0 si M MEs et [T-3) >4, @)
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) ! - . / —t = 4
<3432JH,?}40 gquJH>,—_O si Mg M oL /J—J/>-- (4.2)
La démonstration se base sur les relations de commutation
(1.11) des composantes de 51 et J. La régle de sélection sur M pour
les éléments de matrice de jl+ s'obtient en prenant 1'élément de
matrice de [JO, jli ] entre le bra <fjl j2 J' M'\ et le ket

=% 3,
|3 3, 9 M>’

M < T g [0 31> = <4 T e 136 T M

tH

T g 4 T - (4. 9)

Pour les éléments de matrice de jlO , on utilise la relation

[JO, 310} = o, ce qui donne

{ -1 Jl — / /}
i <34$TEH &o &ﬂzJPf>"<%4&;rH 3w)$3fjﬁ>‘wzo'(u.4)
La régle de sélection sur J se démontre par l'absurde.
Supposons que les éléments de matrice puissent &tre différents de
géro pour J' = J + 1+ A ,A> o . Alors {3y J, IN M| e
\jl Py M>.= o pour M'>-J + 1 (car la régle de sélection sur M im-
plique que M = M' - 3.§»J5 ce qui est impossible). Mais d'autre part

la relation [J s 3

o~
+ 1+ o entralne que

o T T 4 TS <G T g 08T

- {4ty jlﬁf} 6{44-’ i J H+4><34j1 J HM) S 34QLJW>:O (4.5)

et par conséquent 1'élément de matrice de jl+ pour une valeur donnée
de M' s'annule s'il s'annule pour M' + 1. Il en résulterait que les

gléments de matrice de jl+ s'annuleraient pour toutes les valeurs de
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M et M', ce qui est impossible. Une preuve semblable existe dans le
cas ol J'¢ J-1. Finalement la reégle de sélection pour jl+ entraline

des régles de sélection identiques pour jlO et jl- en vertu des

relations [J_, §1+] = - 2jlO et [J*, le] = jl—° Par exemple
pour le’ on a

<t TN I gg TS T 1 4,0 THY

<4t I g e THS o THA | T 4,0, T

= -2 <403 g,

L, IHY =0 s JT.3]N 1.

(4.86)

Les régles de sélection sur les éléments de matrice de
jli et le ayant été établies, retournons au probléme de la détermina-
tion de la différence de phase entre ijl j2 J M>> et ljz jl J M>>.
L'opérateur Js étant diagonal, on a

ot Ten M3,

et par conséquent

34 dl Jfﬁt> = 0 (4,.7)

e 30 M4, 1 404 THD == <y, Tea M

Qu encore

b2 | 22 JH>J (4.8)

<34ﬂz T2 H]/cho Jg” 3'7_:”1>:"' <3234 J44 H)E)Lflo'ga 7P ‘TH>' (4.8)

Comme,en vertu de (4.2), le premier membre de cette égalité est dif-

- el x - - - -~
férent de zéro , on en déduit que si pour une valeur donnée de J,

¥ C'est le seul type d'élément de matrice non diagonal de le qui

peut &tre différent de zéro en vertu de (4.2). Par ailleurs Jiq, n'étant
pas diagonal dans la base couplée doit avoir au moins un élément de
matrice non diagonal non nul.
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les états jl j2 J M:} et Ij2 jl J M:> ont la méme phase, 1ls ont
pour J + 1 des phases cpposéeg et vice versa. Par ailleurs, la rela-
tion (1.19), avec le cholx e’ = + 1 correspondant & (2.3), impose

que

Iéq 3 g"+j?_ 6{4+3Z>: l 32. 41 34*6{2, 94+33\>= Jé,, 44 4, 5{&>) (4.10)

d'ol l'on déduit que

)34 4 ?14‘*32. H> = )613, 3'4 34*&% H> (4,11)

par application de l'opérateur J_ un nombre suffisant de foils (ci.

(I 8.28) ). Pour une valeur générale de J, on doit donc avoir

) (E I M §> = (“4) /

Jp ¥ 3 =Y :
car la phase (-1) vaut + 1 pour J = j, * j2 et change de

o ha-T
. ng 4 ‘TM>) (4.12)

valeur pour des valeurs successives de J. Les coefficients de Clebsch-

b

Gordan satisfont & la relation de symétrie correspondante

: it
g o [THD = () <l oy |THS . 1)

4.2. Permutation circulaire de jl’ j2 et J

Pour obtenir une relation de symétrie quand on substitue

o a jl’ J a j2 et jy 3 J dans un coefficient de Clebsch-Gordan, il
faut remplacer l'équation entre opérateurs

T4 T o= d

ht (4.14)
par

LT -7 4,15)

“22+j - ?M ’ (

Nous avons établi au § 10du chapitre I que —j2 est le transformé par
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renversement du temps du moment cinétique j, et que ses vecteurs pro-
pres K )jz m2:> sont 1liés & ceux de j, par la relation

gz"'mj?—
K14, m> = (1) |4, =m0 > - (4.16)

Ces résultats suggérent que le coefficient<{j2 - m, JM
‘jl mlj> puisse &tre relié & <jl my j2 mz) J M:>. Dans le but d'exa-
miner cette possibilité, écrivons les relations de récurrence pour
<j2 -m, J M , iy mlt> correspondant & (3.4) et (3.5). On a :

[[344.0114)(614_%44_4)]2 <31"M2 J—ngq Ima'/’>
= [(;}ﬁ%)[%_mz +4)]E <4, -mr I M ]2,4 "m4>
s (3ee) ()" g om T Hea| g, w0

(4.17)
et

[(2}4”0"4)(34‘*/“4 +")]E <92 =My J M

g’l (m”‘+4>
= [ g} (fpreman) |7 <y omet T Mg w0

+] (Ten) (3 “M)]z <t -m T M|y, My - (4.18)

En les comparant aux relations (3.4) et (3.5}, on voit que la quantité
(—l)m2~< Jp —my J M) jl ml§> a les mémes relations de récurrence que
<:jl my j2 mzl J Mj} . Ces deux quantités différent donc seulement

par un facteur C indépendant des nombres quantiques magnétiques :

<g4"“4 ngma)jl"[>—_- ¢ (-1 : <€£,_“er J M

34m4>_ (4,19)

On trouve le module de C en utilisant la propriété d'or-
thogonalité (2.8). La double somme
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. 2 _ )
% (% <4 e qu) TS ) ) % g(a"ga‘JJ: (23+4) SQ’%JZJJ (1.20)
doit &tre en effet égale a

Ci “_%4 (HZ <32. ~Mim, J_HJ34M4>1> = Cl rmZ g({{zJa/;)

2
=L (24,+1) S(Jq 2 J) 5 (4.21)
d'olu l'on déduit que
s ,
2
|C| - (2I+4> — (4.22)
R

L'argument de C résulte de la convention de phase (2.3). En effet, en

prenant m, = jl et M = J dans (4.19), on obtient

T4, _
ot 1 T ]IS = €7 <y 4T T 0>

i 4474,
Cy Tt Ty 4o

il

g”g”> (4.23)

en vertu de (4.,13). Comme

wg <oty T4 TTD= @3 <TT 4 4T g p=4ts oy

on en déduit que

d2

ﬂ)l& C = (-") . (4.25)

La relation de symétrie finale est donc

2
%_*MZ \13 ¥

o m Y gemy s 2O

R

léﬁ’\
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4.3. Permutation quelconque de jl’ j2 et J

Les relations de symétrie (4.13) et (4.26) peuvent &tre

combinées de maniére & obtenir des relations de symétrie correspondant
aux autres permutations possibles de jl, j2 et J. Par exemple

drtda- B
<:$1m% gamH.JJ-M:> = (-1 <:agmb $1%%]JJ%:> en vertu de (4,13)
rded e
- (4 ) ( 2J41

232+,,) <34"’”4 JM j?z '”'z> en vertu de (4.26)
4 -

A

H

J4A 4+J"& _
fgz;) ) SIM Gl gom>

en vertu de (4.13)

At e J Gat+ ™
(-4)3 (1) (

pof >

(_4)34:%, (ji:) {ITMyg m,

k.k,

it

4 /ml> : (4.27)

Changement de signe de mys m, et M

Trois applications successives de la relation (4.26) per-
mettent de changer le signe de my, m, et M., On a

<3'm32'mlj >

az+ 2

= () i;i:) 4,-m T M ) 4, >
1

2+ M2 1 J+ M 3
- o (o) o [ <amlam
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4

bot™ 2 @ Je M 4\Z F1¥ ™My as LaN\T
™ (gf o o cmmion

1 z‘j
[_4)9 +3

X,

Lpom fom [ T4

(4,.28)

5. Calcul des coefficients de Clebsch-Gordan

Comme il a é€té expliqué au § 3, les coefficients de Clebsch-

Gordan peuvent &tre calculés par application répétée des relations de
récurrence (3.4) et (3.5),

En premier lieu, tous les coefficients pour lesquels M = J

peuvent &tre calculés a partir de celui pour lequel m, = j, par appli-

cation de (3.5). En faisant M = J dans cette relation, on a en effet

o = [ (orma) (om i) ] <y min g, Tomea [ T3S

+ [(ﬁw Jom, 1) (éz*J““")] <goma gy T [TI5, 60,
d'ou

gy Mt g, Temen | TTD

- 1(32_+ J——’Yﬂq -i-’l)(ﬁz-:]--k’mﬂjj <34 m, gz J-'“’M
(40 +ma ) (4g-ma41)

o)

13>,

(5.2)

et par application répétée de cette relation

TS

<j4 M /c}z J"m’?
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e

2‘1'%4 (32+Jm'rn4),i (&144-33__-]_),, fg,‘.;.’m,,).‘ z
::[_—’I)

< LJ-“J’J}‘TJ -(5.3)
(54 (s 3] (- Tomn )l (gl )& e IS

La valeur absolue de <'jl jl j2 J - jlfJ J:> s'obtient 3
partir de la relation d'orthogonalité (2.8), soit

2
JI> 1. (5.4)

% <4 ™1 gy J-m,

On a

2 Tom,)! 3)! M, !
ot b T4 NTT> 2 (dt3-m) - (et -T): (Gosmi) = 4. (5.8
7 [234)| ("‘34‘*’&4'5)! (31"‘]—"'%4)'}(2”‘%’)'}

La somme sur T, est un cas particulier de la formule générale x

A | | i ki) (asc) (b_d)!
Z (a+m)! (bom)! ) (axbya)l (acc). (b_d)] ) a,}c)laéd.(s.ﬁ)

MEC (e (d o)l (cid)! (HLC-*CJ“)!

Cette formule est une conséquence directe de l'identité

_/(_IJ

Y
[4+x)7# (14 2) = (44+%) (5.7)

pour )k et V > o, En effet, en développant chacun des membres de
cette identité en puissances de x , on obtient

* Il n'est pas indispensable d'indiquer les limites de sommation si
1'on convient d'interpréter x! comme &tant | (x + 1) pour %< o. En
effet [ (x+ 1) posséde un pﬁlgi?z.entier < o et pour n'importe quelle
valeur de m située en dehors des limites de sommation, le terme corres-
pondant posséde au dénominateur une telle fonetion I et par consé-
quent s'annule identiquement.
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|

i pra ‘4)_'(1) &Y. e @ z J

2. (-1 ot ' xf = >;Z (=) M xg (5.8)
£ oL (el el (ug)] R ) L
d'ou

% I

+ ~1 V4B 4) +U + E—’fJ'

2 Vi ! f- - % : (5.9)
f= [J (/u (‘6_ [u-ﬂ! ’ [/u+ i)._/.').J
La formule (5.6) en découle directement en faisant p=c + m,

Pte~1l=a, V+ 5% -c-1l=Dbet &-c=d. Son application &
(5.5) donne

l

2. (éwm).' (4, +9-m,)" (?m%ﬁj“) (4.- 31+J) (-4t e+ ) (5.10)

2

(&~T+WJ!($H%)! (&+$u3y hJ}ﬂ!

L2 Tea)!
ITIT>: + [ ) (45 J . (5.11)

Gt g+ Jea)! (4,44 3)!

o

<4odn b I-44

Nous avons utilisé la convention (2,3) pour fixer la phase du coeffi-
cient.

Il reste a déterminer les coefficients pour lesquels M J en

fonction de ceux pour lesquels M = J. La relation de récurrence (3.4)

se récrit sous la forme

[(34- M)(J..Hq—/l)i]z <4 ™ 4, Hmn,,-/:)\]" H_4>
< [ ) G marn) | <y maen gy Momeea | THS

1
+ [(é}z”w"‘w'r"‘")(?}z'*'w_m")J <5[4 M 32 H__’M,,}J-H> 2 (5.12)
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q_(fm,”}’(,q) <f}4'm4 3_,_ H-"’l,,-’T]J H—4>
= ?{_["‘%4—'1) M) <34 m, 44 JZ H_%4_4}JH>__ i(rmmH)<34 m, 3& H-W4IJH>)

(5.13)

cu l'on a posé

4 M bg, e Moo ) (721!
q (m,, M) = (-4)rm " [ (Jatms)! (G + )L (T-H) J
(a=m)! (oM, ) (Tim)]

b

(5.14%)

En utilisant la notation zﬁ pour représenter la différence premiére,
on obtient

q (m, gy <o ™ 4, H-’m,,m‘:f H_4>

JM>} . (5.15)
L'application répétée de cette relation conduit 3

(i]—(”“mH) <hm ds H~"“4)‘TH>
J-M
= [\J { 9 (m,, T) < b M 4 j_%ljj>} ; (5.,16)

My
— e hd -
ﬁxJ M est la différence (J-M)~. Il est bien connu que la différen-

- 0 U“"m”) < gy Mo,

m,

ol

ce n% d'une fonction %1(2 ) est donnée par

niv

é.w P (%) = g (-1) (”") { (xev).

\)':D )‘) (5017)

Par conséquent

Lgama 4y Mom [TMDS
M TN

= [‘E) H) SZ‘ %{_4)5 (I;H> ?_(%4+S,j)<31 m, +S 32 LT_%,,_S}J'J’>},(5,13)
‘fl, ’Tn/li o
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En utilisant les relations (5.3), (5.11) et (5.14), on obtient 1'ex-
pression finale, due & Racah, du coefficient de Clebsch-Gordan général

<ﬁ4 ™ 4, rsz \TH> = S('mf;‘*"mz) M)
(3+4) (Gt 4~ T (gooma) (g, om ) (To) (o)) %

!;

[-3'1"'32,*' —T4-’f).l (3,,~3,_+~T).l (~—34+32+JJ,{ (aﬂ+m4)-l [jz‘!"ml)-,

f T f
s ~m, ” 2+S ). (z J.. Ly -~ . u

s

<! (4o-"m, *s)F (J- H-s)‘(gz_.Jﬁmmq +s)!

La sommation se fait sur les valeurs entiéres, non négatives de s
pour lesquelles les arguments des factorielles au dénominateur sont
non négatifs.
Il existe d'autres formules équivalentes 3 (5.19). Parmi celles-

ci mentionnons l'expression ci-dessous plus symétrique, due également
& Racah,

Chma dyme [ TS < S (o pm M)

eI G-I e e T g )
(4a+ 4+ Te4)! 4
[ Gesmn)! (o)) (grme ! g -ms)! (Tm)! (@om)! ] 2
x 2. (_4)}’ | ] ’ (5.20)
5 3 T3 G o) (3 fime) (T

Lorsque 1 un des moments cinétiques jl, 32 ou J est nul, le
coefficient de Clebsch-Gordan a une valeur trés simple, que l'on peut
déduire de l'une des formules (5,19) ou (5.20) ou obtenir directement

par un raisonnement élémentaire., Considérons d'abord le cas ol j, = o
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et j1 = j. Les régles de sélection (2.4) et (2.5) indiquent que

S0 8
ym oo | IMY < Tj “Hm <gmooofgm> (5.21)
)
Par ailleurs, la relation (1.19), dans laquelle ¢ = + 1 en vertu
de la convention de phase (2.3), montre que

<33°°}M>= 1. (5.22)

Finalement, la relation de récurrence (3.4), dans laquelle on a fait

j2 = m, = 0, jl =J =3 et m=M-1 = m, donne

1

{gm oo l%rm>.—_ <6[3 OOJ&13> . (5.23)

Par conséquent

moo|IMS = 5. & . (5.20)
Lgmoo | TH) I Mm
Lorsque J = M = o, les régles de sélection (2.4) et (2,5) mon-
trent que l'on doit avoir j2 = jl et m, = -m :

<™ % mlloo> ) Sg:.& g’mz,"ma; <4 ™ & _’m/?/00>. (5.25)

Appliquant au membre de droite de (5.25) la relation de symétrie
(4.26), on obtient

[

o o

<4y ™1 by =™ ’°°> = (1) (%“)—z <g,m 004, ™ (5.26)

Par conséquent

<ﬁ4 M ?Z M2

00 = SMr S% . [CON (5.27)

27 }234+4
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G. Symbole 33 de Wigner

Dans le coefficient de Clebsch-Gordan, il est clair que le
moment cinétique total J n'est pas placé sur le méme pied que les
moments cinétiques composants 51 et 52 - De 13 découlent les proprié-
tés de symétrie relativement complexes de ce coefficient lorsqu'une
permutation de J avec jl ou j2 est mise“en jeu. _

Cependant le coyplage de jl et j2 pour_forTer J fst équiva—
lent au couplage des trois moments cinétiques jl, j2 et j3 = - J
pour donner une résultante nulle. Dans ce dernier mode de couplage

3
jl’ 52 et 53 jouent essentiellement le méme rdle. Ceci suggére la

possibilité de définir, 3 partir du coefficient de Clebsch-Gordan,
un autre coefficient doué d'une plus grande symétrie, Comme iz est le
transformé par renversement du temps de J et que ses vecteurs propres

sont du type

J+
KITuS < e Jaomy 6.1)

on s'attend & ce que le nouveau coefficient soit proportionnel 3

J+M . . -
(-1) <f i my I, m, l J - M:> « En choisissant le facteur de Pro-
portionnalité de manidre que le coefficient soit de symétrie maximum,
on obtient le symbole 33 de Wigner, qui est défini par

i3 da =8, ™2 _%
(“"4 iy “’*3) = Y (233“) <34 M 4 ™ 12]3 ‘“""’3> - (6.2)
Il n'est différent de zéro que lorsque
Tat M+ My =0 (6.3)

et que jl’ i, et J3 satisfont les inégalités triangulaires § (jlija)‘

Ses propriétés de symétrie se déduisent facilement de celles
du coefficient de Clebsch-Gordan .
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(i) Permutation paire des colonnes

b e di- =™ d
("“4 my :"3) - [-’l) (233+4) : <?[" M é&m1)93'm3> en vertu de
(6.2)
qFQZ"m:& A gz-l-'mg_ Y
= (1) (24,44) z (-1) ( Y ) <f32‘m3 ?3‘””5'34 m%:>
241+

en vertu de (4.26)

A
dat T2 -z bhtds-1a

= () (24,+1) () <o dams| gy

en vertu de (4,28)

H

ot datmy-m A 3= Ju= ‘
(-1) 3(234+4) ‘ (-4)ﬂ b (24,+1)° (32 E 34>

fmz g 0"4

en vertu de (6.2)

d'ot
<34 (PR ) _ ( 12 & 34 (6.4)
my my g )T oy my omy ) |
De méme 4
2 8 1= §o =M -3 damma Z
e 5 (2 omaem
21 e T3 24,44

en vertu de (6.2) et (4.27)

o, 4 A
(A "z hth-1a

- (~1) (232+4) (-1) <fﬁsq”3 4a M

g;\. _'m2>

en vertu de (4.28)
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Gatda —Mat™3 ’jz", 541772 z d2 40 1
_ (-4 ) 1 42
) (24,410 = (1) (3,41) (%3 m, y
en vertu de (6.2)

d'ou
(ﬁ’l 32. 353 - (33 34 E]L ) . (6.5)
Mq Mg My my Mo 07y )

Le symbole 3] reste donc inchangé pour une permutation paire de ses
colonnes.

(ii) Permutation impaire des colonnes
A
41 42 43 (2R L -3 $td-4s
(% . | (-1) (2441) 7 () iy ™y G M | 4o -3 >
en vertu de (6.2) et (4.13)
Ya-8-"3 -3 Qe-da =" 3 ¢PN PRI
= () (24,+) (1) (245+4) m, M
_ AL I
en vertu de (6.2)
d'ou

(44 ’az 33> PP (@ IKE > , o

m, My My m, M, My

L'application de (6.4) et (6.5) conduit &

(34 ot ): (A)}’ﬁ&%h (94 PR Y ) ] (-4)34+j"‘+j-3 (7}3 % da >’ (6.7)
m, My My My My My ey my My

31 *+3,7%3
Le symbole 3j est donc multiplié par la phase (-1) L 23 lorsque
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l'on fait une permutation impaire des colonnes.

(1ii) Changement de signe de m s m, et m,

(34 t 4 ) PN

m’\,l qhz' ’h’ig (‘—4)

(2 40) * (@ TE

en vertu de (6.2) et (4,28)

244‘ 13-™3

(1) d=do +™3

(44 () (21, 1) (:44 L & )

My My =3

en vertu de (6,2)

d'ol

(34 2 33 > _ (’1)Q4+3L+33 (gq 3;; 33
My my  my

~My M, Ty (6.8)

. e 11*3,5%33
Le symbole 3j est donc multiplié par la phase (-1) quand on
change le signe des nombres quantiques magnétiques.

En contrepartie, les propriétés d'orthogonalité des symboles
3] ne sont pas aussi commodes. Les relations (2.8) et (2.7) deviennent

Z (343%3)(94 & 43 4

; ) = (-233-}-4) 5
mymy ATy My Tny My My Mmoo

344 S'mmg S(d"gzc'}s)) (6.9)

442t 4 1 g
432”_"‘3 (24441) (%‘ . %)(}m, 3 ) = gm,, ! 5

I [ (6.10)

Lorsque l'un des trois moments cinétiques j,, j, ou j, est
4 1 32 3

nul, le symbole 33 a une valeur trés simple que l'on déduit des rela-
tions (5.24), (5.27) et (6.2). Pour j3 = m

3 7 9y on trouve
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fo- .

(& 4 (-1)

-5 S S
my, M, o ) dds ™,y m

(6.,11)

Les symboles 3} sont utiles & deux points de vue. En premier

lieu, leur symétrie élevée est commode quand il est nécessaire d'éva-

luer numériquement ces coefficients, car elle simplifie la tabulation,

En second lieu, ils jouent un rdle important dans la discussion du
couplage de trois et quatre moments cinétiques, probléme que nous
aborderons dans le chapitre suivant.

7. Applications

7.1l. Vecteurs propres du spin total de deux électrons

1

Considérons deux électrons de spins respectifs 1= 3% et s,
représentés par les vecteurs propres
4 =
A
et |1 m > = X”"s,_ (2) . (7.2)

Les vecteurs propres du spin total S (S = o ou 1) sont donnés par

45SM> = 2 <Khm b [SHY [ End e o,

Tenant compte des valeurs du coefficient de Clebsch-Gordan (voir
table ), on obtient pour l'état singulet

] ooy = jﬁ [ A, ) XA/Z VR RO (z)] (7.4)

et pour les trois états triplets

EE 4> ?[4/2 (1) ?{4/2 (2)

1S
z

[

o)

i

fi

pof
{ >

iﬁ L LptD A @+ X, 0%y, H)J . (7.5)

4
.

3



4 4 -
EZ 4-—‘4>- (X ’l) X_’T/ (.l)
Table de m, lm ' i
M2 4 < 17 24 : m>
4 2 "3
] a
4 Jtmez 3 4-m+in3
btz ) {
ga+ 24441
A 4 % 4 9%
-3 | - [ e ZJ Z [ L
24441 24441
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7.2. Vecteurs propres du moment cinétique total d'un électron

Considérons un électron de moment cinétique orbital e et de

spin 1 . Les vecteurs propres respectifs de ces deux moments cinéti-
2

ques sont

MME> meQ (QJL{’)
A @s>~ X

Les vecteurs propres du moment cinétique total j = 2+

u

{

Mg

par

POl §

21 gmy = 2 Khmy Lo gm [P 4o

Ty M

Tenant compte des valeurs du

A

2

table ), on obtient pour j =

4

£+

et pour j = 1
Z

{ \ J3+°m+’-’i yﬁem-f'_ (9

[E RS

l+4

(7.86)

(7‘7)

sont donnés

(7.8)

coefficient de Clebsch-Gordan (voir

[ \}E_'hw- yﬁ 9? X t+ E+'M+-\/ 9‘{%},(7 9)

,Lp))(% - \} loms d ygm%(@,?))f_jj-(mlo)



