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III COUPLAGE DE TROIS ET QUATRE MOMENTS CINETIQUES

l. Couplage de trois moments cinétiques

Considérons l'addition de trois moments cinétiques 51, j2 et j3
pour former le moment cinétique total

j = 3‘4 + él-l- j’3 * (1.1)
C'est un probléme qui se présente fréquemment en spectroscopie. Il
apparalt notamment dans l'étude des systémes de trois particules.

Notons d'abord qu'il n'y a pas de manidre unique d'effectuer
le couplage. Nous pouvons en effet

(i) d'abord coupler El et 52 pour donner une résultante 512 » Puis

coupler celle-ci a j3 pour donner J,

(ii) d'abord coupler 52 et 53 pour donner une résultante 523, puis
coupler 51 d celle-ci pour donner J ,

(1i1) g'aboré coupler 51 et 53 pour donner une résultante 513, puis
j, 4 celle-ci pour donner J.

Il y a également une indétermination dans l'ordre dans lequel sont
effectués les couplages, mais celle-ci n'est pas essentielle car elle
n'introduit qu'une différence de ph ase dans les coefficients de
Clebsch-Gordan correspondants (cf, (II 4.13)). Il y a donc en tout trois
modes différents de couplage de trois moments cinétiques.

Considérons l'exemple suivant : jl = 1, j2 = 2, j3 = 3, J = 1.
Dans le cas (1), les valeurs possibles de j12 sont 1, 2 et 33 les
valeurs jl2 = 2 et j12 = 3 peuvent donner J = 1 quand on les couple
a J3 = 8. Pour J = 1 et une valeur donnée de M (-1 { M 1), il y a
donc deux états, Ces états sont indépendants et peuvent &tre distin-
gués par la valeur de jl2‘ Si on adopte par contre le schéma de cou-

plage (i1), les valeurs possibles de Jpg sont 1, 2, 3, 4 et 5 ; les
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valeurs j23 = 1 et j23 = 2 peuvent donner J = 1 quand on les couple
a jl = 1. Les deux é&tats indépendants, correspondant 3 J = 1 et une
valeur donnée de M, peuvent donc &tre distinguds d'une manidre équi-
valente par la spécification de la valeur de j23. Mais les états
obtenus en (ii) ne coincidént pas en général avec ceux obtenus en (i):
lesuns sont 1liés aux autres par une transformation unitaire.

En langage mathématique, les considérations ci-dessus s'expri-
ment comme suit : on obtient un ensemble complet d'observables qui
commutent en prenant les opérateurs r‘, 51 s jlo’ 3;, 520, 52 et j30’
ce qui conduit & la représentation non couplée {X jl my j2 m, j3 m3:>.
Si l'on désire diagonaliser simultanément les opérateurs
[ ) Ei s 52 s 52 s 32 et Jo pour obtenir une représentation couplée,
il y a lieu d'ajouter un sixidme opérateur de moment cinétique pour
obtenir un ensemble complet ( car les opérateurs de moment cinétique
sont au nombre de six dans la représentation non couplée ); on peut
prendre §int » OU §;nt est l'un quelconque des moments cinétiques in-
termédiaires, car il commute avec les autres opérateurs: On obtient
alors trois bases couplées [ ¥ 31 35 33 dine J'bi>> , qui sont liédes
l'une & l'autre par une transformation unitaire.

Nous allons étudier plus particulidrement la transformation
unitaire qui fait passer de la base l ¥ (33 3,0 3195 335 7 M:> a

la base |Y 3y, (3, 34 g0 U M>

1\634,(3233)323>3M> = % ]X(6143.1)342>33)JH>

x<\K(3431)341>33)JM)K?{«)(3233>323)JM>' (3.2

On peut montrer que les deux autres transformations unitaires n'appor-
tent rien de neuf par rapport i (l.2). Les coefficients de la transfor-
mation (1.2) ne dépendent pas de Y pour la méme raison que les coef-
ficients de Clebsch-Gordan ne dépendent pas de Y « Nous allons mon-
trer qu'ils ne dépendent pas non plus de M. Pour ce faire, appliquons
l'opérateur J_ aux deux membres de (1.2). On obtient en vertu de

(I 8.28)
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[(J”M)(J'['M*")]Z }ngl)(ﬂa}&)gu )JM+4>

= 2 M) @] Y (d) g otes T M >

12

g s 40 T 4 (et e TH D

(1.3)

d'ol par comparaison avec (1.2) dans laquelle on a remplacé M par
M+ 1,

< (34 ﬂa) 4125 43, T M

/(1‘4 > (42.33>/(§z'5 p ‘T H+4>

= <:(?431>341,33) I H Jgh) (3133)313f J-P1j> ? (1.4

ce qui démontre l'indépendance par rapport 4 M. Par conséquent la
relation (1.2) se récrit sous la forme

i 34’ (ﬁzﬂs) J23 "j i >> = j?i [ (ﬁ432) 112 >35J j—b1\>>

<(d497_)341;?}3)j) 34,(3135)?23)J_>' (1.5)

ol 1'on a supprimé, dans les vecteurs, X qui ne joue aucun rdle.

Les coefficients de la transformation (1.5) peuvent s'écrire
sous forme de sommes de produits de quatre coefficients de Clebsch-
Gordan et, de ce fait, sont compl&tement déterminés par la connalssan-
ce de ceux-ci. En effet, par définition,

4t) gt THY = 2o Tt g ™[> e s ms 910

ml
3

= Z ) > Jﬂz ‘“"2.> ]93”"3> 4™ g ™, ) dn M4Z><5[’11 %4193%3}JH>(1 .6)

f}n,,mlfrn42mq3
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et
[ﬂm(?}zﬁs 313>JM> Z,m 134”"4>)32,2153a34"23></014“”4 d23 %23/J—M>
My My3
= Z i;}ﬂ 'm4>| 32. nnl>}33rm3><éz ™2 33 m3/923 /m23></<}4 s 3&3 "3 /‘TH> *
My My My My 2

(1.7)
La relation(l.5) se récrit donc

Z ]&4m4‘> ,3‘2.%&> )33m3> <3p_ My J3 ™3 }923 ’mag><6[4 m, 313 My s IJH>

M, my My M, .

= ;Zz { Z ’ 614’“”4> 1 a; 'mz> l ?3 rm&> <34 a4 34%’- ‘g’)z {m/la>

MaMy My My

<341%"2 33 (m3l JH> <(345a)342 > 33: J J 41 (3&33)?23)3>} - )
(1.8

En multipliant les deux membres de cette équation par <j1 /J.]_J <j2/¢2}
<j3 }«3‘ s on obtient

%3 Sthfeds fa \ d23 ’“”zs><34}*4 d2s s | JM>
- 3427_ ;: 2. <hpa 32}‘21342 My > <ty Mz 35}*3!31\1>

Mg

<[2}431)342)33;3l34)(6[13_3)323, j>} (1.9)

En multipliant la relation (1.9) par <jl}4.l 32/4-1!312 12> et en
sommant sur /A'l et /«2, on a, en vertu de la relation d'orthonormalité
des coefficients de Clebsch-Gordan (II 2.6),

Z <34/‘L4 31 }"2. ’?42 fm42.><&{2./‘2 33/‘3f 8[230’4?.3><44/"4 g;_gm?gg IJH>

Fatts Mas
= <34z g2 6'3/43 l JH\/‘ <[4431) 342.} 93) J 3’“ (3333)313’j>'

(1,10)
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Finalement, en multipliant par <jl2 m) 5 j3 /LS { J M:> et en som-
mant surp m e‘t/i-3 s On obtient en vertu de la méme relation

<QQQ$QMMJJ$HGMQ3%JJ>= Z: {4<$“4&md$umn>
2 ™23

’)7144?1_2 'msfh’l/!

<6Laz M1z 43 ’ij J H><3a " 43 'nqu &’23 %23> <Ef«: ™ 323 %23)3H>}] - (1.11)

Notons qu'en vertu de la régle de sélection (II 2.u4) sur les coeffi-
cients de Clebsch-Gordan, la sommation quintuple dans (1.11) se
réduit en fait 3 une sommation double

et T 40 (et 0, TS = 20 [ <gym gy o g mpsm

L marmy gy Homyom, “TM> <4omy gy Homy g )32_3 H*”"4>

> |

L'unitarité de la transformation (1.5), jointe & son caractére

<y ™ oy T,

réel (en vertu de (1l.12) et de la réalité des coefficients de Clebsch-

Gordan), conduit aux relations

(1.13)

§<%&mpﬁﬁﬁimﬂmﬁ><ww%dyj

et

& (3133)323;I> = gg

!
23423

2 <(4432)341,33,J)34,(3233)3;_3,J><(343z)31,1)33,3“)34)(3133)3&;}g L
4 de &4,
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2. Symbole 63 de Wigner

Comme il était commode de passer du coefficient de Clebsch-
Gordan au symbole 3j, de méme il est utile de définir une quantité
proportionnelle au coefficient de la transformation (1.5), en choisis-
sant sa normalisation de maniére & ce qu'elle ait la symétrie maximum
par rapport aux permutations de ses arguments. Cette nouvelle quanti-
té est le symbole 6J de Wigner, défini par

4n do 4 bt dot dyv J 4
{33 J 1:3} = &) [(2341“)(2323“)] ‘

A < (343'?_) 341;?5;‘7) 34; (3133)323‘,j> "

(2,1) 2

En vertu de (1.12), il est donné en fonction des coefficients
de Clebsch-Gordan par

it ot 4ot J )
{?1 E &1 S i (J)é e Ij(2%2+4)(zdu+4>]

4
2

33 J 23

Z L pm b [ maems o e gy oo T

<?z ™ 6 H"m’“%?— tes H“%"><34 i 323 H-'m,;l ‘TH>} )
Le symbole 6j n'est donc différent de zéro que si les inéga-
i s . ... . Cors = o«
lités triangulaires g’(jl 3, ]12), S (312 Jg 905 ¢ (3, g Jog) et
S (jl j23 J) sont toutes satisfaites.

(2.2)

En introduisant dans la relation (2.2) l'expression (II 5.20) pour
les coefficients de Clebsch-BGordan, Racah a &té capable de réduire
3 un seul le nombre d'indices de sommation. Son expression finale

pour le symbole 63 est la suivante :
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{?M it 342}
B I ha
= A

(hdedn) D088 7) 800t g0s) A(4,4, 7) 'w{ji j} (2.3)

i/

(m+£+c+4ﬂ

1.
4 (abe) = (atb-c)! (a-bsc)] (-a+L+c)! *
- (2.4)

et

h de e b
"*"{33 T 323‘5 = % { (-1) (5+4)\. [[3_34-&_342)! (3_34-323_3)1’
) (B_ 31’33-323)! [}—3"2"33"“”! (3’!+3a+ 13+ J‘Z)! (§a+34a+333+ 13)]

X (34+33+341+ 3:.3“?})!:1_ } .

Les propriétés de symétrie du symbole 63 sont plus faciles 3
déduire si l'on remplace dans (2.2) les coefficients de Clebsch-Gordan
par des symboles 3j., On a en vertu de (II 6.2) -

(2.5)

J 4
4,}” _Y,,jm- 314’ 37.+ ?34' -7 -
{éz\iJz\ézz } = [ ) (2323“)] Ld4) 4

ﬂnqmzmzsqn”"nn M { < 34 ™t M&J 3’12 M1z > <é'12 a2 43 ™3 }JH >

S 28

<3:>.'Ml s ) 12y %2’5><31 M 323 ™23 , JH>}



70

é4+ja+é3 “'j -
= (1) [ (1342+4)(2323+4)J

[

(ZJ-.H)-/l [(2341.}.4)[2&{&34_4)

(9.3.1.4)1:)-’- Z { (_4)214'37_4- “7142+3q2~33+ﬂ+}2__33+qn23

My My My My, My M
%‘&3+H
(-1) (34 o I )(342 & J >(31 43 43 )(6’1 d23 J-)
T My ~Mag \emy oy M) Ny any oy (o, My M

(2.86)

Notons que les sommations sur Mgy my 5 et m,5s QUE& nous avons intro-
duites, se réduisent en fait & un seul terme en raison de la régle de
sélection sur les m des coefficients de Clebsch-Gordan, tandis que

la sommation sur M est compensée par le facteur (2J + l)-l. La phase
dans (2.6) est égale 3

(&4>“34+ ba~dstdn -t + J+ Mg + M3 +2H

Tt vt dan +{us + J+ LMy 3 2my o Lmy gy, +fm23+2H

H

(-1)

I P I N LT T AL DI A

(1)

fhm,l_fmz .[.."t'f'l?> + -2’)‘0’142 + -2"0)23-{.- H

X (1)

34+m1+32+ My + 334‘%3 + E}flz‘fmq?_ =+ &23 + My 4 ':]_4' r'f

= (_4)

, )rm,l,”mz.; My + 1(%,14.47;&)_,_1(%4,%3)4. (”’14..;.%24_%3)
X (A

Tt ™ Mt Jar Myt gy My b doy + %23+J-+H

= (1)

(2.7)



71

ol 1'on a utilisé les propri&tés (-1)%J= + 1 et (-1)?%= (1323, £p

remplagant dans (2.6) et en changeant m,, en -m;,, on obtient finale-
ment

{34 47. 342, } _ Z { ( )34-#’*"4 + 4o+ M2t ™+ 342-(— Mz
-

&I %
ées g My M3y Mgy g M

313+ Myy 4 J+ M

(-1) (34 d2 312 >[342 & J 3 & das G oy J
M Mg May [ A=y, any <1

My My "'mZB m, My -—H
(2.8)

Examinons maintenant les propriétés de symétrie de (2.8).

(i) Permutaticon des colonnes

On a

{31 3 34?,} " Z { C-’f)32+ m, 4 344-'!"4 + J- l7+E[4:ﬂ_+”‘7‘1.9_‘l‘"c/;tzs*’m.z.fs
3 43 des

M,y amy gy M

[_4)33“"“3 (& b dne )(auzifas )(q J 43 (éz b3 43 (2.9
My My Mgy J ey g Ay LWy )y

3 73

en changeant les indices de sommation My, Myy My, Myay M en M,s Mg
-M, -m,5, -mg respectivement. Si l'on applique la propriété (II 6.6) ou

(IT 6.7) aux symboles 3j, on obtient

{31 4 347‘8 = Z { (-1)34+%ﬂ+31+nﬂ2+5[3+%3+g42+'m42
3 4 s

My, My m, my .
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My T4 Amyk 2myy 4 21 dtde+ dna d1 4. 4ne
(1) x () x (-1) (fm4 my ’mdl)
X [-4)342+33+ J (?42 o J ) () ditdi+dos (32_ Js s >
=mry my ~M m, wm, —m
s 2 My =Tps
X (645344-333-%3 (34 da3 J) ‘ (2,10)
m, myz ~M

La relation (2.10) différe de (2.8) par la phase

2myr 2myy 42 Mg g bt dntist I g it dav 4 *dosr J

(1)

i+ 2+

= ) =+1, (2.11)

car jl + j2 + j12 est toujours entier, Par conséquent

{ﬁ'z 4 342% N gﬁfn b 12 . (2.12)
I b s 5 9 Y3
On démontre de méme que
{ﬂ« 412 ?LB ) {ﬁﬂ ,ﬁza..?“i’g (2.13)
& oy J §i”;;/mu13

Par combinaison de (2,12) et (2.13), on obtient que le symbole 6j est

invariant pour toute permutation de ses colonnes

{?« by ]] _ { 3o da &'47_5 . {?1 34131}2{31291 34}
hI b I 4 oy b J 43 J 4
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_{3?_ 347. 34} {34?_ & 32

J 4 b ts 4 J (2.14)

(ii) Permutation des arguments inférieurs et supérieurs dans deux
colonnes .

On a

{31 b B . 2 { (-1) i+ T4 g b a4
4 32 40z

m, mg gy,
(.4)32”2 (3“ N IR )(?‘123 b & >(j 3 341>(3“ de e > (2.18)
-my M _n, My 4 =My M, Mooy g, [\ m, ~My, =My

en changeant les indices de sommation My Mpy Moy Myny Myoy M en ~Im,
My, -mg, ~m,q, —My 55 MW, respectivement., Si l'on applique les propriétés

(II 6.6), (II 6.7) et (II 6.8) aux symboles 3j, on obtient

bty 2

{ datMy+ Jot My H o+ Mitdsp t Map+Gast P53
(-1
33 fjlz. 341 m, M, My %42%13 H

JaM m m
(*4) + ) (mq)ifmq-i-l 3+1’Yﬂ41+2 23 (34 t 342) [3‘1‘1 {2 J >

M, my Mgy ~m, My - H
(az B das }(3 Jos J“> _
My My =My SNy my, - M

(2.16)
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La relation (2.16) différe de (2.8) par la phase

( )fmnH 2my 4 2my, 4 2, , 2 4 Amy 4 2y 4 My oy 2y 4, )
4 = (-1)

= +4 . (2,17

Par conséquent

{?m 3 '&zag N {94 (3 3415 . (2.18)
4 1 dn 4 J dus

L'invariance du symbole 6j par permutation des colonnes implique gue

%Q« ’Jj 412 B - { 4 3 3&3}: {33 & 313} ={33 33415 _ (2.19)
4 9 fes 33 92 a2 (L J d12 48 bs

La combinaison des permutations de type (i) avec celles de type (ii)
montre qu'il existe en tout vingt-quatre opérations qui laissent
invariant un symbole 67,

Finalement, les relations d'orthogonalité (1.13) et (1.14) ,
satisfaites par les coefficients de la transformation (1.5), entraf-
nent des relations entre les symboles 6j. En introduisant (2.1) dans
(1.13), on obtient

2 (24 +)( 2445 +1) {j: i_‘ 3”;} { 4 2 3“} = S&Ba;—s ) (2.20)

- ;
42 313 J 3.23

La relation qui découle de (1l.14) est équivalente 3 (2.20) en raison
des propriétés de symétrie du symbole 63,

Lorsque l1'un des six moments cinétiques qui interviennent dans
la définition du symbole 6j est nul, ce dernier possé&de une valeur
trés simple, que nous allons déterminer. Par l'usage des relations de
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symétrie, le moment cinétique nul peut toujours &tre amené i la place
occupée par j23, de telle sorte qu'il nous suffit de calculer le
symbole 6j correspondant a j23 = 0. Dans ce cas, la relation (2.2)

se récrit sous la forme

. 1tde 3+j -3
b ‘4’“} T T 2 5 <t e g >

hod oo m,m,

LYy Mty 4y M- 4.ﬂm?_' 5H><31m}_ 4y M-m,-m, }o H-'m,,><34'm4 o H"’"’4JJH>B

(2.21)

En remplagant les deux derniers coefficients de Clebsch-Gordan par
leur valeur tirée de (II 5.27)et (II 5.24), on obtient

b b e < 24,4 24,
{@3 J oo } ks S?M“T (-1 [[234a+4) 232‘“ ]

o~

d2-Me
% { (-1) o Mg m Hﬂ M+ m ><342 Hm, 4, -™s lg,f H>B

: (2.22)

Les propriétés de symétrie (II 4.13) et (II 4.268) des coefficients

de Clebsch-Gordan conduisent & l'expression

b 40+ 23:,_ 4
{% J o y - S‘MB 534:}“ (-1) [ (23,,Z+4)[232+4)J

% { (uq)gz*"“z (—4)3?_“’*1 ( 2daa v )’i < Ho=" 4y H.mn& }34 M>

: S Zga ¥
41*‘32-34
A (,4)3 <32_rm2 $n M-{—-"ma , 4 M>}
j4+jz+j4z R
RPN [ s (2454 |

3 H>l . (2.23)

—m M ym,
X %‘2 <32, 2 g/l?. +m
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La propriété d'orthogonalité (II 2.8) des coefficients de Clebsch-
Gordan donne l'expression finale

$+&+dﬂ
() (2.24)

{34 32 /al'lz.B B S
% J o ) 343 3133

( (2g4) (24, 41)

3. Couplage de quatre moments cinétiques

Considérons 1l'addition de quatre moments cinétiques 51, 52,

j3 et Eq pour former le moment cinétique total

J - §;+-j; v 4y + g;

Il existe bien entendu encore plus de maniéres d'effectuer le couplage

(3.1)

que dans le cas de trols moments cinétiques. Comme précédemment, nous
allons é&tudier le passage d'un mode de couplage & un autre.
Un ensemble complet d'observables qui commutent est constitué

P 2 . =2 . 2 . =2 .
par les opérateurs [', 31 , 315, 35, 3,05 J3» 3300 J2 €t 3,40 I1

conduit a la représentation non couplée IX’ J1 oy 3, My 1g Mg Jy m4>>.
Si l'¢on d%sirg di%gonaliser simultanément les opérateurs
Tﬂ, jl ,j2, jS’ ju s J2 et Jo’ il y a lieu d'ajouter deux opérateurs
de moment cinétique supplémentaires pour obtenir un ensemble complet
(car les opérateurs de moment cinétique sont au nombre de huit dans

' w2 ~ T
int ®% Jing » OU Jint
résulte du couplage de deux quelconques des quatre moments cinétiques

-1

et Jint ,
alors une des bases couplées |X J1 3 33 34 Jint J

la représentation non couplée), On prendra 5

de celui des deux moments cinétiques restants. On obtient
. .

int J M s qui

sont liées l'une & l'autre par une transformation unitaire.

Nous allons &tudier plus particulidrement la transformation uni-

taire qui fait passer de la base IK (jl j2)j12’ (j3 jq)j34: J M:> a

la base |Y e ) B > (B dy) day, TM >
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!X (34 ) 343 > (’323‘% 324) jM> é/;z }\OI (343l)941J(33 30334 )JM>

2 &y

X < (4:42) %125 (3334)33&) J} [3433)343) (312’4)32.‘4)3_> y

(3.2)

Dans l'écriture de (3.2), nous avons utilisé explicitement le fait
que les coefficients de la transformation ne dépendent ni de X , ni

de M (ce qui se démontre de la méme manidre que pour la transformation
(1.5

La transformation peut s'effectuer en trois étapes, de la
maniére suivante :

< (é'l 32)3‘12) (2}33‘{) dsv ) J / (3433)343} (gf‘z 3“/)925’ )j>
2.

ﬁnq

< (343?—) ?}42 ) [33 3‘1')313‘4; :}—}34) [?z ) (3335') 33‘1‘] gzgq ) J>

X <34,[21, (4394) 33#] G2y, JJ 1, [?}3 ) (:Jz?q)ézﬁ‘:) d23y, J->

X <ﬁ4,[23) 323“' 324]323% ) 3433)943 B (jzét{ 929’) J> (3.3)

Chacune des étapes consiste en le changement du mode de couplage de
trois moments cinétiques seulement. Par conséquent le coefficient

(3.3) doit pouvoir s'écrire sous forme d'une somme de produits de trois
coefficients du type (l1.11). On a en effet

< (94 32) 2 ) (7}33%) 93‘[ > 3—} 4 J [321 (335[4) 33‘(] 3’23‘{) J.>
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= <[3432)é4z)33¢{ ):]_) 34)(ﬂ2 33‘4)3?_3'~i)j> ) (3.}4)

<&, [?w (4 3”33‘4] d23v, ‘T} t) [3‘3/(&%) Jay 33234; J—>

<4z, (s 34) 93y 2 dasy | 95, (42 du) Joy fazy >
(_1)3?-%3%“ dasy + Jat Jy - Joy

il

f

(3.5)
<33 gay 5 4, 323H}33,(?‘!32)32‘1,9~33‘f>.
et
<4os [4s, (4.4) 31%]323%)j/ Gt s (444) s, ‘T>
= <j}1) (z}_a,ﬂzq)gzs*{, J,(é«?s)243)329)5> 2 (3.8
d'ou
< Ca,,-f}z) 412 (35 3%)93‘1; j} (34 33)243; (32 34) 2, J_>
dog+ oy - 3%"323%
) ?}123‘1 ('1) < (3132) dae, 33‘4/ J 44 (Jlgﬂjg-’-“/ J->
x < (jzj‘f) de0, 425 Jasv J33i (3‘132) d2y, 923">
x (3« 33)343) day, ‘TJ d+) (% 32"’) 323‘!’) \T> ’
(3.7)

L'introduction dans (3.7) des symboles 6j par 1'intermédiaire

de la relation (2.1) conduit i l'expression du coefficient de trans-

formation en fonction des symboles 67 :
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< (40 42) 4, (4 d¢) day » ‘TI (3 23) dus L (309¢) oy, J>

A
5 : -
B [-[2342'F1J (2gsy +1) [2345'*4) (2qu~+4);] 2. () det G~y das
23Y

datdet Jay + Iy htderd, + doay t i+ g+ Joyr J

x (1)

(2323‘!”‘/’)
{34 & dne } {33 Iy gquau & dn %
by I gy h b3y oy dov I oy (3.8)
La phase est égale 3 _
(o) 290t Tt 1+ 2y + Y3y +2d - () ity t 234?.(~4)24’lz+233q+23 (-4)233+232‘i
Hat Uy 203y
= () = (3.9)
Par conséquent
< () ey () day, I( (34%)@43, (?z Jy) az‘hj>
% sy
= [(22141“) (2day + 1) (244 “)(ZJ?,V*")] JZ (1) (2fp3y +1)
23Y
{34 & dnn } {33 3\{ 33%} {343 qu J}
Jax 3 Quay T v toy by 31 Sy ) 7 (3.10)

en utilisant la propriété de symétrie (2.19) dans le dernier symbole
63.

L'unitarité et la réalité de 1la transformation (3.2) conduit
aux relations d'orthogonalité
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2
4 < 4) des (s ) st)j] (4:43) 4, (32314)?}sz>

()t i) dau, j} (4:35) 45, (ngw)gz}t{ )I>:59433’3 sgaq 4y (3.11)

4

et

z < (jqﬁz)gﬂz; [Qséﬂ)évb j[ C3133)343;[?23V)32W;‘I:>
in day

<(ﬂﬂgz)3£lz;[333\4)3’3‘r;3-} (3433J 343)[2}?_3?)32‘-{/ ‘T>:S ) ‘g r - (3.,12)
dedre  dwdsy

4, Symbole 9j de Wigner

Comme précédemment, il est commode de considérer une quantité
proportionnelle au coefficient de la transformation (3.2) et possédant
une symétrie élevée par rapport aux permutations de ses arguments.,

C'est le symbole 93j de Wigner, défini par

W & | °3
&gs A ji\{} - [ (2, +1) (24ay +4)[zg43+4)[23u+4)] z

Ity D

< < Ut B2 00 T Gt () 207>

En vertu de (3.10), il est donné en fonction des symboles 6]
par

.34 jz /[}4?_ 2K 3 3 3
_ s . ) 1 dr ¢ ’B g‘{ R
{/33 7 ésq} o 0 Lk {33\4 J k} {gz 8 31\(}

I day J
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x{&«s doy I } (4,2)
S S

Son expression en fonction des coéfficients de Clebsch-Gordan

ou des symboles 3j résulte directement des définitions (3.2) et (u,1).
On a en effet :

[t g > Gode) g, THS = 2

<4y My dymy | g, S
o my gy g 4 ™M M2 [y My

< b™s ™y oy 3y <y Mo Jav™may) TN )4, ™| 4 L YPRLAN NN

(4.3)
et

)(3433)343, (3&3‘{)32‘1, JH>= Z

My m, fmq ’m,f3 ﬂ’nw

< g M4 33 ™y )6"’13 ""43>

<9y my | d2y Moy > < gy dav “”zw] JH>]34 " lﬂzWA>jésq”3>}3‘fM">)(u. v
d'ou

/E} St s> g gyl Jony Shos fos fufog | THS

' f'g b & du
- Z [ g+ (24 1124 +1) (2454 +1):J {33 ey 33“[} .
ﬂfn js\i 343 32\[ J /42}‘34

<ﬂ4/‘4 jz}‘l )3&}“42 > <?I3}‘3 3‘4}“ J 33?}‘3‘1> <342/42 33“[/‘3‘{ JJH>'

(4.5)
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En multipliant par <3y py 3, pp | 31, m, > < Jg oz Iy Jy / I3y m3u>
et €nh sommant sur /Ml, /«-2, /~3 et /Lu’ on obtient, en vertu de la
relation d'orthogonalité des coefficients de Clebsch-Gordan (II 2.8),

Z <. A A gy > 3 y ™
Fopom fufo g o i ><hs pty | o 7oy

<9«/"4 (E /"3] (L /L‘43> <4 ) 3‘(/"‘%} oy fou > <343/“43 o v I 3M>

ol tae
43 v ¢y
n oy J

= [ @hna) (2454 +1) (24 1) (24 +4J]E

x < g M Qaw(’”sw]jM>'

(L.6)

En multipliant par <_/jl2 m,, j34 msgl J M:> et en sommant sur
my, et my, ., on obtient finalement

4 1 ]
bt s | = [ (et (2 +1) g ) (g +) |
b oy T

om, fmzznn3 my { <34 Ma 31”-”?-’ tn ml/l?.> <?}3 3\4 ™y My ‘33\{ ""3Lr><34zq”4z33t(“"391:m>

Ty My Myy Moy

1
z

<34M4 7 ““3] 3543 ""43> <9¢ my dy My l?zty ”".2\{> <343 M3 Joy Moy /JH>}‘ 64-7)

Le symbole 9j n 'est donc différent de zéro que si les inégalités
triangulaires % (31 j2 jl2)’ ) (j3 Jy Jay?s g\(j13 j2L+ J), g(j1 Ja 313),
g (j2 j,+ jzu) et % (jl2 j34 J) sont toutes satisfaites,

Pour étudier les propriétés de symétrie du symbole 9j, il est
plus commode de remplacer les coefficients de Clebsch-Gordan par des
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symboles 3j.
On a en vertu de (II 6.2) :

1 b dn ~% 4
B W Gy = ]: (24, +1) (245 +1) (2045 +1) (24, +4):f ( 1J44)
ﬂds 32\( J

[ Carn) oy 41) gy o) g w0 2T0) ] 2

my My My ’MLI

{ ( 4)94”91“"42. 3oyt My e Ja + 4 do-dst Mus +Lo-dy + Moy + s ~de+ H

(3; ?:;?_ _2]:;2 \(iz i:lq ~J;q3q>[j:l z:; :TH>[34 33 13 )[dz v day )

f)‘n,’ ﬂns "‘thfj %l frn\r _.'h’)a\{

(?}43 dey J ) (4.8)
ey My M

En changeant le signe de Myys Mgy m 3 et Moy et en utilisant la pro-
priété de symétrie (II 6.8), on obtient

GER]- 2., [k

3 oy my gy
a day 3 ?
(X My May My Mgy H

(_4)*"”42."}”3‘{ ‘m43“m2‘f+lﬁ (94 o )(33 R E ) (.4)342+43¥+J-

My My Mag )\ g my myy

J
(erz Jay 3 )(34 3 413 )(az el Jzt[ ) (-4)343+32\{+ (343 day J )} ‘ |
Mgy May M My My Myy LMy My Wpy My Myy M (4.9
La phase est égale &

L~ 2y + 20 + 2ay + 20 - (M + +M)*('*“43+””aw+”)+ Y

(1)
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(et 2t )= (2 2o+ 20e) + (v 2og +2T)
= (1) = (4.10)

Par conséquent

11 & Gz
B & Ay = Z { (3" & dn )[33 P day )
4y Jov T M, Ang My My my my My, my my s

Mgy Myy O, m”at{ M
(341 T3y j)(ﬁa 1 4 )(ﬂz v day >(ﬁ4332‘f ‘T) .
M My M My My My My My gy My My H

Examinons maintenant les propriétés de symétrie de (4.11).

(4.11)

(1) Permutation des lignes

On a

o)
?: éj, ’Ji = 2 { (33 b dav )(éa h dn >
I B I Ma Mz ™3 M My My gy U my oy g,

My, Mgy My oy M

(33‘1 e J ) (ﬂs da 413 )(?‘J 1o day )(?43 2y j)}
may My, M My My My My, gy Myy Moy M g (4.12)

en changeant les indices de sommation Mys My My, Mg, m, et my, en

Mgy Myy Mgy, My, M, et m,, respectivement . L'application de la rela-
tion (II 6.6) aux 3e, 48 et 5° symboles 3j conduit 3

ol b Wt J + $0 b dne
; ;1 ﬁ/:— ] (-4)3414-3” + dit gyttt ot foy o e b (h19)

943 32¥ J 343 sz J
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On démontre de la m&me manidre que toute permutation impaire des

lignes donne lieu & un changement de signe de

p Wt et bl ot by tint oyt J
(-1) = (1) 5 (4.14)

tandis que toute permutation paire se fait sans changement de signe

/al'l 31 341 >L 33 j\[ 334 h 343 32\( J
AR IR S SO N I A PP AR P by

b G J bty J I
VI & & de Loy sy s ey 3
=) gy T Y= o v 37 YV 4 4 4 b (4.15)
b d G 4 4 4 W day
(ii) Transposition

Par transposition, on entend le changement des lignes en colonnes
dans le symbole 9j. Cette opération n'entraine qu'une permutation
des trois premiers symboles 3j avec les trois derniers dans (4,11),

par conséquent

b & 2 b B i
1 ™ 33‘{ = ﬁz H ?2_\1 g (4.16)
9"3 32‘( J 341 93\{ J

(iii) Permutation des colonnes

La combinaison de (%#.15) et (4,16) montre que toute permutation im-

paire des colonnes donne lieu & un changement de signe de (-1) s

tandis que toute permutation paire se fait sans changement de signe:
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I P P " o 4 n Y e & 4
1 e day = [-") W A Jay = (~”) ds v 4s
%39” J Tax %3 J J Aoy &3
7L 3’1 341 3?— 31 &[4?_ 34 ﬂ'lz ﬁq ﬂz
) T s g CEO IO AR R I P N NI O (4.17)
Iy by I 4n J dn Qv

Le produit des six opérations (4.15) avee les deux opérations (4,16)
et les six opérations (4.17) conduit donc 3 septante~deux opérations
de symétrie qui changent tout au plus le signe d'un symbole 9j quel-
conque.

Les relations d'orthogonalité (3.11) et (3.12) conduisent,

en raison de la symétrie par transposition (4,16), & une seule rela-
tion pour les symboles 93 :

1 tn 4 b 311
ya (24 + D2y +1) (R +1) (2 1) 4 9 92 49 oy

. | ot 3 g3

J .
343 3,43 ?}zts 31% (4.18)

Lorsque 1'un des neuf moments cinétiques, qui interviennent
dans la définition du symbole 93, est nul, ce dernier est proportion-
nel d un symbole 6j, Par l'usage des relations de symétrie, on peut
toujours amener le moment cinétique nul i la place de J, par consé-
quent il suffit de considérer le cas ol J = o. La relation (4.2)
s'écrit sous la forme
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b e
{’a’s b Y= (4)ZK (2k+4){34 b j’“} {ﬂa &y 33%}{313 Ty o}
o by J s by o k) Uk gy J Uk g, g 0819

ol
3 d2 da 4 4 z
{ ! d 15 = gfg dne 3 } en vertu de (2.13)
Qg o X By K oo
34“‘32_*342.
=5 S (1) en vertu de (2,2u4), (4,20)
Kb b
V(g%+1)(2&2+4)
{'343 oy © ]J__ {343 3 43 } tu de (2.18)
- en vertu de (2,
K d ok K day o
Prlstdns
(1)
:'SK S en vertu de (2,24), (4,21)
1 twdas \/(%M)(Q%M)
{ 3 I3y B_= & K b oy } en vertu de (2.12) et (2.19),
2 K oy T d tay

(4.22)

En combinant ces diverses relations,on trouve

{ﬂa 31 342. } S ( 1)3?-*'33 + 341’*443 3
Jody oy b= S I 3t 341}_ 23y
,&4} hay o by dn  duda \/(23424-4) ("f-d::‘.’;"H) { 4 43 in
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5. Couplage 1l-s et couplage j-j

Considérons deux particules de spin 1l dans un champ central.
Ce sont par exemple deux électrons d'un atomezou deux protons ou
neutrons d'un noyau. Les particules sont placées dans deux crbites
de nombres quantiques n, ’Ea et an'[b respectivement, Le moment
cinétique total du systéme résulte de l'addition des deux moments

cinétiques orbitaux et des deux moments cinétiques de spin :

(5.1)

ToL .0,

pa] >
+
o>

On utilise couramment deux modes de couplage différents : le couplage
g-s, dans lequel on additionne d'abord les moments cinétiques orbi-
taux d'une part et les spins d'autre part, et le couplage j=j, dans
lequel on couple d'abord le moment cinétique orbital et le moment
cinétique de spin de chaque particule.

Pour obtenir la fonction d'onde totale du systéme de deux
particules, il y a lieu de tenir compte en outre d'une condition
supplémentaire, liée 3 la statistique & laquelle obé&issent ces parti-
cules. Des particules de spin 1 sont des fermions, par conséquent
leur fonction d'onde totale do%t étre antisymétrique par rapport 3
la permutation des particules. Dans la représentation non couplée,
elle s'écrit sous la forme

| bomp Lomg oy L g 4 "“SL>A

]‘lm,ll mjz mS¢>mLPLmEL%MSL>

‘1]

ety g gy by >

(5.2)

dans laquelle on convient d'écrire, dans un vecteur non antisymétrisé,
les nombres quantiques de la particule 1 en premier lieu, ceux de la
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particule 2 en second lieu :

| ™ ™, 3 Men > ny, 4 mpy ""EL>

= Yol m

(7,) 7(%& (1) V/’“LQL““P;, (2,) 7(,,.,,% (), (5.3)

1 R PL ™4, iz.” s, , M Qﬁ ", iz' %$a>

= Yol my, (%) ?["”SLM “;P%QQ mg, (%) 7(,,,,& (). (5.4)

Notons que les nombres quantiques des deux particules ne peuvent &tre
identiques, car dans ce cas la fonction d'onde (5.2) s'annulerait.
Ceci est une conséquence du principe d'exclusion de Pauli, selon
lequel deux fermions ne peuvent occuper le méme état quantique indi-
viduel.

Nous allons étudier maintenant la construction de fonctions
d'onde antisymétriques dans 1l'un et l'autre modes de couplage et les
relations qui existent entre elles.

5.1, Couplage E-—s

La fonction d'onde totale est caractérisée par les valeurs
du moment cinétigue orbital total

L - Eq,+@ (5.5)

et du moment cinétique de spin total

g -

Avant l'antisymétrisation, elle est donnée par

1
- . 6
+ 3 (5.8)

o) >
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|l g m B L LSTHS - Z LM SHTHS

I%%‘“LP&LML>)4 = SM> (5.7)

\’YL“Q& MLQLL HL> = "h% ? <P,a_’7nP& PL mﬂ:l LHL—> jm“- E“- ,mpét) th PL /M'EL> (5,8)
RS

est la fonction d'onde orbitale et

4
. m —
z Sa 2

42845 & <

s Msl

S> li'iqnsa/iz.msl,> (5.9)

la fonction d'onde de spin des deux particules. L'antisymétrisation
conduit & des résultats différents suivant que les particules sont

ou non équivalentes, c'est-d-dire suivant que (na,ea) et (nb Rb) sont
égaux ou différents,

(i) Particules inéquivalentes

Une fonction d'onde antlsymetrlque normée s'obtient 3 partir
de (5.7) en luil appliquant l'opérateur [1_ ], ol P12 est 1'opé-
rateur de permutation des deux partlculeso L'actlon de P12 sur les
fonctions d'onde orbitale et de spin, prises séparément, est donnée
par

B I Bt D 2 limg b (LM Iy g

"o M “(5,10)
et
I ESHS o T K g [ SIS [ b s

"sa Ms,



g1

Par conséquent

LA m A LTINS - 2
I’na. 2 2 )mL L 2 7 H>A ﬁngmm% /ms& MSL
Mt'.. MS

CEme g moy | SMS CLH S M| THS Jnelomg, S, QL”"&%’"'sL}q)cs,lz)

en tenant compte de (5.2).

<l mp, 4 mgL’LHL>

Les valeurs possibles de S sont O et 1 ; & S

= 0 correspond
J =L et a8 = 1 correspondent J =

LetL 1l, A une valeur donnée
de J sont donc associées en général quatre valeurs du couple (L,S) :
(Jy, o), (J=1, 1), (J, 1) et(Jsl, 1).

(ii) Particules équivalentes

Quand (na_gm) = (nb Qb) = (n'Q), les relations (5.10) et (5.11)
deviennent

1]

PoolobLy, > m:L%,E <y L JLH,S [l alg

"

Z, <R%/2Rfm£lL HL> ]%meg} 'npfm/ﬁ>

MQMQ
= U)z&L Z’E < Amg EMIQjLHL> !”‘P”"E,’“P’"’IQ>
Mg m
bl 2
) (-1),7_ , (%g) LML> (5.13)

et

P l) S = 2, <Em b [SH) [4m im)
Z Lo [SHOS | Tl

< SP&?> J%nﬁf%'mé>>
= (1) ](%)ZS M5> - (5.14)

]
M
N\
Po} =
=
Vi~
b~
=
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Dans chacune des relations , on a utilisé successivement une permuta-
tion des indices de sommation et la propriété de symétrie (II 4.13)
des ccefficients de Clebsch-Gordan. On obtient par conséquent

L41.8
P Loty Lsany < 0T iy LT

S by LSTNS

n

(5.15)

de telle sorte que la fonction d'onde (5.7) est antisymétrique & con-
dition que L + S soit pair :

[ LY LSTHY = (5] LSTHY 8 LS peins (g,

Ceci réduit donc les valeurs possibles du couple (L, $) pour une va-
leur donnée de J. 8i J est pair, les valeurs admises de (L, S) sont
(J, o), (J=-1,1) et (J+1,1). Si J est impair, on a seulement (J,1)}.

La notation spectroscopique usuelle pour L, S et J est 28+1LJ,
ot l'on utilise, pour indiquer la valeur de L, l'une des lettres
S, Py Dy Fyeoso (ef. chap., II § 1.1). Les exemples du couplage d'une
particule dans une orbite d (L= 2) avec une particule dans une orbite
f (£.=3) et de deux particules dans une orbite f sont donnés dans les

tables ci-dessous.,

Table des valeurs possibles de L, S et J pour une particule d et

une particule f.

L S J 25+,
1 o 1 P,

1 0,1,2 v, %Py, °P,
2 o 2 ‘D,

1 1,2,3 *p., °p,, g
3 o 3 1y
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1 2,3,4 ,, °F,, OF,
L o L lGL}
1 34,5 ‘e, ey, s,
; 1
o 5 H5
3. 3. 3
1 4,5,6 H,» He, “H

Table des valeurs possibles de L, S et J pour deux particules f

L 5 ; 2541y
o} o) 0 180
1 1 0s1,2 v, °p, b,
2 o 2 'p,
3 1 2,3,4 °F,, 3F3, °F,
4 o 4 lGLL
5 1 4,5,6 *H,, 3H5, 3H5
6 o} 6 116

5.2, Couplage j-3J

La fonction d'onde totale est caractérisée par les valeurs

des moments cinétiques totaux des particules dans les deux orbites

— 1
@ = s T (5.17)
- Tt
TR 5 (5.18)

Avant l'antisymétrisation, elle est donnée par



9y

[l S m Uy TS 2 Lyom g | TMN

ORI
l’%eo.%ﬁk"“a.)“‘i,gl,%jj,’”"l,>) (5.19)

ol

]magk di jc\/m”"> B ’HQZ.“”_Q <E¢ rmga i?: {msa,] j&m&> I T Pa' tm'gﬂ- jé- m‘s"~> (5.20)

est la fonction d'onde totale de la particule 1 dans l'orbite nalea_et

Il fumye MZM L lumg my gy Inlmg Sy o,
l) S

celle de la particule 2 dans l'orbite nb-eb. Comme pour le couplage
{-s, l'antisymétrisation conduit & des résultats différents suivant

que les particules sont ou non équivalentes, c'est-d-dire suivant

que (n P 3

a “a

Q) et (nb Qb ]b) sont égaux ou différents,

(i) Particules inéquivalentes

L'action de l'opérateur de permutation P12 sur la fonction
d'onde (5.19) est donnée par

?42 \%fa% T mLQLiZ.a{L J'M>: (MZML <o 4l me}J"H>

)mEEL%jL Q“L) mﬁga%?ja '”’A> . (5.22)

Par conséquent, la fonction d'onde antisymétrique, obtenue par 1l'ap-

plication de 3___[1_ ’EAz] , est égale &
2



[ bt by I, - Z <homy, G [gomey

Mqa_

""€1, sp Mb

Clymyy & ms [y g gy [T [l mg S il 3 g

(5.23)
Les valeurs possibles de ja'et jb sont jw = '%;i i et
iy =-ﬂb + % respectivement et celles de J sont ljm - jbl f Jo jbl
+ 1, sa6 jQ_+ jbo A une valeur donnée de J sont donc associées en
général quatre valeurs du couple (jm’ jb (£Q~.. L*“‘)

(EG- aJQL“”“)) ('Pﬂ—‘l':{g‘_z QL‘:’S_') et (&J’%,PL‘FE)'

(11) Particules équivalentes

Quand (nalga'ja) = (nb eb jb) = (n Qj), la relation (5.22)
devient

?42 “”"R%j) 3H> - (hme, <3MJMJJJM>I%E%3%/)'”€%3%>

i

2, g e [ TH b g mdiget

i

- J /
R EL YR PR

"

J
NN RCIERY I (5.24)

en utilisant successivement une permutation des indices de sommation
et la propriété de symétrie (II 4.13) des coefficients de Clebsch-
Gordan. Par conséquent la fonction d'onde (5.19) est antisymétrique 3

condition que J soit pair :

](ng)zmx =](»n9§3')ZJH> sio Jopair. (5.25)
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La notation spectroscopique usuelle pour deux particules en
couplage j-j est n, E g J , ol l'on utilise pour indi-
quer les valeurs de i& ﬁ} -Q s f}une quelconque des lettres s, p,
d, fy... (cf. chap. II § 1. l)° Les exemples du couplage d'une parti-
cule dans une orbite d avec une particule dans une orbite f et de
deux particules dans une orbite f sont donnés dans les tables ci-

dessous,

Table des valeurs possibles de ja’ jb et J pour une particule d

et une particule f

ia Ip J Qlja, ijb J
3 3 t d3/2 f5/0 1
2 d3/2 f5/2 2
3 d3/2 T5/2 3
4 A3/2 f5/2 %
2 z 2 9372 f7/2 2
3 d3jg f7/2 3
t d3s2 fg/2 %
> d3/2 f7/2 3
5 3 ° A5/ T5/0 ©
1 d5/2 T5/2 L
2 dg/2 T572 2
3 d5/2 T572 8
” dgro T5/p M
5 d5/2 f577 S
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5 7 1 a £ 1
> = 5/2 Y772
2 de/p £7,0 2
3 dgsp T9/0 3
4 dgyo fq/0 4
5 dgso T7/2 S
6 A/ f9/2 6
Table des valeurs possibles de ja’ jb et J pour deux particules f
3a iy J --Eaja bij
5 5 o (f )20
> > 5/2
2
2 (£ ,,07 2
2
4 (f5/2) L
% % 1 £570 772 1
2 £c/20 $7/2 2
3 fey0 £7/, 3
4 £op0 £7/0 ¢
S £5/0 £q/0 8
§ f5y2 £9/9 6
2
7 7 o (f 37 o
7 a 7/ 2
2 (£,,,0° 2
2
4 (£,,,0% 4
6 (£.,.)% 6
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5.3. Passage d'un mode de couplage 3 1'autre

L'utilisation de 1'un ou de 1'autre mode de couplage dans un
probléme physique particulier dépend de la nature de 1'interaction
résiduelle W. Il est en effet souvent plus simple de calculer les
éléments de matrice de W dans une des représentations plutdt que dans
l'autre. Il peut arriver également que W se compose de deux termes et
que l'un de ceux~-ci ait des &léments de matrice plus simples dans une
des représentations alors que pour l'autre terme il soit plus commode
d'utiliser l'autre représentation. Il est alors nécessaire de pouvoir
passer d'une représentation & l'autre. Cette transformation met en
jeu un changement de couplage de quatre moments cinétiques et se fait

donc au moyen de symboles 9j. Pour les fonections d'onde non antisy-
métrisées, on a
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La transformation des fonctions d'onde antisymétrisées se déduit aisé-
ment de ces relations.



