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IV PROPRIETES DE TRANSFORMATION PAR ROTATION

1. Paramétrisations des rotations

Puisque le moment cinétique d'un systéme est intimement 1ié

3 ses propriétés de transformation par rotation, il convient d'étu-

dier celles-ci de manidre détaillée, Nous commengons par quelques

rappels élémentaires sur la définition des rotations et leurs para-
métrisations possibles.

Rapportons l'espace & trois dimensions 3 un triédre cartésien
dextrogyre 0 x y z =

0 x; x%, X3. Désignons par él’ 62 et &, les
vecteurs unité dirigés suivant les trois axes,

. )’13)

Un point P de coordonnées x

_ >
:X—:. = Of = Z a. &
Lz

1% X553 X3 est repéré par le vecteur

(1.1)
ou X = €. x (1.2
*1

en utilisant la notation matricielle & = (El, 52, 53) et x = | %, |-
*3

Une rotation du systéme de

donnée de l'axe et de l'angle de rotation. Soient n le vecteur unité
dirigé suivant l'axe de rotation et ¢

gle de rotation (par convention, &

coordonnées est caractérisée par la

la valeur algébrique de 1l'an-
est positif si la rotation fait
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progresser une vis a droite dans le sens de R). & varie dans le
domaine - < ® < .

<o

Nous désignerons la rotation par R (E, % ).

Les rotations d'un systéme de coordonnées satisfont les postu-~
lats d'existence d'un groupe

(1) l'application successive d'une rotation R1 et d'une rotation
R2 donne lieu & une rotation R3 ’
R3 = R2 Rl H (1.3)

(ii) la loi de composition des rotations est associative, c'est-3-
dire que

(Ry Ry) Ry = Ry (R, Ry) 3 (1.4

(1iii) le neutre est la transformation identique 1 ou rotation
d'angle nul,

R4 = 4 R = R ; (1.5)

(iv) toute rotation posséde un inverse, la rotation de méme axe et
d'angle opposé,

RY (R, &2 ) = R (0,-%F). (1.8)

1

. 1 ¥ ¥
Soient Ox €,

1
1 ¥ X3 le nouveau trié&dre de référence, gy

! c s ma e .
et €3 les vecteurs unité dirigés suivant les nouveaux axes et
1 T T

Xys Xy Xg les coordonnées de P dans le nouveau tri2dre.
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) %3
3 P (%4, %, %)
!} ] t
= {14;9(1)7"5)
e -
3 T ;
"él — 'X«L
3 CZ.
3 x
- 2
.70 .
2
€4
Xa
f
%

Tout changement de base se faisant au moyen d'une matrice
3 x 3 o, réelle et non singulidre (det a # o), on a

¢ = 31 55 %4 1.7)

ou

|
n
©l
B

) (1.8)

oy}
i
<}
a

(1.9)

Dans la nouvelle base, le vecteur X s'édcrit sous la forme

/ }

. o=.e. x (1.10)
et ses nouvelles coordonnées sont données par

!

o= & X (1.11)

Le changement de base induit par une rotation du systéme de
coordonnées a pour propriétés de conserver la longueur des vecteurs
et de transformer un triddre dextrogyre en un autre triddre dextrogy-
re, Examinons quelles restrictions imposent ces conditions & la ma-

trice a. La longueur [Q, du vecteur x est définie par
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2
z T ~
L=

oG ~ désigne l'opération de transposition. Son invariance, exprimée
par

T .2 o= %L ox (1.13)
entraine en vertu de (l.ll)‘que

ai - CL = a., ] a: =z ﬂ_ . (1.1”‘)

Les matrices qui jouissent de la propriété (1.1u4) sont dites ortho-
gonales. Comme pour ces matrices {(det @)2 = 1, elles se séparent en
deux catégories suivant que deta = + 1 ou - 1, Les rotations corres-
pondent & la premiére classe. En effet, on pe?t passer d'une maniére

t 1

continue du triédre O X, X, X5 au triédre 0 x X, X5 Ppar une succes-

sion de rotations infinitésimales, ce qui revient a dire que l'on
peut passer de manlére continue de la transformation identique 3
n'importe quelle rotation. Or la transformation identique correspond
da=41 et a partir d'elle on ne peut aboutir qu'a des transforma-
tions pour lesquelles det a = + 1, Les transformations pour lesquel~
les det & = - 1 sont les rotations-réflexions, qui combinent les ro-
tations avec l'opération d'inversion x' = -x et qui font passer

d'un triédre dextrogyre & un triddre lévogyre. Nous avons donc &tabli
que les rotations d'un systéme de coordonnées correspondent aux
matrices orthogonales & déterminant + 1, appelées aussi matrices
orthogonales unimodulaires. La matrice associée 3 une rotation est
définie de fagon unique. Réciproquement, & toute matrice réelle,
orthogonale, unimodulaire correspond une et une seule rotation. De
plus, au produit (1.3) de deux rotations est associé le produit des

matrices correspondantes

Q. = a. a . (1.15)
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Les matrices 3 x 3 orthogonales dépendent de neuf paramétres

qui doivent satisfaire les relations (1.14), c'est-a-dire
3 3

2 a,. a =La.-¢.=g.~ (1.16)

21 ¢ JL {=1 4 QJ ck

Le nombre de relations indépendantes est égal & 6, de telle sorte que

les matrices orthogonales ne dépendent en fait que de trois parame-

tres indépendants. On peut prendre pour ceux-ci deux des composantes
2

Mys N,y Dy de # (n1 + n, + ng = 1) et l'angle de rotation & . Nous
désignerons la matrice a correspondant & une rotation R (ﬁ,é;) par
a (fi, € ). Notons que

(1.17)

Ecrivons les matrices a correspondant aux rotations autour

des axes de coordonnées. Pour une rotation d'angle & autour de

l'axe §3 s représentée dans la figure ci-dessous, on a

/ ) .
964=X4Co®§+123m§)

X, =~ SmE 4 A, > P (1.18)
/
?(-3 - 23 >
d'ou

(1.19)
o ¢ 4




104

Pour des rotations d'angle $ autour de él ou éz, on trouve d'une
maniére analogue que

A =} (]
a (g, %) =l 0o w?® s ¥ (1.20)
o _Sbi-.§ co_i;i
Lo & o _Sm P
et CL(E;) %): o 1 o . (1.21)

¥ o e F

Pour une rotation infinitésimale autour de 1'axe &5 , clest-
d-dire pour une rotation d'angle d€ infiniment petit autour de 63,
la matrice (1.19) devient

4 d& o
a (g ,d2)=(d8 1 o (1.22)
o e el

et la transformation (1.11) se récrit

X 4 o .M o x,
le - ﬂ — Af% i © [~ x‘g_ (l 23)
1’3 o o (e 9(.3

D'une maniére générale, une rotation infinitésimale d'angle d¢

autour de N donne lieu 3 la matrice
4 md®  _m, dP
a,(ﬁ}d{,g): _'?150{.% A m, ol.%

.2
m, d® _m dE 4 (1.28)
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correspondant & la transformation

x, = ok dé(vaz). . (1.25)

Dans ce qui précéde, nous avons étudié les rotations du systé-
me de coordonnées tout en maintenant les points fixes. Il est &vident
qu'il existe une autre manidre, complétement équivalente, d'envisager
les rotations, qui consiste 3 faire tourner les points autour du
méme axe, mais en sens opposé tout en maintenant fixe le triddre
de référence. Si au point P de coordonnées Xys X,5 X, dans le
triédre O X1 X, X5,nous faisons correspondre le point P', qui
s'obtient & partir de P par une rotation d'angle -& autour de I,
les coordonnées x' de P' dans le méme triddre s'obtiennent & partir
de x par l'application d'une matrice b (fig, - &), identique 3
a,(r'zs,§ ) ¢

/ —
= b(m_%)x | : (1.26)
L7 - &) a(®, ). (1.27)
=<
3 5 %
E‘; T("q,x?_,%)
kag’xz)w;)
>— X,
'{; 1

X

%

A titre d'exemple, considérons le cas d'une rotation des

pecints autour de 1l'axe €5 » représentée dans la figure ci-dessous,
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Les coordonnées de P' sont liées 3 celles de P par des relations

identiques & (1.18) et par conséquent

o P Sh1§ o
b(g,-8)=a(5,8): |k wd o |. (1.28)

& o

(2N

Une rotation donnée R (A, ® ) peut donc &tre concrétisée de
deux maniéres complé&tement équivalentes : soit par une rotation
du triddre d'angle ® autour de N, les points restant fixes, soit
par une rotation des points d'angle -& autour de n, le triédre
restant fixe. Dans le premier cas, lui est associée la matrice
a (i, € ), dans le second cas la matrice b (i, -$). Il est donc
clair que lorsque l'on donne un axe et un angle de rotation, il v a
toujours lieu de préciser si 1l'on envisage la rotation du triddre
ou celle des points.,

Au lieu d'utiliser comme paramétres des rotations deux des
composantes de n et l'angle de rotation, on peut choisir également
les trois angles d'Euler « , @ N X s Il existe diverses conventions
pour définir ces angles. Nous adopterons ici celle utilisée par

.-’f) “- —'""*'\ - - - - o -
[ Wigner, Considérons nne rotation du trié&dre ®y Xy Xg conduisant au

nouveau trid&dre xi xé x; . Cette rotation peut &tre effectuée en

trois étapes

(i) une rectation de X, %, %y d'angle X’ autour de gs conduisant
au trieédre x£ x; xg 3

(ii) une rotation de x£ xg xg d'angle F autour de ég conduisant
au triédre xi" xzf xé" H

(11i) une rotation de x{'xg'xé" d'angle « autour de ég'conduisant

5 ! i §
iedre x.
au triedre 1 x2 X3 o
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-l —t

ey 2y

Red

e
Les angles « ’F » | varient entre les bornes 04« £ 2% , Os?f{i? et
0<¥g2m,

Par la rotation R (8,4, ¥ ), les coordonnées x d'un point
P se transforment en

n

x o= oa(f,Y) x| (1.29)

w Y sm{§ o
alt,,¥) = ~Sinf en § o (1.30)

o) 0 1

en vertu de (1.,19). Par la rotation R (Eg ,F )y, x" se transfor-

ne en

i |

' - a (B, p) " (1.31)

= epe *S%F
a'(ez,ﬁ>= o 1 o (1.32)
SMH(S o 06‘3(_5

- - 1t
en vertu de (1.21). Finalement, par la rotation R (e;',d ), % se
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transforme en

/ ~i n
x' =z a (e Jel) X (1.33)

(1.34)

Par conséquent, par la rotation résultante

R, )= (3%« RE. Rig,Y), (1.35)

les coordonnées x de P se transforment en

w2 - a_(‘,(,{;)}g) 22 (1.36)

-~

ou

wle,pY) = @ (34,<) al2h0) a (3, )
ol Cop Co) o 2o Y O Cafp Qe § 4 Dvinel me( ™ o&u(s
- ._OMMCQ[BCOE.-CQO(’J“"\K ~ v o o f tox tal ool afo |«

o»‘m(S(.ob’ q:,;.(s'b:)mb’ Cn(_‘.

(1.37)

La composition de deux rotations d'angles respectifs Cxl’(gl’
Xl et ol 4, &2, Xz conduit & une rotation d'angles A 55 P3, Xa

R(da)[shz@): K(rle(sz,b’?_) R(qq,[s,,,m), (1.38)

Les relations entre les angles ne sont pas faciles 3 écrire. Par
contre la matrice associée a la rotation résultante est facile &
obtenir : c'est le produit des matrices associées aux rotations

composantes :

a(ets, b3, ¥3) = a(%fz,?ﬁ) a(ocq}fsﬂ)}(,ﬁ). (1.39)
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Les relations (1.35) et (1.37) fournissent un exemple de compositicon
de rotations puisqu'elles pPeuvent se récrire sous la forme

R(o{)[&,}f): K(u{)o}o) R(o)[s)c) E(o)o)b’) (1.40)

et

a(«)r;)}g) = a(«,0,0) a(o)[s)o) Q(o}o}b’). (1.51)

Un autre exemple de composition de rotations est

R{go,0) = R(“K)"‘[s,"d) R(d,[sj): R[a(,/}!h’) (R(_KJ._/S/_.D() , (1.42)

qui exprime le fait que la rotation inverse de la rotation d'angles
(o ,F » § ) est la rotation d'angles (-¥ -fs - «) :

R—"(oe,f,pf): RE-¥,-p, =) = R{-¥,5,0) JONRS R[o/o/_x)_ (1.43)

2, Effet d'une rotation sur un systéme physique

Considérons une rotation R (A, &) et visualisons-la par une
rotation du systéme de coordonnées d'angle é;_ autour de fi, les

points du systéme restant fixes. Téutes les grandeurs physiques at-
tachées aux points du systdme le restent au cours de la rotation,
Considérons d'abord le cas le bPlus simple qui est celui d'un
systéme physique constitué d'une seule particule dont 1l'état est
représenté par la fonction d'onde 'vfx) dépendant seulement des
variables d'espace x [v(x) est appelé champ scalaire). Aprés la
rotation, la particule est dans un autre &tat représenté par la fonc-
tion d'onde qj(x) qui se déduit de 4 {x) par l'application d'un

certain opérateur PR

A x) = ?R A (%) . (2,1)

La valeur numérique de la fonction d'onde en un point donné reste
constante au cours de la rotation, ce qul signifie que la valeur
de fy en P dans le premier systéme de coordonndes est égale a
celle de f*' au méme point P dans le second systéme de coordonnées ;:
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Vi) = 4 (x) (2.2)

2 = a,('—ﬁ)%) z . (2.3)

En remplagant dans (2.2) et (2.3) = par gt b
avec (2.1), on obtient

A(x) = TR Y (=) = “HRJx)« (2.4)

Comme exemple, supposons que

Vi) = N e [G-a) + 50 "f]

OU @ est un paramétre et N la constante de normalisation, et que

et en combinant

(2.5)
>

R (R,¢) = R (és,g;)n Un point de coordonnées x avant la rotation a,
aprés la rotation, les coordonnées
} -
¥ (2.6)
X, = =%,
i
’Jc} = 9{,3 -
!
o x x.
3 ! 3
3 x,
C,o..tk,o)
!
Xy . 2 - " 2

a",DJD) (OJ"'O“.'O)

_ ,/ , I
4 (=) tx)
En vertu de (2.2), (2.5) et (2.6), on a

Vs
[ ' 1 i 'L
[..'xz_a) + g %Ay

/

=

1 q][,/(;._)

W)= lx) . Na“ (2.7)
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et par conséquent

/ “["41"“ (xz+‘1jl+ 9‘31J
vy N e : (2.8)

Les surfaces & Y constante sont des sphéres centrées au point C (a,0,0),

-~

/
celles & 4 constante sont des sphéres centrées au point C (o0,-a,0).

L'opérateur de rotation PR est un opérateur linéaire :

Be Lot s atym = a o (R e 0, 3, (87

=2, £ 4 (x)sa ff_’K " (x). (2.9)
Il est de plus unitaire :
- + +
-7 - (2.10)
S N P S

car les fonctions d'onde -y(x) et yf(g) sont normées.
Si 1'on effectue successivement deux rotations Rl et R2 et

que
li
yix) = T (x)
R, (2.11)
“%u(x) _ ?R ’L},((x))
2
alors & la rotation résultante
correspond la transformation
" 2.13)
(x) = L (2)= T, T (x) (
Y R, YIM = o Te ¥
et par conséquent le produit des opérateurs de rotation
Y., - L. P . (2.1%)
Ry R, R,

Tout ceci se généralise sans difficulté 3 un systéme de n
particules, la fonction d'onde Y‘(x(l), x(z), cee 3 x(n)) se trans-

formant dans la rotation R en
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) { 4} {m) 1 -1
«F/(x“)-.-) X'n)): f& "{/(2[)...)7{, ):/\Il’(ﬁ 9('{))"')R 1[7‘})_ (2.15)

L'opérateur de rotation PR jouit comme plus haut des propriétés
(2.2), (2.10) et (2.1u).

Il nous reste maintenant 3 déterminer la loi de transformation
des observables. Soit Q une observable et Q' sa transformée dans la
rotation R. Physiquement, 1'observable Q représente une opération de
mesure et la transformation de Q en Q° correspond & la rotation des
axes de coordonnées, le systé@me physique et 1'instrument de mesure
restant fixes. Par conséquent, la valeur moyenne des mesures de Q
effectuées sur le systdme dans 1'état représenté par la fonection
d'onde y{x) est égale & celle des mesures de Q' effectuées sur le
systeéme dans 1'état représenté par la fonction d'onde 4%72) ,801t

J«sz) QY@ dx = J«y”‘m Q' w'(n) dx . (2.16)

En vertu de (2.1), cette relation s'écrit

M" () @ ) dx - J«V‘m (206" B ) 4tn) o (2.17)

Comme elle doit &tre vérifide quelle que soit 4}[x) s On a

+ ;
6. 2 QT

c'est-d-dire

, +
Q= T, QT . (2.18)

) (2.18)

En particulier si une observable S représente une grandeur
scalaire, c'est-3-dire une grandeur invariante par rotation, elle
posséde la propriété

. P.S ES =9 (2.20)

quel que soit R, Puisque PR est unitaire, cette relation se récrit

[YR)S];O. (2.21)
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Donc une observable invariante par rotation commute avec tous les
cpérateurs de rotation. C'est le cas notamment pour le hamiltonien
d'un systéme de particules indépendantes dans un potentiel & symé-
trie sphérique.

Un autre cas intéressant est celui des opérateurs vectoriels.
Commengons par étudier la loi de transformation de 1l'opérateur x
de composantes (x__)

op’i

rateur (Xép)i est le transformé par rotation de 1'opérateur (Xop)i

et 1l'cn a donc en vertu de (2.19)

(X'Joi:,);_ = IR (x"l”)l, ?+ . (2.22)

%
i=1, 2, 3, Pour chaque valeur de i, 1'opé-~

Pour que la théorie soit Sonsistante, il faut que l'opérateur ﬁop
se transforme par rotation de la m&me manidre que les &tats sur
lesquels 1l agit ; par conséquent iép doit &tre équivalent & R-liop
et dés lors

(’t’ioF)L = % (a’d)gj (xo}:’);} = %‘ a'g{, (xoja)j . (2.23)

Nous sommes donc arrivés au résultat assez paradoxal suivant lequel
l'opérateur de position iop se transforme au moyen de la matrice ot
alors que la coordonnée d'un point x se transforme au moyen de la
matrice a-. En exprimant ceci autrement, cela signifie que les compo-
santes de iop se transforment comme des vecteurs dirigés suivant les
trols axes de coordonnées (cf. (1.9) ).

Par définition, on dira que trois opérateurs Vs i=1, 2, 3
constituent les composantes d'un opérateur vectoriel V si les opé-
rateurs transformés Vi satisfont & une loi analogue & (2.23), c'est-

d-dire si

j N . N - - - a .
VL““R\{TE“aZa“ujvg‘% ¢

A titre d'illustration, considérons la transformation de 1'o-

\/3- ) (2.24)

S

pérateur gradient V . Posons

$ (=) = V. ¢ (x) (2.25)
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et appliquens & cette relation 1'opérateur P On obtient

R
.-+..
Podw= (2,7 27 ) (2 y i) (2.26)
ou
4 / -1
o (%) = V. YR ). (2.27)
Mais en vertu de (2,25)
A
#)l, (_R. 'Z) = v(£_42J
d'ou l'on conclut que
; PrS
V. 2y LT a7
o Ve Tapem Gt 5% Y (2.29)

en accord avec la relation (2,24). Dans la dernidre &tape, on a uti-

’1{/('2'49(.) , (2.28)

.
L

lisé la propriété

A
% = 2 2, (Rx), . (2,30)
I1 est important de noter que
VL% 0 ;—)———— . (2.31)
RE% D(Rx)l;

3. Opérateur de rotation infinitésimale

Une rotation quelconque peut s'obtenir par l'application d'une
succession de rotations infinitésimales, c'est-3-dire de rotations
pour lesquelles l'angle ¢ est un infiniment petit. Pour cette rai-
son, nous allons d'abord chercher la forme explicite de l'opérateur
de rotation pour une rotation infinitésimale.

Considérons le cas d'une seule particule envisagé dans le
§ 2. Suivant la loi (2.4), la rotaticn R (53,§ ) d'angle ;5 autour
de 53 transforme la fonction d'onde’% (x) en

o= g laly,-2) z) (3.1)
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clest-d-~dire

'ER HL [x’llllexl) = ’7[/ (zq C"D%*-xe_’g{”’? §Jx,1 Siﬁ%%‘*z CV)..EJQC3> . (302)

En particulier, la rotation infinitésimale R (e3, dé? Jdonne, si 1'c
s'en tient aux termes du premier ordre en d® dans le developpement
de Taylor du second membre autour du point (xl, X x3) :

?R '\71’ ('JL,“?CZ"XB)’.:: "71’(%4—7‘2‘;% > % G‘,‘i;i“}"xz_)x3>
o 2 W
o Af/(xq,xz)xl)“d@{x&%] -x __—.)

-1 'D‘):a
=~ (440dE %)/%(x”oc?_):t_;) ; (3.3)
ou €3 est la composante suivant Xy du moment cinétique orbital de

la particule. L'opérateur de rotation infinitésimale se met donc

sous la forme

_ = 44 1dE L, (3,4)
(ER(ebdﬂ ¥ 3 -
Le méme argument appliqué 3 la rotation infinitésimale autour de n
donne
P oy o= A1 cdEALL (3.5)
R(7,d¢)

On trouve le m&me résultat pour un systdme de n particules. Il suffit
de faire sur la loi (2.15), la mé&me manipulation que celle qui vient
d'@tre faite sur la loi (2.4), On trouve

fR(@,J§

et plus généralement

iER(ﬁ

L
expressions dans lesquelles |. est le moment cinétique orbital total

) = 4 +idE LS (3.6)

45 - 4+cdP a7 (3.7)

du systéme,
Lorsque le systéme physique possdde d'autres moments cinéti-
ques que des moments cinétiques orbitaux, c'est-d-dire des moments

cinétiques de spin, l'analogue de la relation (3.7) est
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'E[ sy T 4iidEw. T, (3.8)

Cette relatlon sert de définition au moment cinétique total J du
systéme, Pour montrer qu'il n'y a pas d'inconsistance dans cette
définition, il faut prouver que l'opérateur vectoriel J satisfait
3 la définition d'un moment cinétique donnée antérieurement, c’est-a-
dire que ses composantes sont hermitiques et satisfont aux relations
de commutation (I 8.1).

L'hermiticité de Jys J, et Jy résulte directement de l'unitarité

de l'opérateur de rotation, exprimée dans la relation (2.10). On a en
effet

.+.. —— —~—
?Rmo@) Ew,c@) - (441487 T)(4-0dE R TT)
' = 4 +dER. (T3
(3.9)

{
(&N

)
+

i
il
]

d'ol (3.10)

La démonstration des relations de commutation est reportée & la fin
du paragraphe ol elles apparaltront comme cas particulier de relations
plus générales,

Pour une observable invariante par rotation, la relation (2,21)

se récrit pour une rotation infinitésimale

[12d8 7 T] S-S [aeds 2.3 [z, (3.11)

d'ou 1l'cn déduit que

3] = o =12 3. (3.12)

Par conséquent toute observable invariante par rotation commute avec
les composantes du moment cinétique total du systéme. Il en est ainsi
entre autres pour le hamiltonien d'un systéme de particules indépen-
dantes dans un potentiel & symétrie sphérique.

La loi de transformation (2.24) d'un opérateur vectoriel V se

récrit pour une rotation infinitésimale sous la forme
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\/é . [44,&&% x. J:] V. ):4.,£cl§a‘.fj = 62 (a,(a‘/..&é‘))dj \/;} (3.13)

ou en tenant compte de la relation (1.25)

J - —_

\/L:\[;+;A§[a,j)vil=vi+&§(aAv)L, (3.1%)
Par conséquent

(7.3, V] =t (RAV), =t (RAV). % = L (RAT). V. (3.15)
En particularisant aux rotations autour des axes du triédre, on
obtient

[J-L,vjjzt(z;/\%).vza ) (3.16)

ou (Lgk) désigne une permutation circulaire quelconque de (123).
L'opérateur J étant lui-mé&me un opérateur vectoriel, les re-
lations de commutation (3.,16) deviennent en y remplagant V par J

[3, 3, 1=y (3.17)
Ceci démontre que l'opérateur J de la relation (3.8) satisfait aux

relations de commutaticn usuelles d'un moment cinétique.

4, Opérateur de rotation finie

Toute rotation finie peut &tre considérée comme une succession
de rotations infinitésimales. En vertu de la propriété (2.1u), l'opé-
rateur de rotation correspondant & une rotation finie est égal au pro-
duit des opérateurs de rotation infinitésimale correspondants.

Considérons la rotation R (H, $). C'est une succession de rota-

tions infinitésimales autour de l'axe A, On a

R, 3+d8) - R, 48) R(x &), (4.1)

d'ol par application de (2.1%) et (3.8)
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?R(E)§+c{§) -

R% &)

3
R(F, cl§) ,
(4.pid§ E“j) T

1

R("ﬁn EE) 3 (4.2)

ce qui donne l'équation différentielle

4 =
E ER{%,Q{) = Ltm. ) I) - (4.3)

La condition initiale est

t = 1 (4.u4)
R (& o) 4
ce qui traduit le fait que toute rotation d'angle nul laisse inchan-
gées les fonctions d'onde. L'équation (4,.3), complétée par la condi-

tion (4.4), s'intégre aisément et donne

ewJ

= € .
fg(;{)%) N (4.5)
Notons que l'opérateur e est défini par
. o o
QA = j._ A (4.6)
m= 0 mi'
et Am‘: nLAL LA ~ (m fois). (4.7)

Lorsque la rotation est paramétrisée par les angles d'Luler

(d,ﬁ ,X ), l'opérateur de rotation correspondant est donné par

?R[QJF,K) = ER[&/D}O TR(o,(s,n) ER[o}f;?f)
P
- g ) EK@,M "R U5,1)

Yy o d ¥ 3
___6“3&?26_“33_ (4.8)

5. Matrices de rotation

Examinons 1'effet de l'opérateur de rotation (4.5) sur les vec-
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teurs propres ]J M>> du moment cinétique total. Aprés rotation, les
nouveaux vecteurs sont en vertu de (2.1)

) L@Ej:
T - T 3 = ' J :
| TMS R 3) JIMS e TS (5.1)
L'action de l'opérateur J sur ceux-ci est donnée par
- LQI;E.: -2 F = T\*
= SHS T [ a M] EIDY
2 2l
13 ___)n. 2 | Ew T
5 (Le%. ] =5 — L.
= (%7""73_"')3 | TS = T(T41) e ]IS, 5.2

car 32 commute avec n'importe quelle composante de 3. Par conséquent
les vecteurs transformés sont vecteurs propres de 32 correspondant &
la valeur propre avant rotation J(J + 1). Par contre, excepté quand
la rotation se fait autour de é3 » 1ls ne diagonélisent pas Jo car
cet opérateur ne commute pas en général avec H. J. Les vecteurs (5.1)
sont donc une superposition des vecteurs propres )J M'>>avec diffé-
rentes valeurs du nombre quantique M' mais la méme valeur du moment
cinétique total J :

5 ZTHS Ty (877

'RW§)IJM> - Z ML TH e [T (5.3)

Lorsque la rotation est paramétrisée par les angles d'Euler
(L ’G s ¥ }» la relation (5.3 ) se récrit en vertu de (4,8)

- _ Zi y T
ER("‘»{”W ELORE 2 @M,M (p5) [TH> (5.4)

J ) (pJs Lb’;’_
®H’M [d}(}}{)§<jﬁff€td3@ P e 3/3‘H> (5.5)

.
sont les éléments de la matrice de rotation éa” ( o ,F » § ) de dimen-
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sion 2J + 1, suivant la notation de Wigner. Les éBJ sont des matrices
numériques et les JM'M sont des nombres, indépendants des coordon-

nées dont dépendent les fonctions d'onde. Comme les opérateurs P, sont

R
.. . N J . - s .
unltalires, les matrices éj sont des matrices unitaires et satisfont

donc aux relations

il

@ RCHRY ®H”H’ [,6,%) 5 (5.6 a)

MM 2

J

D, =p) 2

(5.6 b)

1t

z
H)
% e (5p¥) =0,

Pour un J donné, les &léments de matrice 2) sont des fonec-

M™™
tions de « F K qui peuvent &tre évaluées explicitement. La dépen-

dance en o F X se factorise car

LY 3 iyl
11 | IHS = e hKIJH> (5.7)
et |

J + /
Lol - —Cod - M M
LT ( “3|JH>) ( c’<]ZTP1’>>—_-<>," o{(JH'])cs.m
d'ecl

T M M
N (<, p.Y) = ¢ . di’w (p) e ¢ ) (5.9)

en posant

T )
J ; T -

OLM"M (P) = <JH‘{’. )JH>. (5.10)

L'évaluation de éDJM'M ( d’P s § ) se réduit donc & celle de dg'M (ﬁ .

Par des méthodes de théorie des groupes, Wigner a montré que
4

dy ©=T (304)! (0] (o) (200)! ]2

.
Ay JiM_ H 2k K H M
< 2 e (el )2 ! (sinf )2 AT

2

O (Ter)! k! (ke Hg)!
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Ol la sommation se fait sur toutes les valeurs de kK pour lesquelles

les arguments des factorielles sont non négatifs, Nous ne démontre-

rons pas cette formule ici. Une preuve 3 posteriori de sa validité

sera donnée dans la théorie du rotateur. Dans le paragraphe sulvant,

nous traitons & titre d'exemples, les cas cu J = 1 et J = 1, dans

lesquels la matrice d (P ) peut &tre évaluée par 2une néthode directe,
1

6. Matrices de rotation pour J = 5 et J = 1

Quand J = 1 , l'cpérateur J, est égal 3 5 = 1 T s ou G
2

- - - - . . —-L
4@ Pour representation matricielle la matrice de Pauli (? O)

et joult de la propriété 622 =4 . Nous devons done évaluer

2

A

R —iFQ
2
OLMJM (p) = <4z H’} e © < M>. (6.1)
On a
10 . o 2\ E_tm

H
| S
[y
|
P>
Cammmma™
e
L
-
-
+
(T\
’.;.
e
P
o
—
™~
3
—t—
I |

(2n)
- 3 mn 2m 44
+ 6 %-;(%) MRANEC) £ + J
3 [2m+4]j ¢
s wl i sl (6.2)

La représentation matricielle de cet opérateur est donc

d (8) = ‘“S“;"é “Ez p (6.3)



122

dans laquelle la premidre 1i

gne (ou colonne) correspond & la projection
4
+ 2.

57 et la deuxieme ligne (ou colonne) & 1a projection ‘j%

Quand J = 1, il est commode de déterminer la matrice at (ﬁ )
en étudiant les propriétés de transformation par rotation des harmoni-

ques sphériques d'ordre 1, )&m1( 9, ?), qui sont les fonections pro-

pres du moment cinétique orbital pour = 1. En vertu de la définition

des yﬂwb s On trouve que

A v 1

—— Sm D e

Mm =
Nz
3 (6.4)
»gm,(g)?)t\fqg' X e 0 m= 0
i_\J__Z_ Sin 0 e,h“lo Mz -
ou encore
N (6,¢) = ||— X (6.5)
A, L"]T )L >
ou
4 .
'I_+4:—F(X4+LXZ))
6.
x = x| (6.5a)
4 .
4 = —— X, 1L x -
-4 \J—Z- [ 1 2)

Ici X1 Xp, X3 sont les composantes cartésiennes et Xipo Xy
X_, 1les composantes sphériques du vecteur 5 = X repéré par les coor-

données sphériques 2 ,9 ,w . Le facteur J:i- 2 est invariant dans
yr
une rotation guelconque, par conséquent les propriétés de transforma-

tion de y;m»( b > P ) sont directement déterminées par celles de X
Comme les propriétés de transformation des coordonnées cartésiennes
d'un point sont bien connues, il est aisé d'en déduire celles de
)Qm<9 )
Considérons une rotation R (« ,F » § ) du systdme de coordon-
nées et soient (xi, xé, xé), (x ,9),?') les coordonnées cartésiennes

et sphériques apréds la rotation d'un point de coordonnées (xl, Xy x3)
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et (2,0 s ¢ ) avant la rotation. La définition (5.4 ) des matrices de
rotation donne

0
ER(O@F:K) Y'ﬂfm (B)\f’) - %ﬁ 08/}11}»711 (Q(’P’X) ygml(s’ﬁo)’ (6.6)

pour un moment cinétique orbitaliarbitraire, Comme les arguments B sip
sont arbitraires, on a aussi

YR(“:(%‘O Yo, ) - Z, @ o p ) Vi (9]¢ (6.7)

Mais en vertu de (2.1) et (2.2),

fupgy Yon 090+ Yoo Ol Yo, )

d'on

Vo, (8,%) = Z @ L p ) Y (By).

(6.9)

{

Utilisant la propriété d'unitarité (5.6z ) de o) y on obtient la
relation inverse de (6.9) :

Yy ') Z @ (4,6,) Yy, ( (6.10)

Désignons par x_. le vecteur colonne dont les composantes
sont x m = +1, o, -1, soit

’)CS: IL'JC P (6.11)
ol
I
iz F
w = o o 1 (6.12)
A o
Nz NZ
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est une matrice unitaire (uux =4 ). Le transformé de X, par rotation

est

Xy = Mx (6.13)
dans lequel
x = (e py) % (6.14)

et a.(o{,P s § ) est la matrice (1.37), Par conséquent

/

+
x, = ax = el y) e saldpy) w oz (6.15)

et le vecteur X, se transforme donc par rotation au moyen de la matri-
+ . . .z
ce uald ,F ,¥)u . Mais d'autre part, la proportionnalité de X et
Ymm (0 > ) et la leoi de transformation (6.10) indiquent que

, 4%
GLS)MJ = %; &Dmﬁm, («,5,%) @%)m1 , (6.,16)

- . / 4 ¥
clest-d-dire % = Q) (JJF,X). % . (6.17)

La ccmparaison de (6.15) et (6.17) montre que

@M (o, Y) = # «l, £%) wh (6.18)

Effectuant les multiplications matricielles, on obtient

it o Lol =ty ¢
. A4 co . o . ‘A—S@"f‘ . A wfe ¥
2 'ED 2

9)4*( ) 4 X PR
o =] _ vn - A . L
iF/X W s (5 2 u:;(:, E-Sm[-a e >

Vol _C vol . ¢ v

. ”-E”P . e _\;_l_sm(s o 4+ang o

d'ell en vertu de (5.8)
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A+ op _1_ Sun A_coﬁ
¥ 2 Ve f 2
d(g)=] 2y - e : (6.20)
v P I
A o SN A+
e 7 b T

1
On vérifie aisément que les expressions (6.3) et (6.,20) de d2Z () et

dl (6) sont en accord avec la formule générale (5.11).

7. Propriétés de symétrie des matrices de rotation

Les matrices de rotation ibJ (o ,F ,E’) étant des matrices
unitaires satisfont & la relation

A

J - It
< (<,p,%) = 2 (%f%?f)- (7.1)
: J -1 :
Mais &) ( ,F » ¥ ) est la matrice de l'opérateur

A

P _ 7 ) . T (7.2)
REepy) — R RE-4-p,-)

en vertu de (2.1lh) et (l.43), Par conséquent

5t I
D (¢,p,Y) = O (Y- p, %) (7.3)

ou

T * I
®MM’ CARIE @M,M (- %-f =) (7.4)

Cette relaticn entraine pour la matrice réelle dJ(F) la propriété

J J
A (P = OLH’M (-f) - (7.5)

Lorsqu'on change @ en —F dans l'expression (5,11) de
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J . oz
ey (F ), chaque terme de 1a somme sur X est multiplié par

(1) DR,

'-
(-l)M M  par conséquent
MM

3 | - :
A“MIM [“F) = (.'4) CL H}H [P) - A 'L}‘. (7.6)

En combinant (7.5) et (7.6), on obtient

7 M-M T
&'Mrﬂ (p) = (-1) GLM’H (F). (7.7)

L'inspection de (5.11) montre également gque dé'M ((9) est
invariant pour 1la permutation de M et M' accompagnée d'un changement

de signe de ceux-ci, c'est-a-dire

. _
iPWH(F): &jW—H’(P% (7.8)

La combinaison de (7.7) et (7.8) conduit &

T MM T |
ok (f) = &) OL-H’,J‘1 p) - - (7.9)

La généralisation de cette relation é.&Dﬁ,M est obtenue de la maniére

suivante
@IM:; L4,,0) - e di,ﬂ T , MY
- L4)MLH e"dﬁd oLi# o (F)e’CHK’, (7.10)
Par conséquent ’
&ﬁl[ﬂﬁm=(4WM @iyﬁowj% (7.11)

La matrice dJ (f ) posséde une forme particuliérement simple
pour -1 . Pour la déterminer, il est plus commode dteffectuer
auparavant un changement d'indice de sommation dans (5,11). Poscns
sJMT=2K = M' + 2t ou X = J-M'-t., On obtient



127

1

Ay (8) = [(J+ M) (T w)! (T (J_H’),J] i

TMLE ! ,
(-1) H+H g2t e TM_H_zt
< 2

(o) (L) 5(7.12)

t [

er(Hanet) (Tt ()
ou t prend seulement les valeurs entiéres pour lesquelles les argu-
ments des factorielles sont non négatifs. Pour B=T", cos éu:O
et seul le terme pour lequel M+M'+ 2t = o contribue dans (7.12). Mais

comme par ailleurs M+M' + t > o et t > o, la seule possibilité
t

d'obtenir un résultat non nul est que = o et M' = -M. Par consé-
quent
] I_H/ J— et
O € G B S I T AN CJE ED
M M- M M AT e THL M
Cette relation permet d'écrire une autre propriété des matri-
ces dJ (F ). On a en effet
J J 3
d (ﬁ_[s)z a’w). d ('(5)> (7.14)
qui est la représentation matricielle de 1l'égalité
gy, i 3, ~ip % (7.15)
e = e« X e [ )
On en déduit que
OLHfM (Tr—[-“) = e HiHIJ (\) CLHHH ["(5)
J-M T
. 2 =) g, \ ; (/5)
M M, M MM
w7 ToAremoo
S ~ 2 :(7.18)
= (4 d. ). S S
( ) —H})H [ P) . - :

A titre d'exemple, on vérifie aisément sur la matrice (6,20)
que
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3
il
OL U’i’):o
1o (7.17)
& (F-p)- d )= ocinropy e A
(7-p) _4)0(/5) = oo (T = Sin
8. Propriétés de couplage des matrices de rotation

On peut obtenir une régle pour le couplage de deux matrices
de rotation Q)jl (& s f s ¥ ) et §832 (o f »§ ) & partir de celle qu
reg}t le couplage des fonctions propres de deux moments cinétiques 31
et j2 pour former les fonctions propres du moment cinétique résultant
J. On a en vertu de (II 2.10)

mo> [ g m > = % [ THY> g, my g, m | THS. (8.1)

Si l'on effectue une rotation R (« s b ,K ) du systéme de coordonnées,
chaque fonction propre d'un moment cinétique se transforme au moyen
de la matrice de rotation appropriée suivant l'équation (5.4 ), de
telle sorte que la relation (8.1l) se transforme en

§5$1 42
/4}4 }‘-,,’W\,, ®}( \3/‘>)é}> % %1 @ H l‘]-/“"><j,,""4 3ZMZ’JH>- (8.2)
Tcutes les matrices de rotation dépendent des m&mes arguments o ,F s ¥ s
que nous n'avons pas écrits pour simplifier l1'écriture. Nous pouvons
exprimer y{%:> dans la base non couplée en utilisant la relation

inverse de (8.,1), de telle sorte que l'équation (8.2) devient

4 s
/:L;a Q/um,, @/*2.""2 [ > 14 2>
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= L L Gl I3,
14/ 2 1 1 zrml 344 ]z 2
fﬁf TM f /' / } > f>¢f>(83)
En égalant les coefficients de y J ) dans les deux membres,
on obtient 3/” > 3/>

4 §53z Zi_ _ J

D = <Y Jg T < m,q m, | TH S (8.4)
ST fa™ JH}* '/ 92/ ! 20 > P

Les régles de sélection (II 2.4) et (II 2.5) des coefficients de

Clebsch-Gordan réduisent cette relation &

L2 d
®}«m,, @hﬁna = ? <Q4/‘4 31/'2] ‘I/“4+/‘z><j4 ™, 4 J"" +"”> @ ot Mt S(8.5)
ol la sommation se fait sur les valeurs de J qui satisfont les inéga-
lités triangulaires g(jl jz J). La relation (8.5) est la regle de
couplage des matrices de rotation, connue aussi sous le ncom de série
de Clebsch-Gordan.

L'inverse de la série de Clebsch-Gordan, qui exprime une
matrice de rotation en fonction de produits de matrices de rotation,
peut s'obtenir scit en partant de la relation inverse de (8.1), soit
en transformant (8.5) au moyen des relations d'ofthogonalité des coef-
ficients de Clebsch~GBordan. Nous allons utiliser cette deuxiéme voie.

Multiplions (8.5) par <f]4)"4 gz /“-/{4} A/"~> et sommons sur /u,, en
laissant fixe la somme /A:/Ht#z . On obtient en vertu de (II 2.8)

- 4 2
Z- < A A 3 - ] A @ @
/H/‘ a /h é /u/" l /"'> /A,,‘ "m,, /LL../{AJKMZ

- 2} L % L fa s

V> L b o oy

<hyma g, ™2 |50n+m~>

/u) fm’l""fmz_
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A
= <34m4 ja ’”"z)m rm4+'ma> @

)m4+%a b (836)

Remplagons dans (8.6) A par J, multiplions par <\’jl

. my I, M-ml} J M>>
et sommons sur m, en laissant fixe la somme M = my + m, . On cobtient

Fea, <$f“&f7”

Jz

[Z < gy, &Hm):rw]o?)m)

d'ol le résultat final

31
.2« Mo, | T 3 . (8.8)
s da e Jo A M Go J‘> 1M, ﬁﬂ4mw
31, dans les relations (8.5) et (8.8), on remplace les matri-

ces éb par leur expression (5.9 ) factorisée par rapport a « , /@ et
§ » on trouve les régles de couplage des matrices d (F Yo

S A0 T ptplTrand Ty 4

Tt iy (848

et

L L7 <
L L bk

- g dz
my g, Hom, [T A d .(8.10)
1My /A~/A,UM..’}914
La relation (8.10) permet en principe la construction de la
matrice d(P ) pour un moment cinétique arbitraire J & partir des matri-

ces correspondant & deux moments cinétiques quelconques jl et j2 +els
que

A
(jl j2 J) solt satisfait, Partant de la connaissance de dA',

que nous avons déterminée en (6.3) , toutes les autres matrices aJ

peuvent &tre cbtenues par applications successives de (8,10}, A titre
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1
d'exemple, calculons d%o par couplage de deux matrices dZ. En vertu
de (8,10}, on a

2 S

4 4
44><_2.¢n4 > -m,

Les valeurs possibles de ,%1 et my sont ,#l z % et m, = %

conséquent

1 4

A 4 4 4 2 I A i 4 ‘ z Z
1= <3573 ’”>{:<EIZ'2"°>"L1 <,
z I

4 ] ) (8,12)
2

Les valeurs des coefficients de Clebsch-Gordan sont (cf. table dans
chap. IT §& 7.1)

‘RN
+ z'zzz|‘°>‘i 4

1.
z

o
(e

A A4 A
< Ly ilnmdet,
4 4 4 4 B 4 A 4 4
<zzz-z|"°>“<z~zzz’ > (8.13)
1
celles des éléments de matrice de d? (cf. (6.3) ):
A
dyy = “’g >
3 3
4 (8.1u4)
z
&i_i: Smé.
7L
4 4 E 4 .
Donc dAo = 2x6§ un%.BW\Z = I? &MF N (8.15)

en accord avec (§,20),.
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g. Matrices de rotation et harmoniques sphériques

~ Pour les valeurs entigres du moment cinétique, il existe un
lien entre les matrices de rotation et les harmoniques sphériques,
fonctions propres du moment cinétique orbital, que nous avons étu-
diées dans le chapitre I.
Nous allons d'abord établir une relation trés utile, connue

saus le nom de théordme d'addition des harmoniques sphériques. Consi-
dérons l'expression

K = %\ Yf,: (QMW)\/EM(QL/\[%)) (e.1)

ol (@l’&Fl) et (92,\P2) sont les coordonnées sphériques de deux

points Pl et P2 sur la sphére unité. Montrons que cette expression

peut &tre évaluée dans n'importe quel systéme de coordonnées, c'est-a-
dire est invariante dans les rotations du systéme de coordonnées.

Dans un nouveau systéme de coordonnées obtenu par la rotatlon R(d s ,X),

les points Pl et P ont les coordonnées sphériques (91, ?l) et (92, ?2
respectivement. On a montré en (6.8) que

§ /
‘%%[mﬂh)= %fgk%;hwxg)yﬂﬂta’%) (9.2)

et une relation analogue pour Yﬂm (92,kf2). Par conséquent

K:% {Z,@ (4,6,¥) Yg 4;\”4] [Z‘@ [SKYQ ZILFL]

T T2 e D, ) | Ve 5l Yy 0l

fmm

il

\/Qq-q'- /HLf/l VQ l)\P?,> (9.3)
2

en vertu de la propriété d'unitarité (5.6a ) de la matrice 2 , Ce
qui démontre l'invariance de K.

!

Pour l'évaluation de K, choisissons le nouveau systéme de
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coordonnées de telle manidre que Pl solt sur l'axe xé et P, dans le

t t
plan X Xge
x.’ x.‘I
2, 3 3
9, 1
b
r
41 EZ / 3?2. I 9
97_: | %, = b=
0 J E X
-~ | ' x
LP»] K\_\\ o : Z : O
~ |
~ [
LPZ \\ | ;
x, N
- !
i x4
x4
! ] / /
Dans ces conditions, 91'= ©y ¥, est arbitraire, Y, = 0 et 92 = 912

est l'angle entre les vecteurs UFI et UFZ. Par conséquent

K- %-Z \/2: (0, 9%) Yy, (B, 0) - (9.4)

Dans cette expression, la premiére harmonique sphérique est donnée par
4

P rml : o, Lm l:l
YR {o,@ﬂ) = (-.fl)’m [ Eﬁé;EEEE_J; j} ?2 (1) e ¢ N (9.5)
™ um [p+m)!
ol PT- S (9.6)
L mo

résultat que l'on peut montrer aisément en faisant t = 1 dans la rela-
tion ( I 3.41). On en dé&duit que

A
— * 2z
% \/% (8, 94) \/Jhn (8.,4,) =[ : J \/Qo (@42)0). (9.7)

I1 est plus fréquent d'utiliser 3 la place de »&o » le polyndme de

+
4mr

Legendre ?R (cos 912 } qui lui est 1ié par la relation (ef. (I 3.43)
et (I 3,47) )
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4

2
24 ] P (08,) . (9.8)

qr

Ty, Bue o) - L

On aboutit ainsi au théoréme d'addition des harmoniques sphériques

1)@ (“3942)= il % y{: (94;?4) YQ,,,,(QL%)) (9.9)

ZQ+4
dans lequel 912 représente l'angle que font entre elles les direc-
tions d'angles polaires (91, ©q) et ( 92,tﬁ2).

Nous allons maintenant utiliser l'expression (9.9) pour dé-
duire le lien existant entre les matrices de rotation et les harmoni-
ques sphériques. Déterminons d'abord les angles d'Euler de la rotation
qui transforme le tri&dre Xy X, X3 en xi xé xé . L'examen des figu-
res ci-dessous montre que ces angles sont TPy BT 91 et « une
fonction compliquée de (91,\f1) et ( 92, ?2), Par les deux rotaticns
d'angle ¢, et 91 , l'axe X, est amené en coincidence avec xé s

Tt

' -
X! en ccincidence

tandis que la rotation d'angle « améne le plan Xy X3

¥ ¥
avec le plan X1 X3 ou Pl 0 P2°
If

'Z_IE Xy ! xi“

I

%4
La relation (6,10)prise au point P2 devient
Z 9
Yg,m, (6,,0) = — % (&%,\p,,)YQM (8.,%, ). (3.10)
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§x

Pour m' = o, ébm}m (o, 91, ?l) ne dépend pas de « que l'on peut
donc tout aussi bien annuler. Dans ce cas

[ *
\/Eo [943;0) = % @o’m (O, B""P’]) yﬂfm (ga)(fﬂ‘?—)_ (8,11)

La comparaison des relations (9.7) et (9.11), qui dcivent &tre véri-
fiées quels que soient 91, Y 9'2 et Py s indique que

_% s . : [W *:Ja 9 o
_ Tom % _:?4) ST ﬁ[&m ( 4,$gjw) Q

qui est la relation cherchée entre les &léments de matrice de 08 et

les harmoniques sphériques »%m» .

Une relation égquivalente peut &tre déduit% de (8.12) en uti-
lisant les propriétés de symétrie de la matrice 2 . En vertu de
(7.4), on a

E Q x '
%’Yho ("‘LF’IJ" 4/0): o%o% (D) @"/ k10'1) > (9.13)

d'ou

!A.

Q Y 2z * y % m
Q%f\no (‘“ ({3“—94/0) = [—m] \/E% (.94,&04}: lj z@’r:,! ] (1) %*%(94)%?)}9'14)

en utilisant les relations (39.12) et (I 3,49). Mais d'autre part

2 im -
®M\0 (...%)_Qho) 6” kF)} OI’D (%)

%0—4

i

_Oqu

H

)
d.(8)

o,
1) e

Q*WW4 &2 ( 8)

i
i
=
o
P
6
qo
X
<
-

(9.15)
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en vertu de (5.9), (7.6), (7.9) et (5.3) respectivement. En conclusion,
0 4
m oy )&
®MO (\PJI)Q"!)O)'-'- (,-4) [ag-’./! ] Y-P% [9,1)({34)- (9.16)

A titre d'exemple, notons que d'aprds (6.4) et (6.19)

3 . v
\/44 (B)?) = "\j;,—-; sm b e i 5 (8.17)

4 ) ¥

D, (,p,0) = - = e ", (9.18)
A Lok . ‘ .

@4D(w,x)= e % siaf (3.19)

< A 1 y
atoh D (o,8,9) - - @Ao (¢,8,0) = \}.511 Y. (S¢)- (9.20)

10. Propriétés d'orthogonalité des matrices de rotation

Nous avons vu dans (5.6) que les matrices ED pour des angles
d'Euler fixes sont unitaires. Nous allons maintenant calculer des in-
tégrales sur les angles d'Euler de produits d'éléments de matrice de

Considérons 1l'intégrale suivante de deux matrices de rotation

;(.
NS J 4 @j:m (oz,[s,h') @3:% [o(){s/X) : (10.1)

Le symbole \{Jll représente une intégration sur le domaine complet
des trols angles d'Euler, c'est-3-dire

5‘“1 = rr"\"‘ de(s S p ff"‘l?f- (10.2)

o o
La relation de symétrie (7.11) permet de récrire l'intégrale sous la
forme

N (_4)}14— ) 48 @34 (e, p, %) ®jz (4,8, % ). (10.3)
oy DD
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L'utilisation de la série de Clebsch-Gordan (8.5) conduit 3 1'expression

M,

: - -
i % - oo oo |3 s> <gooma gy 2| Tomerm,

¥
J do D
"/‘4+/4z y ~Ta+ My

dans laquelle on s'est ramené au calcul de l'intégrale d'une seule

(., %), (10.4)

matrice de rotation,
Dans (10.%), l'intégration sur x et )  est immédiate et

conduit &
T
501& @ir/*«*j‘ar'm,,Mna (“’f»ﬁ)=J du ¢ }4+/L) LAX ¢
I
xj— dFSmF Pathe, +m2(P)

Cl=myrm, VY

z

-
= (o) 8/1‘4 2 S%mz J dp sinp clojo(‘g) ) (10.5)

ou, en vertu de (9.12) et (%.8),

i
2

J \/J - T (mF) (10.6)

LD (o) [

} J‘

2844

Par conséquent

. 1
jm 9’ p,0) = ) S ﬁqw f&t T )

S ) 5§ x 2SJ , (10.7)

ol 1'on a utilisé la relation d'orthogonalité des polyndmes de Legendre

(cf. (I 3.46) )
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+4

L dt T, £, () <

- ' Wia
et le fait que P (t) = 1.

§

(10.8)

e’

Introduisant la relation (10.7) dans (10.4), on obtient

4_’\1'!

3= 2tm N T G el o> G mgm oo 0,09

Les coefficients de Clebsch-Gordan qul apparaissent dans cette expres-
slon ont une valeur trés simple, donnée par la relation (II 5.27)

bt

()
< , k| oo = g . (10.10)
b e paloes o

En remplagant dans 1'expression (10, 8), on a

-4)/‘4-"”4 +J4 T Rat fat

2
M. osn 5 S5 (10.11)
o AT B
211 Y 2/
Le facteur de phase vaut (-1) : =+ 1., On a donc démontré que

(10.12)

M@ﬁ (oe(szf)é) ROTRIE I {

234.).4 /‘4 2 MMy 3492 ?

de telle sorte que les matrices gb sont orthogonales sur la sphére
unité. La normalisation 87r /(231+l) posséde une signification simple:
le facteur 8u2 est le volume de la reglon d'intégration et le facteur
231+l est la dimension de la matrice 2)31 » On peut montrer également
que les matrices o) constituent un systéme complet de fonctions d&fi-
nies sur la sphére unité.

A titre d'exemple, considérons le cas jl= j2 =1, fl = /% = 1,
my = m, = 0. Cn a en vertu de (6.20)

falll @”(dﬂ) o?) o (g )
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(10.13)
en accord avec (10.12).

La relation (10.12) entrafne comme cas particulier la proprié-
té d'orthonormalité des harmoniques sphérigues.

En effet pour
= 0o, elle devient

=
L,
Jo]ﬁ 9" («,(&,w @Mz (<, p, %)

om 4

(B

i [ (‘-:'Tf')z 7 21'.61 'JT'C{ | T X \
. (294+4)[2pﬁ4)J s by Y, () g, mg (%)

©
&

™ PATN ¥
\j(204+">{2pa+4) J (JF SWPJ' CW yj@,grrn,, (ﬁ,b’) y{)z,’mz_ ({5,5)

10.1%)
A, 44 Aty M,y (

% ¥*
J/Wde WBJ dy \/Qm,, [g)w)yp?_wl (8,¢) = g” ;

(10,15)
Wty mym, >
en dccord avec (I 3.48) .

Avec l'aide de la propriété d'orthogonalité (10.12) et de la
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série de Clebsch-Gordan (8.5)
matrices @

JJQ @i

» On peut évaluer l'intégrale de treis

3% 31
[“,, éﬂ o £D “ o
3My p¥) Jam, iy Jame (’P’K)

- 2
- <44/"‘4 32/‘21J}4+}g> <j,,"mqu'mzjjﬂn1+7ﬂg_>

B J
< [da o ) D (4,

Jatfe, Mmadm,

-

"= % <:]4}"" gz/(2|‘j—/"4+/‘2,> <3a’m« jzmljjfm4+4”a>

. g7t { g g
Par conséquent

)
2Uebt fatpe, s Sﬂnﬂ+'ma)m13 <o 32/*2)33/‘”/‘2><3'4""“ RN M (10.17)
Un cas spécial est celui de 1!

sphériques. Pour Fq =/#2
(10.17) devient

_Q * Qa( P
J42 927 oy 2, WD, )

intégrale de trois harmoniques
=/R3 = 0, l'intégrale dans la relation

4

)[4 e w0 0
(294+4)(291+4)(293+1):] J Ay s (6, ) P,,n’n,]((s’hf 4, m, [{3)5’)

yry 1%. J’W ‘ J&r ¥
aw ) dpsiap AN EOY L @Y (BY) 5 1o,
[[294443(107_-%45(7'03-}")\) ) o e > y?f“.![; yﬂﬂ"‘%(s sz a(ﬁ > (10.18)

i
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d'ou
g o .
5 40 s ® J dy \/m (8,¢) }/@m (9, ) \/sz (9,0)
IR CATY EY ) z
= [_m.._.___w (1[)3+,,) il grmq+mz)m3 <qupzow30> <?,|’M4 szmz[& “hn,]+/ma>‘ (10.19)

11. Application : rotation d'un corps rigide

11.1. Hamiltonien classique du rotateur

Considérons un corps rigide, fixé en son centre de masse 0,
en l'absence de force et de moment extérieurs. Soient Ox;x,%s un
systeéme de coordonnées fixe par rapport au laboratcire (nous suppose-
rons qu'il constitue un systéme de référence d'inertie ) et O;1£2;3
un systéme de coordonnées fixe par rapport au corps (nous supposerons
qu'il s'agit du triédre principal d'inertie). La position instantanée

du triédre Ox,x,%, par rapport au triédre Ox;x,%, peut &tre décrite
par les angles d'Euler o, P, X“'de_la Eotation qui améne les axes
X1s X5y Xz €D colincidence avec Xys Xpy Xge Notons que physiquement la
rotation d'angles « s , { correspond ici 3 une rotation des points

du systéme par rapport au triédre Oxlx2x3 supposé fixe.

r——

2
Zy 3
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Le mouvement du corps rigide est décrit classiquement par scn
lagrangien, qui se réduit & l'énergie cinétique de rotation

LzT.ﬁ.fz(iw;+ﬂzwL+\’]§w;), (11.1)

ol D%,.H§, E% sont les moments d'inertie du corps par rapport aux axes

Ry s i2’ §3 et COE, UE, @5 sont les composantes de la vitesse angulai-
re Sur ces axes.

La vitesse angulaire w résulte de la composition des vitesses

angulaires correspondant aux trois rotations successives d'angles X',

P et « respectivement : la vitesse ¥ dirigée suivant X3, la vitesse
P dirigée suivant u (la ligne des noeuds) et la vitesse ¢ dirigée

suivant X5 . Ses composantes sur les axes intrinséques X1 X, X, Se
déduisent aisément par application de la transformation (1.37):

w/_r:-}; el Sin +fisl;ho()
wi = 8 S%d.mnﬁ +é DX (11.2)
wg: b:COF-I-c;.

Le moment cinétique de rotation du corps rigide a pour com-
posantes sur les axes intrinséques

OP__ = 5._ [ 6:4}2,3)

L ¢ G

(11.3)

de telle sorte que le lagrangien(ll.l) se récrit en fonction du moment
cinétique sous la forme

2 z A
sz ‘ff f‘g

= 4

Les moments conjugués de Lagrange sont donnés par

L Dw—- Jtor 'Dw--

?_. I ) + I oo Lol 3

o Yo T 7 e 72 oy 33 N (11.5a)

= J

L

(11.4)

i

3‘ 3 2
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(11.5Db)
:ﬁﬂ_w;’, S?mo(-i-jé_wz 22
oL P
@X-__ . . J_ w‘(%%' I dur
}5 1 4 fb- -2 2 fDl + 3 .
5 4] 124
= - Z‘C‘)ST mu5mﬁ+zwzs»ao($m(s+ §w§ Ca(l,

L'inversion de ces relations conduit 3 1°

expression des composantes
de la vitesse angulaire en fonction des moments conjugués, qui, ine

troduite dans la relaticn (ll,u)bdonne le hamiltonien du rotateur
2 2 X
F{ _ 4} J% i%

+ + (11.6)
¢ J- 2 N ’

O
cs
»{
1t

o> o ootg(s by + Sk %f - (AN Coecp h,)

o
]|
1

- S CoL'g/J Py + o }=P + S o Gpecft Py s (11.7)
41 = #d )

Les composantes du vecteur de moment cinétique cf sur les
axes fixes x

13 Xy X, se déduisent de celles sur les axes intrinségues
par l'inverse de la relation (1.36):

Lo 2 7 o —
L 2 4 ( ;F,X) O{Ja

(11.8)
2wy (e ) L

En effectuant la multiplication matricielle, on trouve

it

_Sl_b
L

e g ¥ b, - Sw\[d,ﬁ - oofgfg ma*h,)
chec svag},d‘;.mb’hswco%/ss@.&’d»a,)
S

Hamiltonien quantique du rotateur

(11,9)

Le hamiltonien quantique du rotateur s'obtient & partir du
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hamiltonien classique en remplacant les moments

conjugués fp , } s
par les opérateurs (en faisant % = 1) r £ FX
by = =19
be = ”B(z. ) (11.10)
by = -0

6 -
Il est donné par
2 2l 2
H °P31‘ ’fE fg

\ + + , (11.11)
2 j‘;{ 2 j‘g 2:[3'

T

_L[ G o “tgf% “ moa)ﬁ — &mcp}?jj >

-L[..sme aoEJPDd + oaoﬂﬁ + S Coues 35} >
& ooy,

2z

il

(11.12)

Notons qu'en effectuant la substitution (11.10) dans (11.9), les com~

posantes du moment ciné€tique dans le triédre fixe deviennent les opé-
rateurs quantiques

S
i

_L[ e e f 3, —5‘%\5‘)(_; -°°+3[3 w’?ﬂa‘];

__J[ mmﬁsmx%ﬁ.mxb _@@FSMK%])
dy =~y

g
'

(11.13)

Le carré du moment cinétique de rotation s'obtient aisément soit 3
partir de (11.12), soit & partir de (11.13), sous la forme

O(O;Tl{. aFE?’.[- °()~3-1 - 0&24. 0(}2‘14- D()az

—l

]

1 _ 4 . . .
) gg—m—(; bﬁ SWF’O(S * Sv'n?‘(b [()9(04 _2&«5(530% +¢)M]S° (11.1%)

Dans le but d'obtenir les valeurs propres et fonctions pro-
pres de H, nous allons étudier au préalable les propriétés des opéra-

teurs (11.12), composantes du moment cinétique du rotateur dans le
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triédre en rotation.

11.3. Relations de commutation des_composantes du moment cinétique

Les composantes du moment cinétique de rotation sur les axes
fixes satisfont aux relations de commutation usuelles d'un moment
cinétique

[’Pi) 'fg ]’ : f«% g (11.15)

ol (i j k) représente une permutation circulaire de (1 2 3). Le cal-
cul explicite, utilisant les opérateurs différentiels (11.13), permet
de s'en convaincre aisément,

A premiére vue , on s'attendrait 3 ce que les composantes
du moment cinétique sur les axes intrinséques satisfassent les mémes
reiations de commutation. En fait, il n'en est rien. Une inspection
des relations (11,12) et (11.13) montre qu'une permutation des varia-
bles « et _){ changent les opérateurs D(Dl, ‘fz et a(og en fi—’ ”()5 e‘t-a\pé'
respectivement, Par conséquent cette permutation transforme la rela-
tion de commutation

(8,0, )-08 (11.16)

en

[J:_Ja(}]pi f-g | (11.17)

et d'une manidre générale les relations de commutation (11.15) en

[a(’r)fa_:\z—tfg- (11.18)

Les composantes du moment cinétique de rotation sur les axes du tria-
dre intrinséque satisfont donc des relations de commutation qui diffs-
rent en signe par vapport aux relations de commutation usuelles des
composantes d'un moment cinétique,

Le résultat assez paradoxal que nous venons d'obtenir a pour
origine le fait que le triddre intrinsé&que, contrairement au triddre
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fixe, n'est pas un triddre d'inertie. En mécanique classigue, lorsqu'on
travaille dans un triédre qui n'est pas un triddre d'inertie, divers
effets curieux apparaissent (citons entre autres l'existence de forces
centrifuges, de forces de Coriolis, etc. ). Un de ces effets a trait
aux parenthéses de Poisson des composantes du moment cinétique. Pour
les composantes (11.9) dans le triddre fixe,

(4.4} IR O g

R S L N TV TP B (11.19)

tandis que pour les composantes (11,7) dans le triédre en rotation

e fg_y - - A7 (11.20)

Les relations (11,15) et (11.18) ne sont autres gque l'analogue quan-
tique de (11.19)et (11.20) lorsque l'on remplace { s } par i [ > _].
En conclusion, il faut toujours avoir bien Présent a 1'espritbque les
relations de commutation usuelles du moment cinétique ne sont valables
que dans un triédre d'inertie.

Lorsqu'on effectue une rotation du triddre du laboratoire
X1X,Xs, le vecteur 27 ainsi que le triddre intrinséquq_§1;2§3 sont
laissés invariants ; par conséquent les composantes de ,? sur les
axes intrinséques se comportent comme des scalaires dans les rotations
des axes ®] ¥Xy,Xg et de ce fait commutent, en vertu de (3.12), avec
les composantes de é) sur les axes fixes :

[o{’i,ffﬁ.]:o i, 3 =1, 2, 3. (11.21)

L'application des relations de cgp?utation (11.15) et (11.18)
montre que le carré du moment cinétique £ » défini par (1ll.14),
commute avec les composantes de cf sur les axes fixes et sur les axes

intrinséques :

[z oﬂ]:ffl)f__]w i=1,2,3. (11.22)

Il en résulte que les opérateurs 082, i} et<f§ constituent un ensemble
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d'observables commutables et peuvent donc &tre diagonalisés simulta-
nément. Nous allons montrer que les fonctions propres simultandes de
ces opérateurs ne sont autres que les &léments des matrices de rota-
tion ofy, (o > s § ).

ll.4, Action du moment cinétique de rotation sur les matrices de

rotation
rotatlon

Les composantes du moment cinétique de rotation étant des
cpérateurs différentiels agissant sur les variables of , F s f » com-
mengons par étudier l'effet des opérateurs ) t% et 3X sur les
matrices de rotation. L'action de 3, et') est triviale si l'on
tient compte de la factorisation (5. 9) des matrices de rotation :

3 iKe 7 tHy I
WDy e = do (e <k @KH ), (1129
N o (KT My I
d @KH bop )= dp e d et SN @ wpy). (12w
En vertu de (11.12) et (11.13), on en déduit immédiatement que
J J
533 @KH (dfp’b/)z M ®KH (011(573/) (11.25)
et
Y K Q>
7 Py Gp= v L) - (11.26)

Plus généralement l'action d'un opérateur différentiel 3
) ourbx sur une ma“rice de rotation se réduit 3 son effet sur l'ope-
rat

eur de rotation P » 1les bras et les kets entre lesquels

Rie, g ¥)
!
ce dernier opérateur aglt étant foncticns seulement des coorionnées

dans le triédre fixe. L'applicaticn de FQ(, 7? et DU sur P

Ri«,p,%)

donne

w0 J, c¥ I
K?R(a,(sx) Ppe e e
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= ¢ e 4 (e 33)

T TR Y) s (11.27a)
% Ty - S gy T

; Lawisalﬁi ewj3e~q%_lef5%

-t +

R(4,8,%) [ fa(mx,o,o) % Lrg
=1 Ew}{;,m [ % (“(°’°’K))sj Jj}

. ER(""F»K) [ﬂsaﬂ}jjd oy T\ (11.27b)
VA Bl Y7

réo( ?R(WP:K) = ¢ i (('13) e (S €

YT, "CPIZ il oy T

e J. '

(e Jy pde oy g,
e 2 3 e e

- L(‘L e

. -+
=t ?R@z,(z,};) [?R(ug;}_ﬁ)o) Is (ERLX,-F,O)}
=L TR(&}@;@ [% (a,(o,{;,\g))% Jg} :]

en utilisant la loi de transformation (2.24) des opérateurs vectoriels

(11.27¢)

et l'expression (1.37) de la matrice a(« , s X ).
Lfeffet sur PR des composantes de ;F )sur les axes fixes ré-
sulte des relations (11.13) et (11.27). Pour i 1 ©n trouve

d ?R(u,(‘,?f) - ?R(a;(’a?f) { o o | snp oy T, ¢ e p s i T,
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P 33] —swr[*s»'««zsﬂhmkfl] *f»“gpwff%}

= ?R(“,f,B’) "T/.l > (11.28)

et un calcul similaire pour les autres composantes montre qu'on a

d'une maniére générale

Dgl’ PR(“»P:K) ) EQ(@(&/KB JL L:’f}l)}_ (11.29)

- - ) - -
Par conséquent, l'action de o{i sur les matrices de rotation

est donnée par
J
L, Doy g )= <IK| [ . _’Emm)> RIS
= K| T : 11.30
<3 ILR(«,p,m T [ImM> ( )
et, en vertu des relations (I 8.29), (I 8.32) et (I 8.33), on obtient

L 9. (+,p,5) =4 [ (Tem)(3- H+4:[ @mﬂ"‘f*”

1 [ (3-MY( T+ H+4)JE @j

< My (=, %), (11.31a)

LT wp) = L (3wt ) D i )
_%[(J_M)mmq)f D . («py), (11.310)

T J
<£3 EDL& (d¢}$§ = FTSBRM (ﬂp,X). (11.31e)

Un raiscnnement analogue permet d'obtenir l'effet des opéra-

teurs <j% sur les matrices de rotation. On a d'abord

- Lc( Js t(&j &L'Xj_g
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=i 7 YR(«#,(&,X) J (11.32a)
Ced 33 s J; LKI
% Trupyy = ¢ gt T
Co J -l J et cAdy oy
_ e O(JS J_z- . of 3 . 3-3 . (LI . KJ3
=i P 7, ?7 ]
[ RG00) "2 "R o0 ?R(af,ﬁ,x)
- | Z; a{opv - J ]
] ; (a(oe ))g_a 3 f“%m)
= i s T o« 3 ] Hapy) (11.32b)
(ot I3 C[sj Y7
O Trpepny < 0 e T E) T
Vol J pJ g T, w7, ot ¢ ’
:Leo(ja(uzj_&&t/@ ewg,c :fse(slfzeb’:rs
_ [ ¥
R(a(fi o) 3 R(d,(},o)] ERW/SK)
= | Z. ale _p _ . ]
- L ] ( g d)>33 y ?R[%(-’»,b’)
- [ cousnp T,y s “ep ¢ “f:ﬂ ?K(%F,KJ
(11.32¢)

En combinant ces relations avec les relations (11.12), on
obtient
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?

T

E(d,{s,a’) = { O Col'a(s :.]-3 +.Su;=°([.§vv'|o£ I’I 4+ tne Il]

1

Ri,p) 2 (11.33)

et un calcul similaire pour les autres composantes montre qu'on a
d'une maniére générale

g

Rixpy) ~ % Rlx,8,% ) e

- (11.34)

Par conséquent, l'action de aer sur les matrices de rotation
est donnée par

Ia @fw (1) = <TK|( L ?wa)””>

= <IK| 7. Tﬁ(«,p,a) JTM>. (11.35)

En vertu des relations (I 8.298), (I 8.32) et (I 8.33) et de la pro-
priété

<3K\J; =<<IK[%+ =(J}‘JK>Y->

on obtient :

)
£ ®l<r1 p8) =

(11.36)

RS

- T LT
L (J-{—K)(J—K-l-”):) @k__,,lﬁ (o(}{éjé’)

T 7
+ 42 [ (T-k) (T4 K-M)J ¥) ket H (p,¥), (11.37a)

s DVl cpt) -4 [ O ) S Oy

{ P oY
¥ 3 [(J:M(J.; L<+4):Ja Q) a1 BE) ,  (A1.37D)
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J J
0{’3, @KH (4pY) = K ®KH («,3,%) - (11.37¢c)

La comparaison des relations (11.31) et (11.37) montre que les matri-
ces représentant cfl et :fi ’ f} et dfg sont les m&mes (quand on

remplace M par K), tandis que celles représentant ‘fz et &?5 ont un
signe différent. Ce résultat est consistant avec la différence de

signe dans les relations de commutation des opérateurs ‘? par rap-
port & celles des opérateurs Jﬁ, _
Finalement, l'action de d€2 sur les matrices de rotation

s'obtient par application répétée de la relation (11.29) ou (11.34)

-2 T ~2
£ Doy p¥) = <Tk| (£ L

]

<IC] By 3170

_ A
= <Tk|7J ?RH,F,ES) [TM> (11.38)
d'ol 1l'on déduit que
=t 7 A
b @kH («, ,%) = T (T4a) '2Kw (4,8, %) - (11.39)

Les relations (11.39), (11.25) et (11.25) expriment que les fonctions
éDiM (o« F,‘X) sont les fonctions propres simultanédes de 432, J; et

cfg correspondant aux valeurs propres J (J + 1), M et K respectivement.

11.5. Equation différentielle 3 laquelle satisfont les fonctions

J
g CPD

d

—

La relation (11.39), dans laguelle X>2 est l'opérateur d4if-
férentiel (11.14), est une équation aux dérivées partielles pour les

fonctions §>§M (o > s %)
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v 2 X - J
[)W - 2{'0133045’ +}MJ+ J(J-H)} @KM (4,p,¥)=0-

(11.40)

iSwp g SMF sof(s

On en déduit une équation différentielle pour les fonctions diM({g)

{olz +(,o[{5 = [K-zKHmF+HJWC(&+IU+”)} (5) ©.(11.41)

La résclution de cette équation fournit une preuve a posteriori de la
validité de la formule (5.11) pour les fonections dgM (ﬂ ), que Wigner
a démontrée par un autre procédé.

Cherchons donc les fonctions F (F ) qui satisfont 1l'équation
(11.41). Le changement de variable

Z
_ tg % (11.42)

transforme l'équation en

(K+Pﬂzf.-(K-M)L J(T44)
} Fib)-o. (11.43)

bd, L d ,
% ke e qE(4-t) (1-t)°

Cherchons une solution du type

Fey - [:1 (4-E)f fﬁtk) R (11.44)

ol & et J- sont des constantes encore indéterminées. L'équation pour
f (t) est la suivante :

;. Ay BELCES )

ol A, B et C sont les constantes
1
A=) L (KoM)® (11.46)

2
(KaM) < T(T44), (11.47)

q
Bxoth S(heap + L (KM)y

Nl B
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C- M*/‘) K+M) : (11.48)
L'équation (11, 45) se réduit 3 celle de la fonction hypergéométrique

2F1 (a, b, c, t},

z
{ t(4-t) d&t + [ _(a+£+4)EJ J - aL} F (e, b e, ty=0, (11.19)
d condition de choisir , et e de telle manidre que
A= o (11.50)

et B+ C =o . (11.51)

La condition (11.50) est satisfaite si

= 2 (KoM (11.52)

la condition (11.51) s'écrit

)
-2 #p(ptd e T (M KJ ~J(JT4q) = p(p-) - J(T41)=0 (11.53)
et est satisfaite si
fo= - J. (11.5u)
La solution de l'équation (11.43) est done
4 (K-M) I
Flb)- N £° (1.E) 5 E1( K-J}._H-j) K_H+4) ﬁ) (11.55)

et celle de 1'équation (11.41) est

K-M 2Ty MoK ,
Fp)= N (su,g} (o g) e K-J,-M.J,KH1,-G é)) (11.56)

2

ou N est une constante de normalisation. Le développement en puissan-
ces de la fonction hypergéométrique

T'¢e) Ei Masn) T{byn) " |
—_— o (11.57)

F/} (dll)’(‘.j E) =
Tla)l(h) ™ Tlesn) o]
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od M(m) = (m-1)! pour m entier :> 0, conduit & l'expression
m
Fle)= N (o)) (Tem)! 2 )
m -~
(J_K_m)!(J}_H_mjfm! [K-P1+nJ!
J+M_K_
(C‘)-é)?_ +H K_z2m (S%E )2?I+K—H (11.58)
2 2 2

qui comparée & la relation (5.11) montre que

Flp) o€ "’ (e) - (11.59)

Notons que la sommation dans (11. 58) est finie, la fonction hypergéomé-
trique se réduisant 3 un polyndme de degré égal 8 J + p = min (J - K,
J + M) et proportionnel 3 un polyndme de Jacobi :

2Fa (KT, H-T, Ketfan, b £
(J#F)!(K_H)!

= (&Qé

(T+ KJ"HF)J. T et (11.60)

~2J.2p . (K-M, M-K_2p)

11.6. Niveaux d'énergie et fonctions Propres du rotateur

Nous allons considérer successivement les cas ou les trois
moments principaux d'inertie sont égaux (rotateur sphérique), deux
seulement des moments d'inertie sont égaux (rotateur symétrique) et les
moments d'inertie sont différents (rotateur asymétrique).

Lorsque les trois moments d'inertie sont égaux, _j = S; yé:.j,

le hamiltonien (11.11) du rotateur est égal &
—Z

H - £ (11.81)

2 Y -

et ses fonctions propres se réduisent 3 celles de l'opérateur Gf .
Les valeurs propres de H sont égales 3

E - I[J%—’l) _:—042’

D " > J s
J N

A chaque valeur propre correspondent (2J+l)2 vecteurs propres

PR (11.862)
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2J+1

B J
| TMKS - — ‘®kM (,p,¥) KMo, £ T, (11.63)

+ - - - - -
Le facteur \}2;%3 a eté introduit pour normaliser les vecteurs
)
]JMK>- tenant compte de la propriété (10.12) des matrices de rotation.

E
J
en unités 3 O521,%2,%#3  0,%1,#2,+3 49
4
N a0l
2 0,%1,%2 0,41 ,+2 25
1 0,+1 0,+1 9
0« 0 0 0 1
J K M dégénérescence

Spectre du rotateur sphérique

'Iorsque deux seulement des moments d'inertie sont égaux, par
exemple HT = HE # Hg » le hamiltonien (11.11) du rotateur devient
-2
H OP 4 A n(Dl
R o—— -+ - .‘3—
iﬁ';l“ 2(:[3 ‘?y;]" —_

Il commute avec les opérateurs 4)2, 42 et 4%- et par conséquent,

(11.64)

ses fonctions propres sont encore du type (11.63). Les valeurs propres
de l'énergie sont

z
T (Ts4) . { 1 1 K, Jeodz ..

= 7 11.65
J K| gj$ 235 2 J5 Ik[= 0,4,2,...J. ( )
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A chaque valeur de J correspondent (J+1) niveaux d'énergie différente,
associés aux différentes valeurs possibles de ]Kl + Les niveaux 4'é-
nergie ne dépendent pas de la valeur de M ni du signe de K. Ils sont
donc entachés d'une dégénérescence égale & 2(2J+1) si K % o et &
(2J+1) si K = o. Ils se groupent en bandes de rotation caractérisées
Par une valeur donnée de {K] et des valeurs croissantes de J

(7 = IK{ s ]KI *l, ¢..). On distingue les rotateurs allongés pour
lesquels 3§ <'§T. et les rotateurs aplatis pour lesquels ﬂé >-j#—.

EJ \
en unites 1y T=3
4
.
_4.9..__:]-:3
_L.__]—:B
4o + —de =2
—de _Jsz
__.L.,I:Z
-m_—.....g J-:’f
_..._..._3>__....,_I:4
o4 4 e
]K[:D [Kl:i Ikl='2

Spectre du rotateur symétrique allongé ( S% z:% H“)
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- 7
en unhites

y —F  Ju3 4y Tos

S, I P

——¥ 4 3,

e T2

[K|=0 [K|= 1 k|- 2 k=3

Spectre du rotateur symétrique aplati (SIg: 2§E.>

La dégénérescence double par rapport au signe de K, c'est-a-
dire le signe de la composante du moment cinétique sur l'axe de symé-
trie du rotateur, est liée 3 1'invariance du hamiltonien (11.64) par
rapport & une réflexion dans un plan perpendiculaire 3 1'axe de Symé~-
trie. Désignons par P, 1l'opérateur qui correspond & cette réflexion.
Puisque deux applications successives de P, correspondent & la trans-
formation identique, les valeurs propres de P, sont égales & +1. Les
fonctions d'onde (11.63) ne sont pas fonctlons propres de P v? mais il
est facile de construire des combinaisons lindaires des fonctlons
(11.83) qui sont simultanément fonctions propres du hamiltonien et de

l'opérateur P, Pour K>>o, ces combinaisons linéaires sont

\JHK+>=V'%_M[ [IHK>+)JMJ<>] (11.66a)
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e TMk-S> A (7 - IM- . .
t |3 > V_E_LIJMK> | TM k>:] (11.66Db)

Les vecteurs |JMK+>> restent inchangés tandis que les vecteurs
]JMK¥> changent de signe dans une réflexion dans un plan perpendiw

culaire & l'axe de symétrie. Pour K = 0, il y a un seul type de vecteur

IJHO+>=JJMD>« (11.67)

Lorsque les trois moments dfinertie sont différents, le hamil-
tonien du rotateur commute avec les opérateurs 4?2 et 3 mais non
avec Jgg - Ses états propres sont caractérisés par les nombres quanti-
ques J et M et sont des combinaisons lindaires des vecteurs (11.83),

- |
Yy = Z—K_ a, [THKS . (11.68)
En introduisant cette expression dans l'équation de Schr&dinger
(H- E.) yg =0, (11.69)

ou H est le hamiltonien (11.11), on obtient le systéme de 2J + 1
équations

% [(JM KIH] TMK"S - £, SKK,] =0 Keots .tT(11,70)

La condition de solubilité de ce systéme fournit une équation de degré
2J + 1 en E;. Les racines de l'équation donnent les niveaux d'énergie
du rotateur asymétrique correspondant au moment cindtique J. En fait
nous allons voir ci~dessous que le probléme est plus simple que cela
car la matrice de H dans les états de moment cinétique J, M se sépare
en quatre sous-matrices qui peuvent &tre traitées séparément et par
conséquent 1'équation de degré 2J + 1 en E; se sépare en quatre équa-
tions indépendantes de degré inférieur.

Récrivens H sous la forme

A A z
i Y &;' + L J} L c 4% 5 (11.71>
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~ 4 L 4 4
ou A= 5 T ——— ) L2 e
29, 25y ENE

Les éléments de matrice de H dans les états (11.63) s'obtiennent par

(11.72)

deux applications successives des relations (11.37). On trouve :

CTMK|H]THKS =0 s K4 K, Ktz (11.73a)

CIMKIHT THK>= { (a+L)[J(J+4)_K1]+ 2c Kz} , (11.73Db)

it

<IMKez [HITMKS = STMKIH[IM K>

(@D () (T k) (Trkan)(Tr k) - €11.730)

De la relation (11.73a), il résulte que l'copérateur H ne peut connec-
ter que des états pour lesquels K différe de deux unités. Par consé-
quent les &tats propres de H se séparent en deux classes indépendan-
tes, correspondant aux combinaisons linéaires d'états ]J M K>>é K

pair {(classe E) ou & K impair (classe 0)

f\ltf - v o [jmx> , (11.74a)
JH KFah K
° 2. T
o = TMRKS . (11.74b)
%JM K impair K ; \>

D'autre part, les relations (11.73b,c) montrent que
KTM-KIHI IMk> = <THMK[HITHKS (11.75a)
et IM Kz |H|IM <KD = THK|H| TH-K2>

= K TMKiz|[H] TMK> = STHR{H]TH K+ (11.75b)
d'ol l'con déduit que

<TM K’+|H|JHK—>=<JHKv}Hf3HKI+>=o (11.76)
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quels que soient K et K'>» o, les éléments de matrice de H étant pris
entre les états (11.66). Par conséquent, chacune des classes E et O

se sépare en deux sous-classes indépendantes, correspondant aux combi-
naisons linéaires [JMK+:> ou [JMK->> :

E+ Z_ _
Yy = s A JIMKES (11.77a)

E- s
¥y s KZ;”>O o, | THMK-N (11.77b)

. P

+ - (11.77¢)
’\% M = }{% , a,K J J M K+> )
impair>o

0- — (11.774)
Yo, = L K-> -

I K imjaa.?r>o “x ]JH >

Considérons les premiéres valeurs de J. Pour J = o, il v a
un seul état

E4
Yoo © [ecot > < fooo> (11.78)

d'énergie EO = 0. (11.79)

Pour J = 1, il y a trois états

W\Lf; = [1Mos > = [aHo (11.80a)
O+ 4

‘HL,]M = "*H4+>= \-[-:2_ [ f"H”>+)’1 H—4>]) (11.80b)
0~ © .80¢)

yM:}4M4_>=%[]4M4>_)4H_4>]) (11.80

qui, appartenant a des classes distinctes, ne se mélangent pas. Leur
énergie est donc simplement la valeur moyenne de H :
'4E+ = <4Hoi HJ ’IMO> -‘-“-a.']-}:)) (11.81a)

E4O+ :<4M4|l—|’4H4>+<4H4}HI4M-4>=57~+C) (11.81b)
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EAD— = <4H4le4H4> ~ <4H4]H|1Hq4>= btc. (11.81lc)

Pour J = 2, il y a cinq états

E+ (1) (¢ (0
A PITIIPS FYFENS

Q) ) 4 .
= o’ |aMoy ya 5 [J1H2>+!"H‘Z>] =12, (11.82a)

E-
Y, - aM2-> < iﬁ“ [|2H2>—12H~2>] ) (11.82b)
A]LOJF s JaMaed> = L [|2H4>+ |iH~4>]> (11.82¢)

M Z '
/YO' - aMa> = = [ 2 Ma> - }zH«b]- (11.82d)

Mo vz

Les trois derniers , appartenant 3 des classes distinctes, correspon
dent aux énergies

EZE— :<<2H2\t4]lHa>>: A+E.Luc) (11.83a)
E,g = <ttlH] aMaS> ¢ <aMa | K| aMaa> s dathic (11.83b)
Ew_ < <aMa ] aMay -<2Ma [H[ 2MoaS = atdbac. (11.83¢)

Pour trouver les énergies des deux premiers états, il faut résoudre
le systéme d'équations

[ <1HDIH|1H0>_E] @, + \fz <-”-MOI H,.ZM.?,\/- &_,_::O)

(11.84)
vz < 2Mo| H|aMe> &, +[<2M2””1H1>_E]azzo)



183

qui fournit une équation du second degré en E, $Sa résolution conduit
au résultat

_ (o) .
teE+ = 2(ﬂ+L+C)ii‘¢(¢+£+cf-_3(ak+aa+Lc) L:ﬂfz‘ (11,85)

Le spectre obtenu pour ¢ = 2b = Y4a est représenté dans la figure ci-
dessous.,

Ey
en unites
204
o —%j-—- —S_....J:l s j‘:-i
25 J
_-‘}[—-- =3
____..1._\]':-3
5 T2
A0 - — =2
5  Ja
— 3 Jua
—3 J:4
5 T4
0.1 ._./.'...m—jzo
E+ E-~ O+ 0-

Spectre du rotateur asymétrique (S%.: % 3% = %.3%)

La théorie quantique du rotateur trouve une application di-

recte dans les spectres de rotation des molécules et des noyaux.





