164

v OPERATEURS TENSORIELS IRREDUCTIBLES

1. Définition des opérateurs tensoriels irréductibles

Lorsqu'on étudie les changements (linéaires) de sys~
téme de coordonnées, on est amené 3 la notion de tenseur. Le type le
plus familier de tenseur est le tenseur cartésien. Sous 1'effet d'une
transformation linéaire quelconque

, (1.1)

les composantes T.

i3 i d'un tenseur cartésien de rang n (nous
l 290.n

ne faisons pas de différence entre tenseurs covariants et tenseurs

. b d
contravariants) se transforment en

T z T

oo = . a . e G ; (1.2)
1 2" Tm 3432“_3’:"’ L’]&-‘] LZJZ "Inéfh 3432"'an

Dans 1'étude des rotations, on se restreint aux trans-—
formations linéaires orthogonales. Considérons par exemple le tenseur
de rang 2 obtenu en prenant les neuf produits des composantes de deux
vecteurs X et y. Les composantes de ce tenseur sont done

J'l'a = 'XL %3 L)a:: 4)2)3.

Il est bien connu que sous l'effet des transformations lindaires géné-

(1.3)

rales, le tenseur se sépare en un tenseur symétrique

Sig = jz- (QCL :I& -i-xa' g\.) (L.4)

et un tenseur antisymétrique

Hfa-e 1 (x, P HC>) (1.5)

* Ceci est la définition usuelle d'un tenseur. Pour &tre en accord avec

la loi de transformation (IV 2.4) des fonctions d'onde, il faut rempla-
cer dans (l.2) toutes les matrices a par des matrices a_;. C'est ce que
nous ferons dans la suite,
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qui se transforment séparément. Lorsqu'on se restreint aux transforma-
tions orthogonales, le produit scalaire

5. 2.3 - %Sn (1.6)

est invariant. Le tenseur symétrique est dit réductible : il se sépa-

re en un scalaire S et un tenseur symétrique de trace nulle

;
4 2 - -
LT — XM x - e . e

SLa 2(“334.3}“ 3XZSLJ)J (1.7)
qui se transforment séparément. Ces derniers ont comme propriété
qu'il est impossible de trouver des combinaisons linéaires de leurs
composantes qui se transforment entre elles : on dit qu'ils sont
irréductibles. La décomposition du tenseur T.-: en composantes irré-

J
ductibles est donc

!
TL3= LS ch + SL‘&. 4 FlL-(j : (1.8)
De cette maniére, on peut en principe construire 3 partir de vecteurs
des tenseurs irréductibles de n'importe quel rang. Il suffit de sous-
traire toutes les quantités qui restent invariantes dans les trans-
formations orthogonales.

Cette représentation des tenseurs irréductibles ntest cepen-
dant pas trés commode car leurs propriétés de transformation ne s'é-
crivent pas de manidre simple. Par exemple, X1 X, et x; sont les com-
posantes d'un tenseur irréductible de rang 1, mais il est plus commo-

de de considérer le tenseur de composantes x LR et x 1 données par

]
(IV 6.5a) et proportionnelles & W.>Q%L(E},? ;lm = +1, o, -1, car il se
transforme au moyen de la matrice ©*. Pour cette raison il est plus
utile d'étudier les tenseurs irréductibles dans la représentation des
coordonnées sphériques, plutdt que sous la forme cartdsienne. Les ten-
seurs exprimés de cette manid&re sont appelés tenseurs sphériques., Ils
ont pour propriété de se transformer par rotation de la méme ma-
niére que les fenctions AQ ng1(9 ,f ). Le concept de tenseur sphé-
rique est étendu & celui d'opérateur tensoriel irréductible.

Par définition, un opérateur tensoriel irréductible de rang k




166

est un ensemble de 2k+1 opérateurs T; ( i = =k, =k+1l, ...,k) qui se
transforment par rotation de la méme manisre que les états h‘ﬁ:> s
c'est-d-dire tels que

) & Lo+ &®£

T = (lD T P = Z T ! (0() K -
q. - R(Q(’F’X) a R(O('(SJX) C_»;"' q’f q’ ﬂ' F} ) (109)
Comme conséquence de la définition, si Tk se transforme en T‘k par
la rotation Rl et que X se transforme en T"X par la rotation Ros

alors Tk se transforme en T"k par la rotation R, R1 (cf. IV 2.18) ).
En particulier toute observable invariante par rotation est
un opérateur tensoriel de rang nul

3. T . (1.10)

7]

En effet, en tenant compte de ce que éa (q’,F s§ ) =1, la relation
74

(1.9) devient pour k = ? =0

[—-\]0 — © ,.P'I‘ [—-\O

- | T - (1.11)
° Rispy) — ° TRI4pY) >

ce qui colncide avec la relation (IV 2,20) qui sert de définition aux
opérateurs invariants par rotation.
D'autre part, tout opérateur vectoriel est un opérateur ten-
soriel irréductible de rang 1
4

V% = 1?4 9=-1,0,+1. (1.12)

Montrons que la loi de transformation (IV 2.24) des composantes caprté-
siennes d'un opérateur vectoriel
) + 1
\/L - ?KidJPIK> \/L. iER(d)F;K) = % a—cj [a(’(;} X)\/g '::4’2J3) (1'13)

induit la loi de transformation

i + 4
Yes By ' TR{«,(‘tb’) ) ?;_ Dyg B0 gero, aaw

pour ses composantes sphériques. En vertu de la relation (IV 6.11) et

de son inverse, on a
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/ - +
ol u est la matrice (IV 6.12) qui transforme les composantes carté-

siennes d'un vecteur en ses composantes sphériques, Par conséquent

/ 4% -1
Vo g |9 fwﬁ’)]w Yy
Z 9
g Qgrqrf (3, %) vgr’ > (1.16)
en utilisant la relation (IV 6.18) et la Propriété d'unitarité de 1la
matrice éDl. La relation (1.16) coincide avec (1.14).

f

2. Addition, multiplication et contraction d'cpérateurs

tensoriels irréductibles

L'algébre des tenseurs sphériques présente certaines analo-
gles avec celle des tenseurs cartésiens., Rappelons que pour des ten-
seurs cartésiens, la somme de deux tenseurs de rang donné est un ten-
seur de mé@me rang. Par exemple, pour des tenseurs de rang 3

Ttgg . U%g( - Vcﬁ& . (2.1)
Le produit de deux tenseurs est un tenseur dont le rang est la somme
des rangs des facteurs. Par exemple, le produit de deux tenseurs de
rang 3 est un tenseur de rang 6 :
M
Pk Vi - (2.2)

Enfin, le rang d'un tenseur peut &tre réduit d'un nombre pair par le

vd%kgmm =

procédé de contraction qui consiste & égaler des couples d'indices
et & sommer sur les indices répétés, Par exemple, un tenseur de rang
3 peut &€tre contracté en un tenseur de rang 1, dont les composantes
sont

Z T ol Z T .. Cuw Z T - -
é Laa H 3Lé & Ja{éL (2.3)

Etudions maintenant ce que deviennent ces opérations pour les
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k k
tenseurs sphériques. Soient T_1 (1) et T%i (2) deux opérateurs ten-
4

soriels irréductibles de rang kl et k2 respectivement. Les symboles
1 et 2 désignent toutes les variables dont dépendent les tenseurs *.
Pour des harmoniques sphériques par exemple, 1ls représentent les
coordonnées angulaires de deux points sur la sphére unité, 91, ?1
et 92 s Tz - L'addition des tenseurs sphériques est la méme que
pour les tenseurs cartésiens: la somme de deux tenseurs de rang k,
K1y + T; (2).

Ceci est une conséquence directe du caractére lindaire de la trans-

k
T (1) et T; (2) est un autre tenseur de rang k, T

formation (1.9).

La multiplication et la contraction, cependant, sont un peu
différentes pour les tenseurs sphériques, La régle de multiplication
est la sulvante : & partir de deux opérateurs tensoriels irréducti-
bles de rang kl et k2, on peut construire un opérateur tensoriel irré-
ductible de rang k pourvu que les inégalités triangulaires gx(klk k)
solent satisfaites et que les nombres quantiques magnétiques s'ajou-

tent algébriquement, Elle s'exprime par la relation

b,
9-%

En multipliant des tenseurs sphériques, les rangs s'additionnent donc

k
‘Tgr (4,2) = % <%4c%4 1%2 ‘4‘%] q> T (4) T (2). (2.4)

vectoriellement plutdt qu'algébriquement, comme ils le font pour les
tenseurs cartésiens., On utilise souvent pour le prodult tensoriel

(2.4) la notation abrégée

b,k
'TJ; (4,2) = ['TPL"WX T (z)]qr ) (2.5)

Démontrons maintenant que l'opérateur défini par (2.4) est
effectivement %i composaﬁte # d'un opérateur tensoriel irréductible
de rang k si T J et T sont les composantes d'opérateurs tenso-
riels irréductibles de rang kl et k2 respectivement. Il faut donc
montrer que l'opérateur défini par (2.4) satisfait & la relation (1.9).

* Les variables 1 et 2 peuvent &tre identiques.



168

La rotation R (« ,@ »§ ) du systéme de ccordonnées transforme la
relation (2.4) en

R T ot . Z ha kg i (2 T n )3 TE 0T e

ou, en appliquant la relation (1,9) au membre de droite,
L _
Y T (42)(])+ L T" T Z 4 E
R ) & <= (") J’.) < g
: Taown D e W M Rgeg kgD
k, R,
%49 %2, 9%
Remplagons les deux fonctions &D par la série de Clebsch-Gordan
(IV 8.5)., On obtient :

b
?R Tﬁ 4,2) T;

S kg 5&
"—'gi-% J.%M g{z)z<%q£c{ﬁf<g(>

) Z‘ <hialkgh B alql) <hig f 9.9, %) 94#—;“%
Lok

A 'S
11%; U) q! Zi <f% qq zq )%'i4+?l§> éD

2

(2.7)

AN AL
) %4 < %40‘}4 %a ?”a4)£ﬁ><£¢"qt" ‘Ee?' q-q/' %I$\>' (z2.8)

La somme sur (%l donne gkk’ en vertu de la propriété d'orthogona-
lité (II 2.8) des coefficients de Clebsch-Gordan. Par conséquent

‘ r-«?z + 'Y‘ [ / %4 '."—rgz
?‘R lg}u,z)?ﬁ = 5’:—9{; ®9ril+€i£,9r <k, q, %qulpar,;j‘+9ri_> T% (4) lgré (2). (2.9)

- - » i ..
En posant q'= q;+-ﬁ£ s, On élimine 12 de telle sorte que
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— ,g_ 7—;'24 ‘&?_
7% 5 <kelk -4 kDT 0 TS )

-
T% J% (1,2) T¥+

- Z o%%f TP{ (1,2)
¢ 91 ¥

en utilisant la définition (2.4). L'expression (2.4) satisfait donc la

(2.10)

relation de définition (1.9) d'un opérateur tensoriel irréductible
de rang k, ce qui termine la démonstration.

Comme exemple de produit tensoriel, considérons le cas ol
les variables 1 et 2 sont les coordonnées angulaires d'un m@me point
sur la sphére unité et les opérateurs tensoriels irréductibles sont
des harmoniques sphériques. La relation (2.4) s'écrit alors

—k
lc% (5, ¢) = % <k g R 9-9,1%g> YMM (®,y) \/&24_%(9»5)- (2.11)

La forme explicite de l'opérateur produit i (¢ > P ) est facile a
déterminer. C'est en effet une fonction définie sur la sphére unité
qui posseéde les propriétés d'un tenseuﬁde rang k. Or les harmoniques
sphériques constituent un systéme complet de fonctions définies sur
la sphére unité et possédent un caractére tensoriel bien défini. Daés
lors Tk (8 s } doit &tre proportionnel & Y%i ( 9,lf), la constante
de proportionnalité étant indépendante de i :

ok )
[ol,y) = Clh &, k) Y%ﬂ (8, ¢). (2.12)

On obtient la valeur de la constante de proportionnalité en multipli-
*
ant la relation (2.11) par ykﬁ- (0 2 ), en intégrant par rapport &
b et ¢ et en tenant compte des relations (I 3.u48) et (IV 10.19)

, (zfmﬂ(zﬂzw)T% -
C(%Mp(?"w T Y (2kea) <%40%20Hw>%<£4$q£eq_%[£gf>

4
[ b)) (2%,44) )7
) (2t,44) (2%,40) |2 <k, o gzo) go> . (2.13)
L Yo ('1‘2+4) J -
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Cn a donc établi que

%4 < ‘E,I ﬁq P(?. ?‘?}4} gﬁ_> yﬁ,,?q (9’\1&) \/‘22 q_gh [8’?)

2R, 41 Z*E,_M di
n[c& i )J <hokolkoN y&ﬁ 8,¢).

Y1 (2k44)
L'inverse de la relation (2.4) permet de développer le pro-

(2.14)

duit ordinaire d'opérateurs tensoriels irréductibles en une somme
d'opérateurs tensoriels irréductibles :
T

1

\"'l'av_ %
Dl we ¢ <l hgheg ST, e

bk
: % <kgkog|Rgg> [T () x T &J%%- (2.15)

Par exemple, pour un produit d'harmoniques sphériques calculées au
méme point, on a :

i
z
yg (9’\{,) \/B [&L{:) - % [ (ZL-}") (2&,—_»}’1)] <g:,| o ga Dl 20>
" 242 e (2hea)
x <k, 2. kg, | 9,49, > y%)?ﬁﬁz 8,p)- (2.18)
Dans le produit tensoriel (2.u#),le rang du tenseur résultant peut
varier par pas de 1 entre les limites k = kl - k2 et k = kl + k2'

Si ki = ko, 1l est possible de construire un invariant, c'est-3-dire
un tenseur de rang nul :

0 .
To{4,2)= % < %4 . %ﬂ‘ﬂﬂ J00> ‘qu (1) T

hog
s () k 3
= %}] [_)—_ rT * {4) T

T q, Y (1), (2.17)
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en tenant compte de la valeur explicite du coefficient de Clebsch-
Gordan. Dans (2.17), le facteur (-1) L (2kl+l)_7 peut €tre sorti
de la sommation et absorbé dans TO (1, 2). On obtient alors un inva-
riant proportionnel a (2.17), qui est par définition le produit sca-
laire * des tenseurs Tkl (1) et T 2 (2)

Tﬂh(4)-]T1L£a)= b 04)% rT%4 (1) qﬂ£4 (2) - (2.18)
e % -4
Cet invariant a été obtenu en contractant deux tenseurs de méme rang
d'aprés la loi de multiplication (2.4). Pour kl = 1, le produit sca-
laire de tenseurs se réduit au produit scalaire ordinaire de vecteurs,
Un exemple d'application du processus de contraction (2.18)

est fourni par le théoréme d'addition des harmoniques sphériques
(IV 9.9)., En effet, en tenant compte de la propriété (I 3. 489) des

harmoniques sphériques, ce théordme se récrit

yfm., (-s":%r) yD,m (9’211102);- % (-1) ye_,m (9'1;‘194) y{)% (BZ/LPZ)

= 29+4 £, («08,). (2.19)

I1 exprime le fait que le produit scalaire des deux opérateurs tenso-
riels irréductibles de rang 2 YQM (9%, &ol) et yf'm (92 le 9eS‘t

un invariant dont la valeur est egale a o ?e(cos 912 s Ou 12
représente l'angle que font entre elles les directions d'angles polai-

res ( 91, ¢ et ( 92, PN

¥ On n'utilise la notion de produit scalaire que pour des opérateurs
tensoriels de rang entier, pour lesquels la Phase (—l)q'd est réelle.
Pour les opérateurs de rang demi-entier, il est plus commode de conti-
nuer 3 travailler avec le produit tensoriel de rang nul, dans lequel

ki- 91

la phase (-1) est réelle.
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3. Définition de Racah des opérateurs tensoriels irréductibles

Dans le paragraphe 1l,nous avons défini les opérateurs tenso-
riels irréductibles par leurs propriétés de transformation par rota-
tion. Racah a donné une autre définition au moyen des relations de
commutation des composantes tensorielles avec les opérateurs de moment
cinétique : l'ensemble des 2k+1 opérateurs X (ﬁ ==k, =kt+l,...k)
constitue un opérateur tensoriel irréductible si les relations de com-
mutation

[L:T ] [ Tq) E*qw)] ‘Tfh’) (3.1a)

[I f—f% ‘qu?;’ (3.1b)

sont satlsfaltese Nous allons montrer maintenant que cette définition
est équivalente 3 celle contenue dans la relation (1,9).

e

Récrivons la relatlon (1.9) pour une rotation infinitésimale
d'angle d& autour de n

d€ w3 3 -idEa T ok (5T
e Ti . :% [ <ky'le [hg, 3.2)

cu en se limitant aux termes du premier ordre en dé

(1+0d8 a;,f)rri (1-cd§7.T)- %_ 'Ti, <1Q¢q_f((f{-l-f@l§5_1.§)[£9t>. (3.3)

Il en résulte que

[ Tgi} Z_r¥? <%4}m jl%¢> (3.4)

Prenons successmvement n = el, e2 et e3 et utilisons la valeur expli-

cite des éléments de matrice de n.J, contenue dans les relations
(I 8.32), (I 8.33) et (I 8.29). On trouve

A

Ik & 5
I”!‘Tij :%[(%~3 )(%4—@#):} lﬁ**“ + 3[(£+¢;)(‘2—9r+4)J T?J 5 (3.5a)

faf->
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[J;_}Tg: =-%[(‘E_i)[%+q+4)J Ti+1+é[(‘£c+q_)('2‘6}_+4)]zrf§_1) (3.5b)

[L)‘Ti}z q 'T? . (3.5¢)

En se servant des relations (3.5a) et (3,.,5b), on trouve pour les com=~
binaisons J, ¢ i J, le résultat contenu dans la relation (3,la). On a
donc montré que la définition des opérateurs tensoriels irréductibles
par leurs propriétés de transformation par rotation implique les rela-
tions de commutation avec les opérateurs de moment cinétique données
dans (3.1). La propriété inverse suivant laquelle les relations de
comnutation (3.1) imposent les propriétés de transformation (1.9) est
liée au fait que les relations de commutation (3.1) expriment la
validité des propriétés de transformation (1.9) pour des rotations
infinitésimales et 3 la possibilité d'engendrer toute rotation finie
au moyen d'une succession de rotations infinitésimales.

Un exemple de relations de commutation (3.1) est fourni par
les opérateurs de moment cinétique total eux-mémes. Dans la base sphé-
rique, les trois composantes J (? = +1, o, =1) du moment cinétique

1

sont

J.. 4
¥ r r
Jo =7, , (3.8)
_ijz_ = ..4.._. .
(7 < =7

1

(L+8)--2 73,

2

-1 =

Les relations de commutation (I 8.1l) se récrivent sous la forme
i T B [7,3.] T [1.,0,,)-73,,

(3,8 ]=7 7, ‘[JO;JJ:Q) [1,7, ]-71,, @D
[3' L=, [3,1.]--1.,, [3,1.]--

Ce sont les relations de commutation (3.1) pour un opérateur tensoriel

1

irréductible de rang l. Lorsqu'on contracte 1l'opérateur J avec lui-
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méme, on obtient le scalaire

I . %(-4)(jr qu J,,g , (3.8)

qui satisfait les relations de commutation

[J_-}_-,jz:lz[;“o)j:zjzo (3.9)

d'un opérateur tensoriel irréductible de rang nul,

I1 est utile d'écrire les relations de commutation (3.1) com-
plétement dans la base sphérique. En multipliant (3.la) par T4/{2
on obtient

[ji4, VF%] B H (%1@)(21“9{4,4)]2 Tg (3.10a)

gt1 >
[]o, *‘Ti]: g FT’;‘, (3.10b)

Le premier membre de ces relations contient le produit ordinaire des
composantes de deux opérateurs tensoriels irréductibles de rang 1 et k
respectivement. En vertu de la relation (2.15), le coefficient qui
apparait dans le deuxidme membre doit &tre proportionnel au coeffi-
cient de Clebsch-Gordan qui effectue le couplage des moments cinéti-
ques 1 et k pour former le moment cinétique k., En consultant une table
de coefficients de Clebsch-Gordan ou en appliquant la formule générale
(IT 5.20), on trouve gque

ol

[ (heg)(hegen)) =

Ko pfhgpy—— 3
VA (Esa) [43(&4'%)(%*?“)]

/\.:O - (3.11)

o

Par conséquent, les relations (3,10) peuvent se récrire sous la forme

i k
rT = % 4 & + k £+4 T
L9en Ty D= <hyop kg JREG T

De la m@me maniére, on peut récrire les éléments de matrice des opéra-

PWEN

/¢=+@g-4. (3.12)
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teurs de moment cinétique, donnés dans les relations (I 8.28) et
(I 8.29), sous la forme

<Gl lem>- 5, s <emiplimy>e aas

U, Thécréme de Wigner-Eckart

Ayant établi dans le paragraphe précédent les relations de
commutation des composantes d'un opérateur tensoriel irréductible avec
les opérateurs de moment cinétique, nous allons maintenant examiner
les propriétés des éléments de matrice de ces composantes tensorielles
entre des états propres du moment cinétique.

Suivant le théoré&me de Wigner-Eckart, que nous allons démon-
trer, la dépendance de 1'élément de matrice <TX’J' M* ) Tk) ¥yd M:>
en les nombres quantiques magnétiques M', et M est eitiérement
contenue dans le coefficient de Clebsch-Gordan <jJ M k:@] J! M'j) :

<YM T%;H’Jm - <THhe [THS YT THETS

La quantité -<XJJWITk}|XJ>> est appelée 1'élément de matrice réduit

de l'opérateur tensoriel irréductible 'I'k

. Comme 1l'indigque la notation,
elle est indépendante de M', 9 et M. La présence du coefficient de
Clebsch-Gordan dans (4.1) indique que 1'élément de matrice

Ly'ar M'l T;’ Y J M > s'annule sauf si
SlThI) e M'e Mg (4.2)

La démonstration du thécréme de Wigner-Eckart est basée sur
les relations de commutation des composantes Tk avec les opérateurs
de moment cinétique. Les éléments de matrice de la relation (3.1b)
sont

4

SEEN ‘Ti: (Y Th > - <25':r’M’/T%1

J. XJM>=?<K’JH’{T§ [yt (4. 3)
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Faisons opérer JO a gauche dans le premier &lément de matrice et 3
droite dans le second. On obtient

(M-M-q) <{J’M’|T§JHM>:0 , (4. 4)

d'ou il résulte que

YT ’Tilww o smf s Mk Mg (4.9

C'est la régle de conservation des nombres quantiques magnétiques,
Les éléments de matrice du commutateur (3,la) sont

<YM 3, T grl\ﬂ/JH> <‘(JH"T Te |y In>
[Uﬂg{ %*‘qrw:] <5Jn’[ Tfh }XJH>- (4,6)

Faisons opérer J, & gauche dans le premier &lément de matrice (ol il
- - + ~ -

a le méme effet que J_ =J; ax‘yylﬁ>9et a dreoilte dans le second. On a

en vertu de la relation (I 8.28)

REELRICE: H’mf <y I Mgq “]"f; lYaM>

eI ] T T TS

k
Toi4‘XJM>' (4.7)

La comparaison des relations (4%.7) et (II 3.4), (II 3.5) mon-
tre que 1'élément de matrice <fX’J' M'I TE [X’J M>> satisfait aux
mémes relations de récurrence que le coefficient de Clebsch-Gordan
<JI Mk 9 i J!t M':> » Dés lors la dépendance de ces deux quantités

en les nombres quantiques M', % s M dolit Btre la méme, ce qui démontre

- [(%Iﬁ)(%tgu)]z <y'a'H]

la relation de proportionnalité (4.1).

Le théoreéme de Wigner-Eckart est trés important pour diverses
raisons. En premier lieu, il permet une séparation des caractéristiques
d'un processus physique qui dépendent de la géométrie et des proprié-
tés de symétrie du systéme, qul sont contenues dans le coefficient de
Clebsch-Gordan, de celles qui dépendent de la description physique dé-
taillée du systéme (apparaissant par l'intermédiaire des nombres quan-
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tiques Y et K’ >, qui sont contenues dans 1'élé&ment de matrice pé-
duit. En second lieu, le théoréme constitue une expression formelle
des lois de conservation du moment cinétique (4.2), dans la mesure

ol ces lois sont entidrement contenues dans le coefficient de Clebsch-
Gordan., Quand Tk représente un opérateur de transition qui fait pas-
ser d'un état initial ]X J M>> a un état final IX)J' M'>» par ab-
sorption d'une radiation, les lois (L.2) expriment simplement le fait
que la somme (vectorielle) des moments cinétiques de 1'é&tat initial et
de la radiation est égale au moment cinétique de 1'état final. Fina-
lement d'un point de vue pratique, le théoréme de Wigner-Eckart permet
de calculer tous les éléments de matrice d'un opérateur tensoriel
irréductible & partir de 1'un quelconque d'entre eux. On a en effet
d'aprés (4.1)

<3Mgg|3%ﬂ>
<IM g [I'ED>

pourvu que <J M kg [ J'ﬁ'> o,

Comme exemple, considérons les éléments de matrice d'une

S _
YT YT - <a«’:ﬁw{¢§lmw>, (4.8)

harmonique sphérique entre des é&tats propres du moment cinétique or-
bital, D'aprés la relation (IV 10.19)

T T
<P.f,m!l y%q (BJLP))PM>: J o|95‘.fm9f cltf YE'%’ (6,v) \/2“:"] (9,v) \/P%(Q,lf)

4
(2b41)(2844) 2
J ‘ (4,8)

yrr (20%4)

= o g | V'S <o ko] 26 [

Le théoréme de Wigner-Eckart indique que les &léments de matrice

réduits des harmoniques sphériques sont donnés par

4
(z@+«)(2£+4)!}3

g (284 4)

Uy e - <A go]m[

(4.10)

Comme autre exemple, considérons les éléments de matrice des

opérateurs de moment cinétique donnés dans la relation (3,13)
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gl gy = <gmaplim > ilp) 5y (4.11)

L'élément de matrice réduit du moment cinétique est donc

<lalhg> =g Sa-a" (4.12)

On trouve en particulier pour le moment cinétique orbital

LUNANLS < JHTAY by (4.13)

et pour le moment cinétique de spin

T E RS B EANN iy (4.18)

2

5. Adjeoint hermitique d'un opérateur tensoriel irréductible

Prenons l'adjoint hermitique des relations de commutation
(3.1) des composantes d'un opérateur tensoriel irréductible avec les
opérateurs de moment cinétique. En tenant compte des propriétés

+
J, = & eﬁ JO = Jo s on trouve

okt . %+ T 4t
[ji>‘Tq :—-[ 1’{Tﬁ ]: [(%iq)[ﬁiﬁ+ﬂj T€t4 5 (5.1a)
k * S rﬂg'+
):jo)rfq‘ = [Io, qu = ﬂ Jg} . (5.1b)
Ces relations se récrivent en changeant le signe de ? sous la forme

4 +
L )T_&j:" [(giﬁt)(&qu)y Tg (5.2a)

-(4%1)
k -k o+
1%, ‘T{ K ‘JC1l _ (5.2b)

" +
La présence du signe meins dans la relation (5.2a) empé&che Tk d'&étre
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la composante d'un opérateur tensoriel irréductible, Ce probléme est
facilement surmonté en introduisant dans l'opérateur une phase (—l;? .
L'opérateur de composantes ¢ (k) (-1) ?F ¥ s Ol ¢ (k) est une
bphase arbitraire dépendant seulement de k, satisfait les mémes rela-
tions de commutation avec les opérateurs de moment cinétique que 1l'o-
pérateur de composantes Tk : (P(k) (-1)9r ?# ¥ est donc la compo-
sante 9 d'un opérateur ienforiel irréductible de rang k que l'on ap-
pelle l'adjoint hermitique T de l'opérateur T. Le choix de la phase

? (k) varie suivant les auteurs . Nous prendrons

%
T+g 9 TE+

g = (-1) 4 (5.3)
définition qui a l'avantage d'avoir un sens bien défini pour les rangs
demi-entiers aussi bien que pour les rangs entilers,

Un opérateur tensoriel irréductible auto-adjoint est défini
par la propriété
T“; - FT%; - (-@Lq T“ﬂr . (5.4)

Le produit tensoriel de deux opérateurs auto-adjoints qui commutent

Lo+

est lui-méme auto-adjoint. Pour le prouver, il faut montrer que si

= %4 %4* 1 gz; + %z ’PQZ‘ z 21 +
4, (4}= (1) ' fr_ﬁq () T g, [2)‘= (-1) i iquz 2) (5.5)
%4 X
et [ q‘g (4, qﬂiz(z)] =0 (5.6)

” L b - b+
alors [ frg4m)er%th}J‘1 = (1) * [ quqh)erglhjjdﬂ . (5.7)

Développons le second membre de la relation (5.7). On a

) Y B+
M [T

%-q — R *
= (1) % <%4 -iq %a “q+ﬁ4|%‘?}> [ T—ﬁm (1) T_;% (Z)J en vertu de (2.4)
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(4 (2) en vertu de (II 4,28) et (5.,5)

A
E{'l)x T%z(l)]?
b ok ok
=[T () x mji ,

ce quil démontre la relaticn (5.7).

it
Py
1
X
—
e
=
Y
4
[
2=
[
!
™~
-
—

Ecrivons le théoréme de Wigner-Eckart pour l'adjoint d'un opé-
rateur tensoriel irréductible :

W T E YTy - <Trkg | TS T TS e

Mais d'autre part

<}g’5’r~r’|f“”e | Y IM> < () k-4 <¥'3'M!| T TIYIH>

= (-1 —q- ,f}%
(-) <HH|T_%[HM>. (5.9)

En appliquant le théoréme de Wigner-Eckart au second membre de la
relation (5.9), on obtient

kg
T[Ty H Y T < kg [T Gl Ty

T4k T

- () 2744

<THEQ|I™M> <¥T[T gl)zy:r>) (5.10)

ol l'on a tenu compte du caractére réel des coefficients de Clebsch-
Gordan et de leurs propriétés de symétrie (II 4.13) et (II 4.28). La
comparaison de (5.8) et (5.10) montre que les éléments de matrice ré-

duits d'un cpérateur tensoriel irréductible et de son adjoint sont liés

2341
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par la relation

J

T+ET -
<y'7| TH‘HN> ey ;/i‘f" <yl Tﬁllx’fy. (5.11)
41

En particulier, les éléments de matrice réduits d'un opérateur auto-

adjoint possédent la propriété de symétrie

j4£~j} 2T+ ¥
GIITH > - e” T ED qrfrhryt o
Prenons comme exemple les harmoniques‘sphériques

) 9 = y%ﬁi (9,\[))- (5.13)

Leur adjoint hermitique est d'aprés la relation (5.3)

it %'ﬁ yi* (9)?). (5.14)

l z_,} = ("4)

La propriété (I 3.49), suivant laquelle

* i
Y%q (Biy) = (-0 Y%aﬁ () (5.15)
entralne que
otk k R
JH = (1) \/J;UqL (6,¢) = {£1) Tﬁ . | (5.186)

Par conséquent lorsqu'on adeopte la définition (5.3) pour 1'adjoint
d'un opérateur tensoriel irréductible , l'adjoint d'uEe harmonique
sphérique Y% différe de celle-ci par la phase (-1) |,

E§

6. Eléments de matrice du produit tensoriel de deux opérateurs

tensoriels irréductibles

6.1. Opérateurs tensoriels agissant sur le méme systéme

Ky k2
Scient T et T deux opérateurs tensoriels irréductibles
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dépendant des mémes variables (que nous n'éerirons pas). Le théoréme

de Wigner-Eckart (4.,1) appliqué & leur produit tensoriel donne

Q o) jl gl {
<y [Thx Tﬁz]q IHS =<TMhe [TM/S<y H[TE}T e 1)

On a par ailleurs par définition du produit tensoriel et par applica-
tion de la relation de fermeture

<Y'3'w| [T'D‘“x 7" i YTMD>

=?Z? <kig, kg, | ko> <X’J’M’[*‘r§“ Tﬁt [yau>

1o 1 i epdty ) VL] B?- —
-2 2 <g4g4%2qzi£?><X’JM]TihJH‘><XJH}T$Z!XJH>.

?4?1 K)LTHH)] (6.2)

L'application du th&or@me de Wigner-Eckart aux &léments de matrice de
Tkl et de TX2 conduit & l'expression

41 42
Paed gy Eﬁ Ez &
YIw| [T T ]? [YTH>

) w%wq L SRR T T <y, [T

ra

Y3 ‘Tg“]l ‘5"3"><‘6"J”HT%Z EDE (6.3)

La somme sur M", ?l et ?2 peut &tre é&valuée en tenant compte des
relaticns (II %,13), (III 1.10) et (III 2.1). On trouve

T4k, 37
G habalie 07y e
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AR S R
(1) <A g T H'[THS
Tekr b, T |
= () <&qJHij><m&&J%)JJﬁ£M(QJLT;T>
Tikotd T ke T.T' Ros k4TI
= (1) (-1) < IM Q\QI’ } J{H'> (1)
T o b, 2
e E" 1 2 ”-}-’5 ) z
[ hen 3"y gj fjw}
heJeT' . A
N 4 L(z£+1)[zj .5_4)‘] <3H ggljfh,1> {ﬁ" fel_zf i{,n} .

(6.4)

En introduisant cette relation dans (§.3) et en comparant 3 (6.1), on

obtient 1'élément de matrice réduit du produit tensoriel en fonction
des €léments de matrice réduits des opérateurs :

o2
7 s>
b7, T!

= £4%z b i) 1
= (1) \(2E+4 Z” \(13"+4 { T J’J”} <yJ U ‘TL “ Y'7">

¥'J

<y 3| [‘Tg“ T

x <KW“HTLUXI>- (6.5)

6.2. Opérateurs tensoriels agissant sur des systeémes différents

k k
Soient T l(l) et T 2(2) deux opérateurs tensoriels irréduc-
tibles agissant sur des systdmes différents 1 et 2 ou sur des parties

différentes 1 et 2 d'un méme systéme (ceci implique qu'ils commutent)

Nous allons exprimer 1'élément de matrice réduit de leur produit ten-

soriel dans la représentation couplée en fonction des éléments de ma-
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trice réduits des opérateurs individuels dans la représentation non
couplée. Désignons par jl’ m, 32, m, les nombres quantiques des par-
ties 1 et 2 et par J, M ceux du systéme entier.

Appliquons d'abord le théoréme de Wigner-Eckart aux éléments
de matrice du produit tensoriel dans la base couplée :

b
<¥ ghq T [TL (1) x TEZ“)JQ ) Y. TH >

(ol oy ﬁz ¢
= kg [ TW> <Yy gt 3 T T SN PR S

D'autre part, développons le produit tensoriel suivant la
formule (2.4) et les vecteurs de la base couplée en fonction de ceux

de la base non couplée
D] T e R
YL I [ [T w7 m] [ Y40, T8>

ﬂzﬂr m%mr%l <’Daﬂ9m &211I£ﬁ> <34"”46‘z“”2-p”> <32"”f"3£'m,2]jl”,>

’é
Y ghm, 3’1"“12)Ti (y T (z)}‘(gm fam > (6.7)

En vertu de la relation de fermeture, 1'élément de matrice du second

membre se récrit sous la forme

! | j f %
<532”“4'&a%21 4)T z))Xﬁ'm 31 >

i

xZ - Y gaml g lT {4))53 433"'""2>
431

<u" gl ! )TP%":. © | Y geme e

— Iy | ! ] %’l

Vgl g

¥ gt 4l r>]
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[ Sy St m <w”awab%lTitwl¥%Wéfﬁ>J

= Z'BXQV%

Ti: (1) ) }’H 34 ™M >

ke
x <\6”’<1':_'*“J2_\Tﬁ (2) lYﬂLmL>J .
i (6.8)

L'applicatiin du théoréme de Wigner-Eckart aux éléments de matrice de

1 Z
T “(1) et T “(2) donne
h 92

i

< X] at\ﬂm,/l }}z,'ml

T ()T " ()
T

%

X 64 M ?]z. ML>

314'“"}4><31m1 21(42_13;.”“2>

- <qum’l %'4 9}4

— L, | 0 '2’31'.
X % Eg T W) y"4,> <Xl T fl)““l>' (6.9)

Aprés avoir introduit la relation (6.9) dans (6.7), la somme sur 41
qos My Mgy m'l et m'2 peut &tre effectude en utilisant la relation
(III 4.6). On obtient :

o k
<$£@LIW)[TLMKT%uﬂ11X&&5”>-
1

= [(?32+45[1&2+4)(2&+4)[Zj+1)J : <'3WW‘%Q JJ,H':>

AR bl Tl
< %4 . < ,4 qui 1;4 u;a 2] S
5 < | T ol ><d el T wiYe >

o J
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Finalement, la comparaison avec l'expressicn (6.6) conduit & la rela-
tion cherchée

) "”E" :
SEIFR [T%“Mx e ] e I

T (44
- [[aa[,_w\(z;]t;'._w) (zpc+4)(23+4\] LA
32 4 I’
x % <Yl T* [4)||634><K”’”T ‘wlye> (6.11)

En particularisant cette formule, on obtient un certain nom-

bre de relations utiles , que nous allens maintenant établir.

8.3. Produit scalaire d'opérateurs tensoriels agissant sur des

systémes différents

En faisant k; = k, (entier) et k = o dans la formule (6.11),
on obtient 1l'é&lément de matrice réduit du preduilt scalaire T (1).
X (2) , défini d'aprés (2.17) et (2.18) par

'TJRU). ‘Tgu): (1) \/ U [“ « T (a)] 6.12)

Il suffit de remarquer que d'apreés la propriété de symétrie (III4,15)
et la relation (III 4.23), on a

4o 40 J (4 4
ML B PR
7 1,
94*'32*&*3 _
IR C) {ai f ] }
3’7 b * ] (6.13)

\/[z%us (2T44)
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Par conséquent

[ ) ?ﬁ
¥ 4h 43 H T%u). T 457>

44+32+ J 5 Pogl
= i ! ¢ é” 32.. j
= 53,1 (-1 [ (232+4)[232+4)] { 4 1 4 }

« 2 <Y TRl > <l THalve>-
§ (6.14)

6.4, Un seul opérateur tensoriel dans la représentation couplée

Pour obtenir 1'é&lément de matrice rédult dans la re résenta-
5 P

d¢'un opérateur tensoriel irréductible Tk(l) agissant
= ¢ et

tion couplée,
seulement sur la partie 1 du systéme, il suffit de poser K,

Tk2 (2) = 1 dans la formule (6.11), On obtient
%
¥4 4n T H Y NM,];},_I>

% @ QL J
= [ (2aa+4)(23;+4)(13&w13[13+43] { 2 o &
54 T

(6.,15)

) TR s
x < T @Y. > 2y

Par application des propriétés de symétrie (III 4.,15), (III 4.,17) et

de la relation (IIT 4.23), cn &

4y 3 4 3 14 4
Lo k 4o b J J 4 4
6!’1 /&L .‘TJ ‘2’_ [ ‘?z % ’E’i =]

i
1)
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gﬁ+gz+ Jp 2

o {I' 4 ;;L}
- > (6.186)
V(aja+4)(zﬁ+4) IR

d'ou

<V 4 7] Tho) Y44 T

’ had, + T rk
= 5 [__4)6 'J

[[2$VM)(ZI#ﬂJ { 1” 32} ]

T 2 4)“ X912>

(6.17)

De mé&me, pour obtenir 1'é€lément de matrice redult dans la

tensoriel .
représentation couplée, d'un opérateur/irréductible T (2) agissant

seulement sur la partie 2 du systéme, il suffit de poser
k -
et T"1 (1) =

= 0

1
1 dans la formule (6.11}. Un calcul analogue & celui
qui conduit & la relation (6.17) donne

L TR Y45 TS

daty, + T4 4 i 4.
44, [“41“’“3*”} { a}%anmwllxw

(6.18)




