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Les atomes et les noyaux atomiques constituent un ensemble
de systdmes physiques dominés par la symétrie sphérique. L'étude
microscopique de ces systémes formés d'électrons et de nucléons est
basde, en premidre approximation, sur celle de N fermions plongés
dans un champ central.

Nous avons découpéd ce chapitre important de la physique
en deux parties

1) l'acquisition des techniques propres au couplage des moments
cinétiques ; cette premigére partie se limite de maniére natu-
relle aux systémes de deux fermions ;

2) itacquisition des techniques propres 3 1'étude des systeémes

de N fermions de méme espéce (N > 2).

Le texte rédigé est basé sur divers enseignements :
a) ceux gue M, Demeur a donné au cours des derni%res années 3
b) celui que Madame Quesne a donné en 1971-72 (1Y% année de
1a licence en sciences physiques); c) celui que J. Deenen a donné
en 19639-70 (2de année de la licence en sciences physiques). Il a
£té établi dans le double but de soulager le travail des &tudiants
| ot celui des enseignants. Pour les premiers, ce texte doit: les
1ibérer de l'effort considérable que représente la mise en ordre
de leurs notes, compte tenu des formules nombreuses que comporte
une telle matiére. Pour les seconds, ce texte doit leur permetire
d'élaguer leur enseignement (oral) de certaines démonstrations
fastidieuses dont la longueur masque parfois la suite logique et
le sens phyéique du but poursuivi.

Ce texte a été rédigé avec le soucl de présenter 1'ensemble
avec des notations cchérentes ce qu'il est difficile de trouver
dans la littérature actuelle, laguelle est d'ailleurs peu abondante

en ce qui concerne la seconde partie.

J. DEENEN - M. DEMEUR - C. QUESNE



I INTRODUCTION

1, Hamiltonien & particules indépendantes

Le but de ce cours est de préparer l'étude des systemes
atomiques et nucléaires, systi@mes pour lesquels les données expéri-
mentales indiquent une symétrie sphérique soﬁs-jacente.

Supposons que ces systdmes soient décrits en premiére
approximation par le hamiltonien

4.2 TE®) . 2 V{EY.:9]), (1.1)
Lz L<3:2

=~ - Li‘) - - -~ - - -~ - -
ou T (T ) représente 1l'opérateur d'énergie cinétique de la i®Ee

particule (lesguelles sont au nombre de n) et V est une interaction
a deux corps.

Constater expérimentalement qu'il y a une symétrie sphé-
rique sous-jacente conduit & écrire

o] Z (TR, Ve ] | Z Vi) %V(WJ]

v L<é

CH e W

, (1.2)

ou HO est la somme de n hamiltoniens individuels

J%ou) = T @)y VU) R : (1.3)

3 symétrie sphérique (puisque le potentiel V introduit ne dépend que
de la longueur ) et ol W est une interaction résiduelle & deux
COrps.

L'esprit général de la description de ces systémes consis-
te & adopter H_  comme point de départ clest-d-dire & construire

une base de fonctions propres de Ho et & utiliser ensuite cette base pour



diagonaliser le hamiltonien complet H . Nous conviendrons d'appeler
H, 1le hamiltonien & particules indépendantes.

La construction d'une base de fonctions propres de HO se
fait en deux étapes. En premier lieu, on effectue la quantification
de h_, hamiltonien d une particule 3 symétrie sphérique. Ceci est un
probléme classique de mécanique quantique, dont nous rappelons ci-
dessous la solution. Ensuite on forme les fonctions propres de HO a
partir de produits adéquats de fonctions propres des hamiltoniens
individuels h  (i). L'objet de ce cours va &tre l'étude d'un certain

nombre de probleémes liés & cette construction.

1.1. Exemple

Lz procédure suivie en 1 est caractéristique de la physi-
que atomique lorsque le centre de masse du systéme est confondu avec

le noyau de l'atome de charge Ze (approximation en général trés
bonne ):

TR (SR P A
:

L<j IZ“)_X@)]
(1.%)

Les propriétés du systéme ont conduit de mani&re naturelle 3 grouper
les interactions noyau-&lectron avec les énergies cinétiques des

électrons et 3 constituer l'interaction résiduelle avec les interac-—
tions électron-~électron.

2. Hamiltonien & une particule & symétrie sphérique

Nous désirons en premier lieu résoudre le probléme aux
valeurs propres

Aot ()= Eniz) (2.1)



pour le hamiltonien & une particule, 3 symétrie sphérique

=T, V() =_£ AR V(Q,) : (2.2)

Im

A cet effet, nous avons besoin de l'expression du laplacien en coor-
données sphériques x , o s (‘D )

2 2 4
- —_— — (2.3)
Ao+ 20+ 5 4,
ou é{ est l'opérateur angulaire

4 . “ 2
L2, (59Y) 4 e Yy (2.%)

L'équation (2.1) se réecrit

Z —_—

La fonction d'onde ’}[Z) se factorise en une partie
radiale et une partie angulaire

) R () ® (¢ :
pour autant que l'on puisse résoudre le probléme aux valeurs propres

L@ (8,9 N B 1y). (2.7

Dans ces conditions, 1l'équation (2.5) se réduit & une &quation diffé-
rentielle pour la fonction d'onde radiale :

"%"(A;&_+%Ak+%)+v[&)—E%AJ Rm/\[n.):f). (2.8)

s

1l reste donc & résoudre successivement 1'équation angulaire (2.7)

~

et l'équation radiale (2.8) et 3 &tudier la signification physique



des nombres quantiques A et n , qui sont associés & l'une et 3

l'autre équations.

3. Equation angulaire

La quantification de la partie angulaire du laplacien
est un probléme bien connu, dont la solution a &été donnée en toute
généralité pour un espace & (p+2) dimensions. Ayant défini la va-
riable radiale m:(éﬁﬂ 252)4/2' et une variable angulaire du genre }0

(définie de 0 & 27" autour d'un axe de rotation), on introduit o)
variables angulaires du genre & (définies de O 3 T dans un plan
de référence). Le laplacien prend la forme
B i 2 pp)
_ " y a€ :
A 2 » ?L n :% + | (y

(3.1)

7

By, 8, )
La théorie générale de la quantification de af(ﬁ)'est
bas€e sur les propriétés des polyndmes harmoniques F ,c'est-d~dire
les polyndmes homogenes en les (p+2) variables z. , qui sont solu-
tions de 1l'équation ﬂ”u) F )
ticns aux limites qui résultent de la périodicité des fonctions

©. Quand on tient compte des condi-
propres angulaires, on arrive aux valeurs propres
(
ﬂ\?):-ktl-kf) avec A = Oy 1, 24 ous (3.2)

(
A chaque valeur propre /\ est attachée une dégénérescence, qui,
dans le cas ou A+?Lﬂ1:2o s vaut

O+ p-1)t (2h44)
DY -

Nous allons démontrer explicitement ces résultats dans

(3.3)

les cas p = o et p = 1.



3.1, Exemple (2 dimensions)

Quand p = o, le laplacien, exprimé en la variable radia-
le = et en la variable angulaire 2 s'écrit

(O) 1 A A A
Ao 2y L0 (3.4)
I3 n 2
2 A r tf
La forme de cet opérateur suggére de combiner les coordonnées
x:R-CU)LF)
en
v
o

AL 14-Lg = 2 R

H

(3.6)
o

t

C(...Lg = AQ_CF ..

Sous 1l'effet de cette transformation linéaire, le laplacien prend
la forme trés simple

(o) A
A - UBMI | (3.7)

et un polyndme homogéne en x, y se transforme en un polyndme homo-

gdne en u, v. Par conséquent, un polyndme homogdne de degré Xk,

% & '%-CL
FooZ Z c W v (3.8)

’?K G D & ?

ou c, est un coefficient, est harmonique s'il satisfait a la con-

dition
%
7 a ’g-a.
TH)) z ¢ A v =0
w gee & (3.9)

ou 2 albdec & U =0 (3.10)



guels gque soient u et v. Pour tout 0<a < % -, on doit denc avoir
a.(%‘a) Ca’ =0

et les seuls coefficients c différents de zéro sont ceux pour

~

lesquels soit  a ;ED, soit a = ks, A a =o0 corres%on%-le polyndme
harmonique 2 e *F ,a a = k est associé 4 e f
De ceci, on déduit immédiatement 1l'équation aux valeurs
propres pour la partie angulaire du laplacien :
'f ic%$ ﬁz idﬁg
e - e . 3

Ici k Jjoue le rdle de ) ; c'est un entier positif ou nul, comme
il pésulte & la fois de sa définition comme degré d'un polyndme et

de la condition de périocdicité des fonctiocns d'onde angulaires. Pour
‘%:>o , la dégénérescence est 2 , en accord avec la formule géné-

raie (3.3). A k = o est associée une seule fonction propre.

3.2. Exemple (3 dimensions)

La solution donnée au probléme & p = o va faciliter
celle du cas ol p = 1 , cas qui nous intéresse particuliérement.
Cette fois le laplacien ﬁﬁﬂ i\ s'exprime en la variable radiale
72 , en la variable angulaire de type ? et en la variable angu-
laire de type 2] par la formule (2.3). L'opérateur angulaire ofsz?
défini par l'expression (2.4) dépend de deux variables, pour les-
quelles nous exigerons des conditions aux limites lors de la quanti-
fication. Nous aurons donc 3 construire des fonctions propres carac-
térisées par deux nombres quantiques.

Dans ce cas-ci également, on se convainc facilement que
les coordonnées cartésiennes ne sont pas les mieux adaptées au pro-
bldme 3 résoudre. En effet, la condition dTarmonicité d'un polyndme
homogéne de degré k en X, ¥V, 2,

F%;Z

o ¥
o %"‘/”K x 3(5'5 , (3.12)



avec {20 (5>/0 > X> 0 (3.13)

et 01,4.(5_{. b/: '2. > (3.1%)

es IR ) N ¢
t (Bx“)” 3%)0(% gp{ﬁ/ 4 580, (3.15)

On en déduit une relation de récurrence 3 trois termes,

(0{+2)(°( -I-’i) 8:(%5(5&’ + [(S -I-?_)[{S-H) %(,(5-{-2,5 + (X-I—Z) (X-H) 9;(,/3, 5/4—2 =0 5 (3.16)
qui ne conduit pas de mani&re directe 3 un second nombre quantique,
La raison pour laquelle cette voie ne convient pas est de nature géo~
métrigue : les coordonnées cartésiennes sont symétriques entre elles
alors que les variables angulaires qui nous intéressent ne le sont
pas (une de type e et une autre de type O ),

Les coordonnées commodes sont

v
,u.;—.x.l.CH - 2smD e \0 5

S

B
- U = L S e \P
*- v b > (3.17)

nen B ,

P
3]

qul séparent clairement l'axe ’3 du plan équatorial (ol les coor-
données isotropes sont utiles ainsi qu'il a &té vu plus haut). Dans

ces nouvelles coordonnées, un polyndme homogéne de degré k s'écrit
sous la forme

Gp« 2o ¢ wlulf o ¥
£ dPZ( a:(&h’ 3

1]

T
=
1\/
o

L(«-8) o e
N (sin D) * (b)), (3.18)

«pY 2y
avec les conditions

oo (=0, (>0 (3.19)

?



et o(+[$+ Y:‘Ez (3;20)

Le polyndme homogéne 62 est harmonique si

A G% =0 (3.21)
cu encore
YA A
(q'BM + ‘5% ) Gﬁ - 0. (3.22)

Ceci condult 3 la relation de récurrence 3 deux termes

of +1) C +2 +1) C =0 .
§ (ot44) (p41) 41, o, Y + ((+2) () “p, Y42 (3.23)
En vertu de cette relation, tous les coefficients Cd carac-
térisés par une valeur constante de o~ sont connus dés gque

l'on connait l'un d'entre eux. L'équation (3.22) posséde donc autant
de solutions linéairement indépendantes G;ﬂx qu'il y a de valeurs
distinctes de

= d_p , (3.24)

compatibles avec les conditions (3.19) et (3,20). La valeur maximum
de x est atteinte gquand o« est maximum (= k) et ﬁ minimum (= o)
d'cu

x< ko (3.25)

on trouve de méme

L 2 _ k. (3.26)

Il v a donc 2k+1 fonctions (%&x indépendantes,
G‘% = C

* of =0

o odox  Rixo 2

olx, byxoa TG R (3.27)

avec d-22 0

hix_ 24 20 . (3.28)



Les fonctlons angulaires qui nous intéressent sont en
vertu de (3.,18)

R xp
* G%x = ¢ ¢4 (6) (3.29)
De l'harmonicité de G&x on déduit que
(1) \
N2 £ fooix x
LBM + _.f: V4 = ] P 9 (6)=0 (3.30)
ou encore
b2 f“) xS
n [ k(b)) 4 e 49 (8)=0 . (3.31)
£
Les valeurs propres de sont donc
(1) ,
Ao Ae o P(H)Z+4J) (3.32)

x
Notons que comme conséquence de (3,31}, ﬁg (8) satisfait 3

l'équaticn différentielle

b

- 4 . x
1‘%(%M)+SM‘49 CJQ(SWQEIBJ" :’:129 —J g?{ (9}::0 5 (3.33)
ce qui implique
P2 ZI
93 (B) oc g; (8). (3.34)

Pour finir, remarquons que les polyndmes G% de degré
k sont, avant d'imposer la condition (3.21), au nombre de

Z (g_ou-»i) =%(‘E+4)(‘g+l),

oo (3.35)

Comme hzzxvv+-}l est un polynSme homogéne du second degré, on
peut obtenir tous les G% d partir des (2k+l) polyndmes Gﬁx; s
des (2k-3) polyndmes 2 Gﬂ,z - sy des (2k-7) polyndmes JQq6£t4x
et ainsi de suite. On vérifie en effet facilement que i



10

E-Eé% ;
=4 1 2).
o (2k+4) = 3 (Ren) oy ) (3.36)
Dans le cas p = 1 , la notation traditionnelle est la suil-
vante :
b’y N {- 0,14,2, -
¥ N m avec _Qg’m,é-g
. " (3.37)
9 ?
g, (8) — , (8]

. e L0 Yy )

Les nombres quantiques 2 et m proviennent de la diagonalisation
3 p . 4 3
simultanée des opérateurs x)) et g (qui commutent)

f
[‘fw + Ew“)] \/Jz,m (9, ) 5 (3.38)

[0y - i ] Ve e) ' (3.39)

I
(]

"
o

3.3, Quelques propriétés des fonctions d'onde angulaires %ﬁ@f}

m
L'équation différentielle (3.33), satisfaite par 3% fB) ,

peut se récrire en posant t = cos & sous la forme
- 2
1 m m
{ (1-k1) &kt _at Ai +-l Q{9+4)_ — ]‘} (IB (£)= 0 5 (3.40)

m
qui est 1'équation différentielle de Legendre. La fonction TQ Lﬁ)
est la solution de cette équation, qui est finie pour tous les points
dans l'intervalle A<t <4 ; c'est donc une fonction associée de

Legendre de premidre espdce. Elle est donnée par la formule
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m /2 Dim
b el 2
flp’mt&) = (4 ) «Q (E2u4) N _.gé’}'n. \,<'P (3.41)
Lo dk =
Elle posséde la propriété
_ J
(fﬂm (t) = (-@M _(..{)_T_)___ Te(m (t) (3.42)
[ﬂym).l

et pour m>o , elle est donnée en fonction du polyndme de Legendre

E%(ﬁ) par
m
A7 B
Cu:"m.
Les polyndmes de Legendre TBLE) sont donnés par la formule de
Rodrigues

T;‘ (t) = [4_1:2' p<mgd. (3.43)

l
1 d 2
Wy g 50 3ouw)

et satisfont 4 l'équation différentielle
[(zu?-) Azk -2t ch + Q({?M)] (fe lE)s0 . (3.45)

. ?”ﬂ .
Les fonctions ) Lﬁ) sont orthogonales en -2 malis ne sont pas
normalisées

A4 m +%t!
‘[4 j-)Qnm LE) (fgl LE) OLE = Q(P ) g

) IS
(2l41) (fom)! ¢ (3.46)

La seconde solution de 1l'équation de Legendre présente une singula-

rité logarithmique aux bornes de 1'intervalle de définition. On
établit que ces fonctions de Legendre de seconde espéce sont relides

- .
aux Eﬁ et EE par les relations suivantes
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)
2 LT )y P (v
Wy, tb) oor b By
m m e &
Q)" ) =t (1-tY) > QW

Les fonctions d'onde angulaivres complétes >%m ﬁty) s appe-
lées aussi fonctions de Laplace ou harmoniques sphérigues, sont dé-
finies par

A

iy (dm)l2 »

ye [9»?)#-4)%[[14)[2 ))JJ ?;n (cn B) ¢ Wf} Aem <l (3.47)
™ T +m J |

-

La racine carrée est introduite pour assurer 1l'orthonormalisation

des y&m .

o L *
J AKP J; 549 Sign & \/e"m [gl,tf) y‘E’%r[B}tP)z Sgg) S% looo (3.48)

o

tandis que la phase (-1)T correspond 4 la convention la plus souvent
utilisée dans la littérature (convention de Condon et Shortley). Ce
choix de phase ne modifie pas la propriété (3.42); celle-ci entraine
que

S

y-gfm (9’ L{J): (-4),“1 YQ“W (-9) "F) . (3.49)

Le nombre de noeuds de la fonction d'onde angulaire y@mlﬂtp) est
égal & la somme du nombre de noeuds de ¢ f dans l'intervalle

o< \{9( T et de celui de ?;ﬂ (cos #) dans 1'intervalle o B¢,
soit ﬂn.;.tgu'rn): .

4. Equation radiale

Il résulte de 1'étude du paragraphe précédent que la fonc-
ticn d'onde d'une particule dans un potentiel & symétrie sphérique
peut s'écrire sous la forme
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V%QM LE]: Rm@ %) y8m1(9)?) > (4.1)

o, en vertu de (2.8) et (3.38), la fonction radiale satisfait a
1'équation

r 3 Llls4)

)_qlimh; J,L -—-fzu_—’lf(’t)+ EM] R,,,g (r)=0 | (4.2)
ol A (a) = 3%% i}(m) (4,3)
ot . z_z_% = (4.4)

Les valeurs propres -Q(E+4) de =F étant indépendantes de m,
il en est de mé@me des énergies E;g et des fonctions d'onde radia-
les ng et par conséquent, chaque énergie E&g est affectée
d'une dégénérescence adyq qui représente le nombre de fonctions
d'onde ng‘YEMT correspondant a E;g . Le nombre quantique
n=o0,1,2, ... , provenant de la quantification de 1l'équation
radiale, représente le nombre de noeuds de la fonction radiale (zé&ro
et 1'infini n'étant pas comptés comme noeuds). Il en résulte que le
nombre de noeuds de la fonection d'onde totale est mp+£ .

Si l'énergie potentielle n'est pas singulidre (c'est-3-dire
ne posséde pas & l'origine une singularité plus forte ou égale &
celle du terme centrifuge €(9+ﬂ/%}' s L'équation aux indices de

1'équation différentielle radiale s'écrit

slssa) = R{&ea) (4.5)
fournissant les solutions
34: 'D, >/ 0 s
(4.6)
Sl:_—g-’] <O -

La solution s, est & rejeter car elle conduit 3 des fonctions d'on-
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de singuliéres & l'origine. Les fonctions d'onde radiales se compor-
tent donc & l'origine comme

RmQ o JLQ (4+--.) . (4.7)

Ce comportement en fonction de Q. présente une tré&s grande impor-
tance dans les phénoménes ol interfdrent les &lectrons atomiques
(longueur caractéristique : ZLO'9 cm) et le noyau atomique (longueur

~13

caractéristique : 10 cm).

5. Parité des fonctions d'onde

Nous allons étudier l'action, sur la fonction d'onde
#mgw?[i) » de l'opérateur parité ou retournement d'espace I> s

qui transforme 2~ en -4 . Pour ce faire, il est commode de récrire
'% D sous la forme
Mm

x[«mgm (%) = [ JL‘Q ng [m)][ﬁ_ﬂ yg% (8, y)} . (5.1)

La fonection 2~ Rm€(&) (réguliére 3 l'origine) est invariante pour
toutes les opérations qui laissent /2 invariant, en particulier
pour la transformation % -s-X . La fonction a Y&nlﬁgﬂ est un
polyndme homogéne en x, y, z de degré 3 . En opérant un retourne-
ment d'espace P sur ce polyndme, il apparailt une phase (-1) .
Cette phase est donc celle qui apparait lorsque P est appliqué 3
la feonction compléte #%Pm {EJ . Par conséqueEt la parité - valeur
propre de l'opérateur I - est donnée par (-1} .

6. Ixemples de potentiels centraux

Deux potentiels centraux (ou a symétrie sphérique) se
rencontrent couramment en physique atomique et en physique nucléaire:

le potentiel coulombien
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v -12&2' )
Y1[m)= - _;f. (6.1

et le potentiel d'oscillateur harmonique

me . (6.2)

V, (2) = %
Quelques-unes de leurs propriétés importantes sont rappelées dans

ce paragraphe. La quantification compléte est donnée explicitement

en appendice,

Dans chacun des deux cas, une symétrie particuliére est
responsable de la propriété suivante : les nombres quantiques n
(nombre de noeuds radiaux) et £ (nombre de noeuds angulaires) se
combinent dans l'énergie E&Q sous une forme simple, ce qui entraine
une dégénérescence des niveaux d'énergie supérieure i la dégénéres-
cence ( $ﬂ+i ) prévue pour un potentiel central quelconque.

Dans le cas hydrogénoide, on a

Z' e 4
Eﬂ - -
K 9t (m+lsq)

On introduit habituellement le nombre quantique N =m4£+4 (N= 1,2,35044),

(6.3

2

qui suffit 3 caractériser l'énergie. C'est ainsi que l'on parle des

couches (d'énergie) N = 1 (appelée aussi couche K), N = 2 (couche L),
N = 3 (couche M), etc. L'existence du nombre quantique N entralne une
dégénérescence N2 par couche. Une représentation schématique du spec-

tre est donnée dans la fig. 1.
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parité = (-1) —> + -~ + - +

Fig. 1 Spectre de l'atome hydrogénoide

Dans le cas de l'oscillateur harmonique, on a

Emg=tw(2w+3+§z). (6.4%)

On introduit habituellement le nombre quantique N = 2n +£ (N=0,1,2404.7,
qui suffit 3 caractériser l'énergie. La dégénérescence de la couche N

est donnée par '%(N+l) (N+2), La parité d'un état étant donnée par

£+2% N
(-1 = (-1) = (-1)7, on constate que chaque couche est de

parité pure. Une représentation schématique du spectre est donnée
dans la fig. 2.
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&
N

/v 15

J
- 2 =
3
“1
+ 2. S N 6 @
/ “3
- 1 : & 3 e
N | b
e
1) =+  N=o ' (N (Neg) o1
parite "Q:O 1 2 3 4
{
1) — 3+ - 1 - ¢
Fig. 2 Spectre de l'oscillateur harmenique

Par contre, le potentiel central appelé couramment "puits
rectangulaire” ne jouit pas de symétries particuliéres conduisant 3
une combinaison simple des nombres quantiques n et { . Chaque état
Ep n'est donc affecté que de la dégénérescence (24 +1) caractéris-
tique des potentiels centraux.

7. Mement cinétique orbital

En mécanique classique, le moment cinétique d'une particule
dans un champ central

L=xnrg, (7.1)

est une constante du mouvement., Le principe de correspondance

(};=-r V') le transforme en un opérateur vectoriel de composantes
[

LI::%_(xj Bxﬁ ~ %X ij) , (7.2)
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qui commute avec le hamiltonien de 1la particule

[‘9’0)[]=0 (7.3)

Iei (i, J, k) représente une permutation circulaire de (1, 2, 3)

avec Iil = X, x2 = v et x3 = 2.

Les relations de commutation des composantes du moment
cinétique résultent directement de la définition (7.2) et de la
propriété du commutateur

[aB, c0] = & (c [B, D] + [B, c] D) + (c [a, 0] + [a, c] D) B

(7.4)
On a :
by
L ’ng - _h [za 5% _o(&rbg , xgbd_x;r)g]
- _-‘tz{ [%3})9{ 5 'X&r\u[:] + [x&DJ 5 'XLDP‘]}
3
= -H g % [, “%JQL*“X [x% @g]? }
2
= (Xab "?(Crba.>
- ik L% . (7.5)
L'opérateur
I (7.6)
jouit d'une propriété intéressante :

fl

[If) Lg] L t L% ; »j
. [La, Jely )by e il L)L L
l_a. (kL) o (b L) Ly o Ly ()4 (L)L

- 0 .

i

i

(7.7)
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-2
I1 en résulte gue l'opérateur L peut &tre diagonalisé simultané-

ment avec une de ses composantes. Traditionnellement, cette composan-

te est choisie comme étant L,. Par conséquent, dans le cas d'une

3

particule dans un champ central, on peut diagonaliser simultanément

—2
ho’ L et 13. C'est ce que nous avons fait dans les paragraphes

précédents, car il est facile de montrer par passage aux coordonnées

sphériques dans (7.2) et (7.8) que les opérateurs et ) ne
L

2
sont autres que _%1 L et _ L3 respectivement. L'opérateur L

est connu sous le nom de moment cinétique orbital.

—

Il est commode d'introduire un opérateur sans dimension

—

1 7.8
P = 5 ( )
jouissant des propriétés . .. -
o - AU =R 7

(8,07 iy . S g

D'autre part, les définitions

- +; NS

Qi = E4 - ng , bl SN (7.10)
- N
b <4, £ .10 €
S Y |

condulsent aux relations
LQ+)@_]:290)
LPO}Qi]::‘:Qi-

Dans la suite du cours, nous réserverons le nom de moment cinétique

(7.11)

orbital & l'opérateur sans dimensiocon (7.8).

8. Extension de la définition du moment cinétique

Nous convencns d'appeler dorénavant moment cinétique tout

opérateur vectoriel j , dont les composantes sont hermitiques et



20

satisfont & des relations du m8me type que (7.11), c'est-d-dire

[3+;3-]=2JO ) (8.1a)
[30; &{i}:i;ﬁ p (8.1b,c)

4t = IR P
go = 33 b

sans pour autant €tre nécessairement des cpérateurs différentiels

(8.2)

du type de (7.2). Cette définition a un sens car nous allons montrer
qu'il existe effectivement des opérateurs, autres que le moment
cinétique orbital £ , qui satisfont aux relations de commutation
(8.1)

L'opérateur 52 , défini par

%:*421%% =4, 4- +af ,-1) = .4+ 4 JQM) (8.3)

posséde la propriété

[é_lzé}i]?- [’quz 4o]=° (8.4)

et 1'on peut donc diagonaliser simultanément j2 et jo. Soit |

-~

l'ensemble des cpérateurs qu'il faut ajouter 3 j° et jO pour obtenir
un ensemble complet d'observables qui commutent (par exemple, dans le
cas d'une particule dans un champ central, on prenait ho) Désignons
par ’B’gwmt> les vecteurs propres simultanés de [ ,32 et ] )

correspondant aux valeurs propres X A et m respectlvement
ﬁ"lj}(3m> = AEJ Y gm> (8.5a)
0 ]W”’“> = M JM’"‘> . (8,5b)
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Ici j est un symbole qui est supposé repérer de manidre univoque
les valeurs propres de j2° Les vecteurs propres fXgnn>v sont ortho-
normés, c'est-a-dire

<aiéf.-mf)h'a;m> = Sa’b’ 53,5 S%fm . (8.6)

Comme les opérateurs de moment cinétique n'affectent pas les valeurs
propres X s Nous les omettrons dans la suite la plupart du temps,
écrivant simplement ]3mf> a la place de )Kaant> .

Nous allens déterminer les valeurs propres A et m de

52 et jo. Nous remarquons d'abord qu'en vertu de (8.4),

g‘z & ]3m> = EL‘ 571 ’3"""> = 13 jg Jg'”"> > (8.7)

ou j; désigne n'importe quelle composante ou combinaison linéaire
de composantes de 5, Les opérateurs de moment cinétique transforment
donc un vesteur Jan£> én un autre vecteur gqui est aussi vecteur
propre de j° correspondant & la méme valeur propre. Par conséquent,
nous pouvons restreindre nos considérations au sous-ensemble des
vecteurs }amﬁ> qui correspondent & la méme valeur propre de 52 ’
c'est-d-dire d la m@me valeur du symbole j,

Considérons 1'élément de matrice du commutateur (8.1b)

entre un bra <3,m’] et un ket Mfm> . On obtient
<P e b-44) 4>
= g L4 <yl g Lgm > = <gm'lgelgm > <gmlglgm>
= (mlom) <gm'| e [4m>
<gm g lam> (8.8

en utilisant le fait que jO n'a que des éléments de matrice diagonaux,

i

donnés par (8.5b). On en déduit que les seuls éléments de matrice non

nuls de j, sont ceux pour lesquels m' -m = 1 et l'on peut donc &crire
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4, Hm Y= T 4 met > (8.9)

ol X est un nombre (en principe complexe) qu'il reste a déterminer,
Un traitement analogue du commutateur (8.lc)conduit & la

conclusion gque

gy = <, |3 mA> (8.10a)

ol x'm est également un nombre a déterminer. En fait, la défini-

tion (8.2) de ji et l'hermiticité de j4 et 52 montrent que Jj_ = j:.

Par conséquent

x

A Gymalg |y gy s mld g =5 o,

Nous utilisons la notation + pour désigner 1'hermitique conjugué et

% le complexe conjugué. La relation (8.10a)se récrit donc

I EEAP P

Il reste & déterminer x_, ce qui se fait en considérant
un élément de matrice diagonal du commutateur (8.la) :

| (gate- 44 ) [ 4m>
gl g lgmr S <ameal 4 Ly = Gl g lgmed<gmanldelim?

-2 <3m|30|,&m«> . (8.12)

2
On obtient une équation aux différences pour )xM|

\xm~4'lulx%]l;2%) ' (8.13)

dont la solution générale contient une constante arbitraire C :
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]xmyz = C = (mta).

(8.1%)
Pour toute valeur finie de C, le membre de droite de
(8.14) devient négatif pour des valeurs positives ou négatives, suf-

2
fisamment grandes de m. Cependant , f doit &tre non négatif, Il

X

m
y @ donc une contradiction. La manidre de faire disparaltre cette

contradiction est la suivante : partant d'un état IQan> corres-—
pondant & une valeur de m pour laquelle le membre de droite de

(8.14) est >>o » On engendre une chalne de vecteurs & m croissant,

lﬁ'm+4j> . laWn+z>,,°., par application successive de j,, jf yeon 3
les valeurs >-o de m pour lesquelles le membre de droite de

(8.14) est {0, ne seront pas atteintes si 3 un moment donné la

chaine s'arréte, c'est-d-dire s'il existe une valeur >-o de m,

Mm.2x » POur laquelle
x = 0
™ ax (8.15)
_ (8.16)
ou 3+ \ 4 mtmaxf> 0.
A partir du méme vecteur lgmﬁ> » on peut former une chafne descen-
dante ]3m~4> ,ngn-f> "+ par application successive de j_, jE,...;

les valeurs {o de m, pour lesquelles le membre de droite de (8.1u)
est <:o » & seront pas atteintes si 3 un moment donné la chaine
s'arréte, c'est-a-dire s'il existe une valeur <o de My ML s
pour laquelle
x = 0 (8.17)
mo A
i h
- - (8118)
w4 g M=o

En vertu de (8.14), (8.15) et (8.17), on a

C- ™ max (M + 1) = ([ My 1) i =|'*”qﬂ;n)(l’mmm]+4) (8.19)

et m = . (8.20)

.
max min
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Les valeurs propres de jO varient donc par pas de 1 dans le domaine
fini

%nmn b _WnMax ’ qnwﬁh‘*i 2t qnmax'"ﬂ 2 qh“”* ) (8.21)

L'écart entre les valeurs maximum et minimum de m, égal & meax,
dolit @tre un entier positif. Par conséquent Moax Peut seulement

brendre les valeurs O, 1,1, 3,2 ... .
2 2

Les valeurs propres de j2 découlent directement de (8.3)
Yo < Il
gl Dgote +8:Gor0 ] 1>

il

g |4 gmen> gmeal gy 1gmS + <gm 4o ldtn) |47

l%%ll4‘q“(%+4)

it

]

(8.22)
{mmm (MMMX+4)"

Elles sont, comme il é&tait prévu, indépendantes de m et peuvent &tre
repérées par le nombre positif m

Je.

max ° due nous identifions au symbole

Nous avons donc établi le théoréme important suivant

Les vecteurs propres simultanés (34n>> de j2 et jo satisfont &

?l [4m) = $+0 [gm> (8.23)
to [4m) = ™ }3’“> > (8.214)

ou les valeurs de j et m sont soumises aux restrictions suivantes :
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1. '} peut prendre n'importe quelle valeur positive, entidre ou
demi-entigre, j = Oy 1, 1, 3, 2, ... ;
2 2
2., pour une valeur donnée de j, m peut prendre les (23j+1) valeurs
m=-J, =j + lyeesy j-1, 3.

Nous avons vu antérieurement que les valeurs entidres de
j correspondent au moment cinétique orbital ¢

T (2> = 2(0ea) | 1S bt s s
TN Agm g 5 (8.26)

[dm> = Vo (9,¢) . (8.27)

Les valeurs demi-entidres de ] correspondent 3 des moments cinétiques

qui n'ont pas d'analogue classique, En particulier » J =1 est le
2
moment cinétique de spin de 1'électron.

Les opérateurs de moment cinétique sont représentés dans
la base ]éMf> » POUr une valeur donnée de js par une matrice de
dimension 23 + 1,

Les é€léments de matrice de J4 et j_ sont donnés par (8.9),
(8.105, (8.14) et (8.19), mais seulement 3 une phase prés (celle de
xm). Cette phase est complétement arbitraire, mais une fois qu'un
choix a été effectué, il doit &tre adopté dans tous les calculs sub-~
séquents pour ne pas aboutir 3 des inconsistances. Nous adopterons
la convention de Condon et Shortley, suivant laquelle la phase de
X, €St prise &gale § +1,

Cn obtient alors

gmial gy lgm [(31"“’)(3i%+”)]i) (8.28)

il

mo. (8.29)

L PRI PPN
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De (8.28), on déduit que les &léments de matrice non nuls de

34:43 (4 +4-) (8.30)

1
et fa= = {J+_g_) (8.31)

sont

<9 mi4]%}amﬁ>=%:[(}Iw@(&fw+ﬂ]z (8.3%2)

et <3ﬁni‘4}jzjalfm> :Ié[(&lm)(g’im+4)j i (8.33)

g. Moment cinétique de spin

Revenons un instant sur les valeurs demi-entiéres du moment
cinétique j et en particulier sur la Plus petite d'entre elles,

j =1 . Les matrices de représentation des opérateurs de moment
2

cinétique dans l'espace des vecteurs propres & j = 1 sont données en

N

vertu de (8,29), (8,32) et (8.33) par

< 1 (o 1 ) g . o (o el s 4 [1o
172 \4 o > - 2l @ > 3T Z lo2a)? (8.1

ol 1l'on a classé les valeurs de m en ordre décroissant. Les matrices
2 X 2

¢ =2s, i = 1g 25 8 (9.2)
sont les matrices de Pauli. On a également ( efallor clireche . &
‘ o A P’JJ"'WEC’*M’&A & o\
S+: Sq+l.§l: (D D) 3 / G =
. o o
S_:S,]—LSJ_:(/f o) 5 (8.2 )
A4 o
So = S :3(0 _4)

et l'on vérifie aisément par multiplication matricielle que
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5] -
5. iJ

L'opérateur s , dont les composantes ont pour représentation matri-
cielle S1s S

(8.4 )

2 et sS4 est le moment cinétique de spin. Les vecteurs
propres simultanés de s et S, sont les vecteurs colonnes ou spi-
neurs & deux composantes

L, - (1),
[ED-1,=(0)

1G. Renversement du temps

Dans ce paragraphe ,nous allons &tudier l'effet de 1'o-
pération de renversement du temps sur les vecteurs propres du moment
cinétique,

En mécanique classique, les systdmes dont le lagrangien
ne contient pas de terme linéaire par rapport aux vitesses, sont
invariants par renversement du temps : si r (t) est une solution
des équations du mouvement, la fonction fren(t) définie par

A(E) = ~(-t)

Ren (10.1)

est aussi solution de ces équations. On a de plus

%wl lt) = -p(-t). (10-2)

Il en est ainsi entre autres dans le cas d'un systdme de particules
placées dans un potentiel statique.

En mécanique quantique, 1l'opération de renversement du
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temps est une transformation des variables et des états dynamiques
du systéme dans laquelle ¥ et p se transforment en I et -P respec-
tivement., Désignons par K l'opérateur qui effectue cette transforma-
tion. Par définition

Y S
Krn K7 =z 5 (10.3)

KF 'S P - (10.4)

Le systéme est invariant par renversement du temps si son hamilto-
nien H est tel que

[H, K]“" (10.5)

Considérons l'équation de Schrddinger dépendant du temps

d'un systéme invariant par renversement du temps
9 ) .
(LJG 0{: - H ?(ﬁ)- o‘ (.1006)

Appliquons-lui l'opérateur K. L'éguation devient en tenant compte de
{10, 5)

(TR - HY Ky lbzo

(10.7)

solt encore
(k- H) K p(t)-0. (10.8)

Donc, si 1#[H obéit 3 l'équation de Schrddinger, la fonction
d'onde

qk%an LE)

lui obéit également. La fonction d'onde v'ren d un instant quelcon-

i

K H"('b) (10.9)

que t est la transformée par renversement du temps de la fonction
d'onde 4} 4 l'instant -t.

Revenons 4 1'équation (10,6 ) et appliquons-lui cette fois
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1'opérateur de conjugaison complexe K. L'équation devient

(-thy - H) A (E)= 0 (10.10)

o s *
En comparant (10.7) et (10.10), on déduit que L<yi&) et yz(tj ne
peuvent différer que par une transformation unitaire U indépendante

du temps

Kile)= Un*6) = UK, ¢ lE) .

(10.11)

Par conséguent

K= UK, (10.12)

et son inverse vaut

K. KO_Ii U . K, i (10.13)

puisque K;l = K . Comme ¥ est un opérateur réel, tandis que P
est un opérateur imaginaire pur, on a
K = Y
tho b (10.14)
K, P Ko = =

(10.15)

Les relations (10.3) et (I0.4) entrainent donc que

- -4 —
Ux U™ - % (10.16)

>

UF U'/': 5. (10.17)

—

Examinons maintenant 1'effet de l'opérateur K sur le mo-
ment cinétique orbital - i.E/\F' ., Comme conséquence directe de
(10.3) et (10.4), on obtilent

K1 K—/I -1 (10.18)
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' - -
L'opérateur ﬂ etant un moment cinétique particulier, sa 101 de
i

transf@:gftlon do;t €tre la mé@me que celle de n 1mporte quel moment

S . e

cinétique et par COnsequent . M T T e

A —
Kg K =-71. (10.19)

En particulier, pour le moment cinétique de spin on a

A —
Ks K ..5, (10.20)
et en tenant compte de (g.1 ) ,
Ko sq K, = s, ,
}<032 Kc :*_%_) (10.21)
KO 33 Ko = Sa D
d'ou
=1
U S/I U - _— S/] 3
A
U Sl U - >
(10.22)

1

U 53 U_ :—33

Pour une particule sans spin, dotée seulement d'un moment
cinétique orbital 2 y les relatiocns (10.16) et (10.17) définissent
la transformation unitaire U, qui se réduit & une phase arbitraire

QLY (qui n'a pas de signification physique). Nous choisissons
de prendre <f= EW’ , de telle sorte que

Koo K (10.23)

<

et
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1

K = Ky, 18,¢)

. D Y,E:q (9) \f)

-yt Yo (B%)

en vertu de (3,49).

(10.24)

Pour une particule de spin 1 , les relations (10.16),

(10.17) et (10.22) définissent la transf%rmation unitaireU. Les rela-
tions (10.22) peuvent se récrire sous la forme

{U}&,,}:o ,

]_U, GZJ =0, (10.25)
{U) 6—3]] = O 5
ou {Tj}ﬁhy désigne 1l'anticommutateur de U et G, » c'est-a-dire
Us, + ¢, U . Or on sait que
{GCJGQB‘zgij (10.26)
et
e ] o
[ L)dL (10127)
Par conséquent, la transformation U est du type
. )
it
U=ze' o (10.28)
)
ou est une phase arbitraire, que nous prendrons égale & ﬂ]z .
L'opérateur de renversement du temps s'écrit donc pour une particule
de spin 1 :
2
K-tig K

2 o '

(10.29)

. - i 4 P
Son actien sur les splneurs % (Wk: + I.) définis par (9.5 ) est
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donnée par

KA,

il
-
)
>~
o
2
3
@

. (10.30)
=% %:ms p

(10.31)

Ces derniéres relations résultent soit de l'application de 1'expres-
sion générale (8.33) des éléments de matrice de j, pour un moment
cinétique quelconque, soit de la forme explicite de T, et ]ﬁm

iy

donnée au § 9. On peut donc écrire

. (10.32)

Le choix, que nous avons opéré pour les phases arbitraires (f et ?J
qui entrent dans [¢) s & pour effet que les vecteurs propres du moment
cinétique orbital et du moment cinétique de spin se transforment de
la méme maniére sous l'effet du renversement du temps. Les formules

(10.24) et (1032) peuvent se récrire en toute généralité

K lgm> = 7™ gm0 (10,39
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II COUPLAGE DE DEUX MOMENTS CINETIQUES

1. Moment cinétique total

Quand on veut construire les fonctions propres d'un hamil-
tonien 3 particules indépendantes et & symétrie sphérique Hos il y a
lieu d'exploiter au maximum les symétries du probléme afin de simpli-
fier le calcul ultérieur des éléments de matrice de l'interaction
résiduelle, Dans le cas présent, le moment cinétique total du systé-
me J , défini comme la somme vectorielle des moments cinétiques

individuels,

o m
J = é 4 5 (1.1)

est invariant

[Ho,:‘:]=°- (1.2)

On est donc confronté au probléme de la construction de fonctions
propres du moment cinétique total & partir des produits de fonctions
propres des moments cinétiques individuels.

Le probldme le plus simple est celui du couplage de deux
moments cinétiques. Il se présente, par exemple, pour un électron
d'un atome, qui posséde & la fois un moment cinétique orbital ?
et un moment cinétique de spin s , qui se combinent pour former le
moment cinétique total

I1 apparait aussi lorsqu’on se demande quel est le moment cinétique
orbital total L de_deux particules de moments cinétiques orbitaux

respectifs ﬁ4 et Ql ;

E = 94_4. P,l . (1.4)
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C'est le cas également pour le spin total de deux électrons

-5, 48, -
S-5+5 (1.5)
Tous ces problémes sont des cas particuliers du probléme général du

couplage des moments cinétiques 51 et 52 de deux systémes indépen-
dants pour former le moment cinétique total

J - It - (1.6)

Ce chapitre est consacré a 1l'étude détaillée de cette question.

Les moments cinétiques jl et j2 satisfont chacun les
relations de définition (I 8.1) d'un moment cinétique

[ éfl+ ) 3[4—] = 2340 ? [jﬂ-;jz-—]: 242:: 2
(1.7)

]___j,lo}/cl/,t]:i&{,ii > [glozéli]:i&i’

et commutent entre eux car ils se rapportent 3 des systémes indépen-
dants

[34&) ?}2L-J =0 (1.8)

quels que solent a et b. On en déduit que le vecteur J satisfait,

comme il fallait s'y attendre, les relations de commutation (I 8.1):

LJ+)J-]=H° > (1.9)
[T,,7: ]=%tJds
ou
]-i :J_/jiLJ:Z_)
(1.10)

[
1
LA
2

<



35

En outre, les commutateurs des ccmposantes de J avec celles de jl

scnt les suivants

| —

Ii>34t]:o ) [J—"J?H]:igﬁ)
EJEJ 34?]::t234o’ [‘Lf3ﬁ>] =0

é @ éAi >

On obtient les commutateurs des composantes de J avec celles de 52

(1.11)

r__
g
14+
(WS
N
QO
)
|

en remplagant partout l'indice 1 par l'indice 2.

Les opérateurs 53 i le’ 550 etjzjcmmmtat entre eux et peu-
vent donc &tre diagonalisés simultanément. Désignons par }X34m4jam;>
leurs vecteurs propres simultanés, ou X spécifie les valeurs pro-
pres des opérateurs [7  qui doivent &tre ajoutds aux quatre opéra-
teurs de moment cinétique pour obtenir un ensemble complet d'obser-
.vables qui commutent. Ils peuvent se construire 3 partir de sommes

de produits de facteurs relatifs 3 chacune des parties du systéme

]K34M432m1>:o(%£1 ‘M434‘m4>}“232””{;>~ (1.12)

Les nombres quantiques my et m, prennent les valeurs

’\7\4:—34)_g4+’1)... )34 3

fml :—32)—32+4)\..)g2 s

(1.13)

Par ailleurs, les opérateurs ji 5 Eg, J? et J, commutent

également entre eux, comme il est facile de s'en convaincre a partir
de (1.6), (1.7) et (1.8). On peut donc les diagonaliser simitanément,
ce qui conduit & une seconde base possible , lygquJ'M\>., ou X
a la méme signification que précédemment. Le passage d'une base 3

. rODT t cinétique
1'autre permet la construction de vecteurs propres du momen

12 moments cinétiques in-
+rotal 3 partir des vecteurs propres (1.12) des ;
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dividuels. Le premier probléme qui se pose est Je savoir gquelles
sont les valeurs propres de 7% et JO, c'est-a-dire quelles sont les
valeurs possibles des nombres quantiques J et M. Les vecteurs pro-
pres de 32 et JO dolvent &tre cherchés dans les sous-espaces de vec-
teurs propres des opérateurs | s Ei et Eg et nous puuvens nous
limiter & travailler dans un de ces sous-espaces, caractérisé par
une valeur fixe de Y , i, et 3,

- La définition (1.6) montre que

—

Jo: 640 + j?.o ' (1.1u)

Par conséquent, le nombre quantique M est donné simplement par

e,y my (1.15)

Récrivons 32 en fonction des opérateurs jl et j2

T (4 + 7, )2
= §;1+ ﬂLZ + 23;,1;
?Ial + E?zl t b+ Uodar + 240 a0 (1.186)

On constate que 3% velie des &tats caractérisés par des valeurs dif-

i!

férentes de my et m,. Appliquons J° & 1l'état caractérisé par la

valeur maximum de M, M = jl + j2’ qui correspond & m, = et

1791
My = Jye On trouve :

U R EIPAPIPION

l"ala [34+4)+32 [32+4) n 23432J )M4343141>
u4+31)(4q+32+4)} nggqugzj>) (1.17)

1]

car

?}4+|H’13432 32>:32+IK343432 31>:o ) (1.18)

Cet état est donc état propre de 7° correspondant a4 J =
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)
Wodalodey = ¢ [ Vhdy datde datd> > (1.19)
]

ou est une phase arbitraire,

Considérons maintenant les états correspondant 3 la va-
leur suivante de M, M = ]l + 32-1 . Ils sont au nombre de deux,

|K343 -1 j;jlt> et )5’3434 4 4y~ >> . Une combinaison linéaire
d'emre eux peut &tre obtenue par application de J_ sur (1.19) et

correspond donc d J = jl + j2, M = jl + jzwl, On a en effet

- \33434 31da> = (34-+32~) }Xﬂznélqu 32>

12
= 234 ’ngij g 323?.> t [232) ](\’(?" 2 jz gl_4>.

(1.20)
et

—
e

CS 4&
- } XZ!», d datde 34+jz> =€ (234+24z> IX;},, 1. tde 44*3&‘1>)(1_21)

en vertu de (I 8.28),

Considérons 1'état orthogonal & cette combinaison lindaire,

1fz
() N b £y 12> - (24 Im bbb (1.22)

et appliquons lui l'opérateur J,

T L™ e s> () g b >
1 4]2
™ 4 [0 4 > - (%) b (Yt tn & hat

- a2 (234)412 i (awd (23;, ] [5’3434 bt

i

1]

| (22)

-0 . (1.23)
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En passant de la premiére 3 la deuxiéme ligne, on a utilisé des rela-
tions analogues & (1.18), Il en résulte que 1'état (1.22) est état
propre de

=2 - -
T =373, + 3 035 +4), (1.24)

correspondant &4 J = M = jl + j2 -1,

Quand M jl + j2 -2, il y a trois états possibles,
¥ 313172 35 3,0 5 ¥ 3y 3171 3 3o et Y 3y 3y 3, 3,72 >
Par application de J_ aux états (1.20) et (1.22), on obtient deux
comblnaisons linéaires de ces trois états, correspondant respective-
ment & J = jl + j2 et J = jl + j2—1° On peut montrer comme ci-dessus
que la combinaison linéaire orthogonale & celles-ci est un état propre
de 32 correspondant & J = jl + j2~2, Plus simplement il suffit de
remarquer que l'con ne peut avoir ni J = jl + j2 ni J = jl + j2~l car
cela impliquerait l'existence soit de deux états avec J = M = jl + j2,
soit de deux états avec J = M = jl + j2—l, qui pourraient &tre obte-
nus par application de l'opérateur J_.

Quand on continue & réduire la valeur de M, on obtient 3 chaque
étape une nouvelle valeur de J dans la suite jl + j2’ jl + jz-l,
jl + j2-2, soe o Le processus s'arréte quand soit my atteint la
valeur —jl, soit m, atteint la valeur »jz, ce qui se produit pour
M= jy - 3,] . Dans ce cas, lorsqu'con diminue M d'une unité supplé-
mentaire, il apparalt le m&me nombre d'états que pour la valeur supé-
rieure car la valeur my, = -jl-l ou m, = -j2-l n'est pas permise.

Les valeurs possibles de J sont donc

J= datda s Qat -5 o) '34‘32’4'1 , !34-31) (1.25)

et a chaque valeur de J sont associés (2J + 1) états correspondant 3
M= -J, =0+1, ... J. Une derniére vérification consiste 3 compter le
nombre d'états correspondant 4 une valeur donnée de 3’ ’ jl et j2

dans les deux bases

34*’41 J % ﬁl ) (1.26)
I2|94*31l . +4) ) (*M=-34 ! >( mﬁz-azﬂ = (2j4+d1)(252+4 )“
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1.1, Exemples

Quand j, = L et j, = s = 1 , correspondant & (1,3),
2

les valeurs possibles de J = j sont j = { - let ] = ﬁ + » sauf

1
) 2 2
lorsque = o3 dans ce dernier cas j ne peut prendre que l'unique

valeur j = 1 . Notons qu'une valeur donnée de j correspond & deux

valeurs de % . ﬂ =] -1 et 2 = j+ 1 3 & chacune d'elles est
2 2
associée une série de (2j + 1) vecteurs de parité (-1) opposée. On

utilisera dorénavant la notation spectroscopique, dans laquelle le
moment cinétique orbital est représenté par une lettre minuscule
(spdfg ... pour { = oy 1, 2, 3, 4, ... respectivement) et le
moment cinétique total est écrit en indice inférieur droit. On a

donc les différentes possibilités suivantes :

by

51/25 pl/2’ P3/2§ d3/2: d5/2§ 5/90? f7/2§ g7/2, gg/z 204 (1.27)

Quand jl ='El et j2 =-£2, correspondant & (l.4), les va-

leurs possibles de J = L sont L = L&“PQI, I€1-91}+‘B ~-,ﬁ4+éz .
Dans la notation spectroscopique, le moment cinétique orbital total
est représenté par une lettre majuscule ( S PD F G..., pour L = o,
1, 2, 3, 4, ... respectivement). Par exemple deux particules dans
des états p et d respectivement peuvent &tre dans les états P, D et
F du moment cinétique orbital total.

Quand j; = s, =1 et j, = s,= 1 , correspondant & (1.5),

2 2
les valeurs possibles de J = S sont o et 1. A 8 = o correspond un

seul vecteur ; on dit alors que le spin est dans l'état singulet.

A S = 1 correspondent trois vecteurs associés & M. (valeur propre

S
de S.) = -1, o ou +1 ; on dit alors que le spin est dans 1'état

triplet.
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Ze Coefficients de Clebsch-Gordan

On passe de la base dans laquelle les opérateurs
ri, Ei ) ]lo, jg et 320 sont diagonaux & la base dans laguelle les

72

opérateurs I s Ei ’ Eg s J° et JO sont diagonaux par une transfor-

mation unitaire:
1Y g, TM> = E;l 1Y 4 b > <B’g}4’m432%)}r343251‘1>, 1

Les coefficients de cette transformation ont une proprié-
té trés importante : ils sont indépendants de B’ et ne dépendent
que des quantltes jl, 32, Jy m 13 My © et M. En effet, les composantes
de 31 et 32 sont représentées, dans la base }X jl 1 39 m2T> par
des matrices indépendantes de B’ (cf. éq. (I 8.28) et (I 8.29));

par suite, les matrices représentant 7% et J, sont également indépen-

dantes de ) et les composantes < | ip my 3, m2j ¥ i; 3, 4 M:> de
leurs vecteurs propres communs possé&dent la méme propriété. Celles-
ci ont donc un caractére purement géométrique : elles ne dépendent
que des moments cinétiques mis en jeu et de leur orientation et non
de la nature physique des variables dynamiques 1 et 2 dont on compo-
se les moments cinétiques. On les appelle coefficients de Clebsch-
Gordan (ou coefficients de Wigner ou encore coefficients d'additilon
vectorielle)., Nous les désignerons dorénavant par le symbole raccour-
ci <:jl my 3, m, { J M>° Suivant cette notation, la relation (2.1)
s'écrit

M3423M>: g% bx&m4&qﬁ>'<gﬁ%3&ml%m%>' (2.2)

Pour définir les coefficients de Clebsch-Gordan de fagon
précise, 1l reste a fixer les phases des vecteurs |X jl j2 J M:>=
En ce qui concerne les phases relatives des (2 J + 1) vecteurs cor-
respondant & la méme valeur de J, nous adoptons la convention de

Condon et Shortley, contenue dans (I 8.28). Les vecteurs sont alors
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définis & une phase dépendant de J prés. Nous levons cet arbitraire

par la condition que la composante de ['K jl j2 J J:> suivant
lx 3y 34 dp J- jl\> soit réelle et positive, c'est-d-dire

<3444 31 %1}jj> rée, },Ov (2.3)
Notons que ce choix de phase implique en particulier Que ebg =+ 1
dans (1.19),.

Un certain nombre de propriétés des coefficients de
Clebsch-Gordan découlent directement de leur définition.

En premier lieu, ils satisfont 3 deux régles de sélecticn:
sulvant le théoréme d'addition des moments cinétiques contenu dans
(1.15) et (1.25), pour que < jl my j2 m2[ J M:> ne soit pas nul,

1l est nécessaire que l'on ait 3 la fois

s omy = M (2.4)

da-do 1 € T < 444, - (2.5)

La premiere relation entralne que (2.2) contient en réalité une seule
sommation, par exemple sur my (m2 étant a}ors_donné par m, = M - ml).
La deuxieme relation exprime le fait que jl’ j2 et J forment un
triangle et on la représente par (jl j2 J).

Nous montrerons dans le paragraphe suivant que les coeffi-
clents de Clebsch-Gordan relatifs 3 une valeur de J donnée se dédui-
sent tous du coefficient <'jl j1 j2 ijlf J J:> au moyen de relations
de récurrence a coefficients rée.s. Co..ne ce dernier est réel, les
coefficients de Clebsch-Gordan sont tous réels.

Comme,en outre, ce sont les coefficients d'une transfor-

mation unitaire, ils vérifient les relations d'orthogonalité

z; <$mﬂ%%JjM><$%%$%}fM>’:%ygw’g%&JL(Ls)

rm,lrml

%1 < o goma | TM > gomly gy, | TH > gm,nqhg gm,m_g T (2.7)
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Notons que les sommations sur m, et M sont redondantes, Comme M = m

+ m, est un bon nombre gquantique dans les deux bases, la matrice de

transformation se sépare en sous~matrices, correspondant chacune 3

1

une valeur donnée de M, Chaque sous-matrice est elle-m2me orthegonale
et par conséquent

Z gy g Mo | TS <oy g Mo [T 9, T10,03), (4

? <g.,’m431 M'%4JJM><24MI4 32 H"%’/']‘TH>= S4 /

%"h’l/} * (209)

L'inverse de la transformation (2, 2) s'éerit

[Yambm D= 2[4, TM) <gmgum, [TH

(2.10)

3, Relations de récurrence des ccefficients de Clebsch~Gordan

Appliquons l'opérateur J_ 3 1'état (2,2). On obtient

-

T 2 Jumgm > <gomgom | TH>
= l%q@z‘}‘ H""> <34?2,‘TM“4J 3*134323M>
=T LTS 2 g gl g 4y M [T HAS

(3.1)

Pour alléger l'écriture, on a supprimé K' ainsi que j1s Jo dans les
éléments de matrice de J_ (qui en sont indépendants en vertu de

(I 8.28)). On doit obtenir le méme résultat quand on applique & 1'état
(2.2) 1l'cpérateur Ji. 7 j2_ :

(v ) 5 Tmgam > <gam o [ T8>

c i |4 S e S <y gl [T
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+ ?7 ; <612'm;-'4‘ gz—{ 32"“2> IJ’I%:’? 4 %]2'1> <34W”l 61?_'}"}2'3—”>‘ (3.2)

Qﬁ,l'hflz

En égalant les coefficients de ] i my &Zwa>> dans (3.1) et (3.2),
on obtient :

T Ml T Iy <gymy gymy [T Ma>

= [ L > gt gy | T MY

T <3?—m2]32- )91 %2+4> <34 m, 32 q”a""‘i JM> .

(3.3)

La substitution des éléments de matrice de J_ , jl- et jz_ par leur
valeur (voir (I 8.28) ) conduit &

= [(34.;%,,.}4)(514_%4)]3 LYy Mt Gy ™y IJM>

e[ ) (fom) )T <hem do man | THS

(3.4)

Une relation analogue est obtenue par application de l'o-
pérateur J_ = jl+ + j2+ d& 1l'état (2.2) :
A

[(T-M) (T Men) )5 <gomr foma | T MeaS

1
= 1.[3‘1 +wn4) (34“%’1 'M)]l <34 My =1 32 ’MZJ 3H>

4
+ [[324—%2-) (31_’?}’}2.{.4):‘?— <g’] m,, gz "i’nz-/ll J M> .

(3.5)
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Les relations de récurrence (3.4%) et (3.5) permettent
d'exprimer tous les coefficients de Clebsch-Gordan correspondant a
une valeur donnée de jl’ 32 et J en fonction de 1'un d'entre eux, par
exemple <'jl jl j2 J_.jl J.J>> En effet, lorsqu'on fait M = J
dans (3.5), le premier membre s'annule j; l'application de cette formu-
le donne alors tous les coefficients <fjl my 32 m2] J Jj> en fonction
de celui pour lequel my = jlo Tous les coefficients pour lesquels
M J se déduisent de ceux pour lesquels M = J par application répé-
tée de (3.4). Pour obtenir les coefficients de Clebsch-Gordan sous
une forme condensée, il reste alors a calculer le coefficient
<:jl jl 32 J--jl 1 J J:>. Son module est déterminé par la condition
de normalisation (2.6), tandis que sa phase est fixée par la conven-
tion (2.3). Cette méthode a été utilisée par Racah pour calculer les
coefficients de Clebsch-Gordan. Avant de passer au calcul explicite,
1l nous reste 3 étudier les propriétés de symétrie des coefficients
de Clebsch-Gordan, propriétés qui n'exigent pas une connaissance
détaillée des coefficients.

b, Propriétés de symétrie des coefficients de Clebsch-Gordan

4.1l. Permutation de jl et j2

Quand on couple deux moments cinétiques, il faut faire
attentlon d l'ordre dans lequel le couplage est effectue car coupler
jl a 32 n'est pas exactement équivalent a coupler 32 a 31 . Ceci peut
gtre suspecté par le falt que la convention de phase (2.3) fait jouer
un rdle particulier & jl . Nous allons déterminer la différence de
phase existant entre ljl 32 J Mj) et } 32 31 J Mt>

Commengons par étudier les éléments de matrice de ]l+ et
jlo dans la base \}’ jl 32 J M>> Nous allons montrer qu'ils satis-
font aux régles de sélection suivantes

/

<t W4, [4gTH> =0 si M MEs et [T-3) >4, @)
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) ! - . / —t = 4
<3432JH,?}40 gquJH>,—_O si Mg M oL /J—J/>-- (4.2)
La démonstration se base sur les relations de commutation
(1.11) des composantes de 51 et J. La régle de sélection sur M pour
les éléments de matrice de jl+ s'obtient en prenant 1'élément de
matrice de [JO, jli ] entre le bra <fjl j2 J' M'\ et le ket

=% 3,
|3 3, 9 M>’

M < T g [0 31> = <4 T e 136 T M

tH

T g 4 T - (4. 9)

Pour les éléments de matrice de jlO , on utilise la relation

[JO, 310} = o, ce qui donne

{ -1 Jl — / /}
i <34$TEH &o &ﬂzJPf>"<%4&;rH 3w)$3fjﬁ>‘wzo'(u.4)
La régle de sélection sur J se démontre par l'absurde.
Supposons que les éléments de matrice puissent &tre différents de
géro pour J' = J + 1+ A ,A> o . Alors {3y J, IN M| e
\jl Py M>.= o pour M'>-J + 1 (car la régle de sélection sur M im-
plique que M = M' - 3.§»J5 ce qui est impossible). Mais d'autre part

la relation [J s 3

o~
+ 1+ o entralne que

o T T 4 TS <G T g 08T

- {4ty jlﬁf} 6{44-’ i J H+4><34j1 J HM) S 34QLJW>:O (4.5)

et par conséquent 1'élément de matrice de jl+ pour une valeur donnée
de M' s'annule s'il s'annule pour M' + 1. Il en résulterait que les

gléments de matrice de jl+ s'annuleraient pour toutes les valeurs de
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M et M', ce qui est impossible. Une preuve semblable existe dans le
cas ol J'¢ J-1. Finalement la reégle de sélection pour jl+ entraline

des régles de sélection identiques pour jlO et jl- en vertu des

relations [J_, §1+] = - 2jlO et [J*, le] = jl—° Par exemple
pour le’ on a

<t TN I gg TS T 1 4,0 THY

<4t I g e THS o THA | T 4,0, T

= -2 <403 g,

L, IHY =0 s JT.3]N 1.

(4.86)

Les régles de sélection sur les éléments de matrice de
jli et le ayant été établies, retournons au probléme de la détermina-
tion de la différence de phase entre ijl j2 J M>> et ljz jl J M>>.
L'opérateur Js étant diagonal, on a

ot Ten M3,

et par conséquent

34 dl Jfﬁt> = 0 (4,.7)

e 30 M4, 1 404 THD == <y, Tea M

Qu encore

b2 | 22 JH>J (4.8)

<34ﬂz T2 H]/cho Jg” 3'7_:”1>:"' <3234 J44 H)E)Lflo'ga 7P ‘TH>' (4.8)

Comme,en vertu de (4.2), le premier membre de cette égalité est dif-

- el x - - - -~
férent de zéro , on en déduit que si pour une valeur donnée de J,

¥ C'est le seul type d'élément de matrice non diagonal de le qui

peut &tre différent de zéro en vertu de (4.2). Par ailleurs Jiq, n'étant
pas diagonal dans la base couplée doit avoir au moins un élément de
matrice non diagonal non nul.
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les états jl j2 J M:} et Ij2 jl J M:> ont la méme phase, 1ls ont
pour J + 1 des phases cpposéeg et vice versa. Par ailleurs, la rela-
tion (1.19), avec le cholx e’ = + 1 correspondant & (2.3), impose

que

Iéq 3 g"+j?_ 6{4+3Z>: l 32. 41 34*6{2, 94+33\>= Jé,, 44 4, 5{&>) (4.10)

d'ol l'on déduit que

)34 4 ?14‘*32. H> = )613, 3'4 34*&% H> (4,11)

par application de l'opérateur J_ un nombre suffisant de foils (ci.

(I 8.28) ). Pour une valeur générale de J, on doit donc avoir

) (E I M §> = (“4) /

Jp ¥ 3 =Y :
car la phase (-1) vaut + 1 pour J = j, * j2 et change de

o ha-T
. ng 4 ‘TM>) (4.12)

valeur pour des valeurs successives de J. Les coefficients de Clebsch-

b

Gordan satisfont & la relation de symétrie correspondante

: it
g o [THD = () <l oy |THS . 1)

4.2. Permutation circulaire de jl’ j2 et J

Pour obtenir une relation de symétrie quand on substitue

o a jl’ J a j2 et jy 3 J dans un coefficient de Clebsch-Gordan, il
faut remplacer l'équation entre opérateurs

T4 T o= d

ht (4.14)
par

LT -7 4,15)

“22+j - ?M ’ (

Nous avons établi au § 10du chapitre I que —j2 est le transformé par
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renversement du temps du moment cinétique j, et que ses vecteurs pro-
pres K )jz m2:> sont 1liés & ceux de j, par la relation

gz"'mj?—
K14, m> = (1) |4, =m0 > - (4.16)

Ces résultats suggérent que le coefficient<{j2 - m, JM
‘jl mlj> puisse &tre relié & <jl my j2 mz) J M:>. Dans le but d'exa-
miner cette possibilité, écrivons les relations de récurrence pour
<j2 -m, J M , iy mlt> correspondant & (3.4) et (3.5). On a :

[[344.0114)(614_%44_4)]2 <31"M2 J—ngq Ima'/’>
= [(;}ﬁ%)[%_mz +4)]E <4, -mr I M ]2,4 "m4>
s (3ee) ()" g om T Hea| g, w0

(4.17)
et

[(2}4”0"4)(34‘*/“4 +")]E <92 =My J M

g’l (m”‘+4>
= [ g} (fpreman) |7 <y omet T Mg w0

+] (Ten) (3 “M)]z <t -m T M|y, My - (4.18)

En les comparant aux relations (3.4) et (3.5}, on voit que la quantité
(—l)m2~< Jp —my J M) jl ml§> a les mémes relations de récurrence que
<:jl my j2 mzl J Mj} . Ces deux quantités différent donc seulement

par un facteur C indépendant des nombres quantiques magnétiques :

<g4"“4 ngma)jl"[>—_- ¢ (-1 : <€£,_“er J M

34m4>_ (4,19)

On trouve le module de C en utilisant la propriété d'or-
thogonalité (2.8). La double somme
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. 2 _ )
% (% <4 e qu) TS ) ) % g(a"ga‘JJ: (23+4) SQ’%JZJJ (1.20)
doit &tre en effet égale a

Ci “_%4 (HZ <32. ~Mim, J_HJ34M4>1> = Cl rmZ g({{zJa/;)

2
=L (24,+1) S(Jq 2 J) 5 (4.21)
d'olu l'on déduit que
s ,
2
|C| - (2I+4> — (4.22)
R

L'argument de C résulte de la convention de phase (2.3). En effet, en

prenant m, = jl et M = J dans (4.19), on obtient

T4, _
ot 1 T ]IS = €7 <y 4T T 0>

i 4474,
Cy Tt Ty 4o

il

g”g”> (4.23)

en vertu de (4.,13). Comme

wg <oty T4 TTD= @3 <TT 4 4T g p=4ts oy

on en déduit que

d2

ﬂ)l& C = (-") . (4.25)

La relation de symétrie finale est donc

2
%_*MZ \13 ¥

o m Y gemy s 2O

R

léﬁ’\
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4.3. Permutation quelconque de jl’ j2 et J

Les relations de symétrie (4.13) et (4.26) peuvent &tre

combinées de maniére & obtenir des relations de symétrie correspondant
aux autres permutations possibles de jl, j2 et J. Par exemple

drtda- B
<:$1m% gamH.JJ-M:> = (-1 <:agmb $1%%]JJ%:> en vertu de (4,13)
rded e
- (4 ) ( 2J41

232+,,) <34"’”4 JM j?z '”'z> en vertu de (4.26)
4 -

A

H

J4A 4+J"& _
fgz;) ) SIM Gl gom>

en vertu de (4.13)

At e J Gat+ ™
(-4)3 (1) (

pof >

(_4)34:%, (ji:) {ITMyg m,

k.k,

it

4 /ml> : (4.27)

Changement de signe de mys m, et M

Trois applications successives de la relation (4.26) per-
mettent de changer le signe de my, m, et M., On a

<3'm32'mlj >

az+ 2

= () i;i:) 4,-m T M ) 4, >
1

2+ M2 1 J+ M 3
- o (o) o [ <amlam
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4

bot™ 2 @ Je M 4\Z F1¥ ™My as LaN\T
™ (gf o o cmmion

1 z‘j
[_4)9 +3

X,

Lpom fom [ T4

(4,.28)

5. Calcul des coefficients de Clebsch-Gordan

Comme il a é€té expliqué au § 3, les coefficients de Clebsch-

Gordan peuvent &tre calculés par application répétée des relations de
récurrence (3.4) et (3.5),

En premier lieu, tous les coefficients pour lesquels M = J

peuvent &tre calculés a partir de celui pour lequel m, = j, par appli-

cation de (3.5). En faisant M = J dans cette relation, on a en effet

o = [ (orma) (om i) ] <y min g, Tomea [ T3S

+ [(ﬁw Jom, 1) (éz*J““")] <goma gy T [TI5, 60,
d'ou

gy Mt g, Temen | TTD

- 1(32_+ J——’Yﬂq -i-’l)(ﬁz-:]--k’mﬂjj <34 m, gz J-'“’M
(40 +ma ) (4g-ma41)

o)

13>,

(5.2)

et par application répétée de cette relation

TS

<j4 M /c}z J"m’?
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e

2‘1'%4 (32+Jm'rn4),i (&144-33__-]_),, fg,‘.;.’m,,).‘ z
::[_—’I)

< LJ-“J’J}‘TJ -(5.3)
(54 (s 3] (- Tomn )l (gl )& e IS

La valeur absolue de <'jl jl j2 J - jlfJ J:> s'obtient 3
partir de la relation d'orthogonalité (2.8), soit

2
JI> 1. (5.4)

% <4 ™1 gy J-m,

On a

2 Tom,)! 3)! M, !
ot b T4 NTT> 2 (dt3-m) - (et -T): (Gosmi) = 4. (5.8
7 [234)| ("‘34‘*’&4'5)! (31"‘]—"'%4)'}(2”‘%’)'}

La somme sur T, est un cas particulier de la formule générale x

A | | i ki) (asc) (b_d)!
Z (a+m)! (bom)! ) (axbya)l (acc). (b_d)] ) a,}c)laéd.(s.ﬁ)

MEC (e (d o)l (cid)! (HLC-*CJ“)!

Cette formule est une conséquence directe de l'identité

_/(_IJ

Y
[4+x)7# (14 2) = (44+%) (5.7)

pour )k et V > o, En effet, en développant chacun des membres de
cette identité en puissances de x , on obtient

* Il n'est pas indispensable d'indiquer les limites de sommation si
1'on convient d'interpréter x! comme &tant | (x + 1) pour %< o. En
effet [ (x+ 1) posséde un pﬁlgi?z.entier < o et pour n'importe quelle
valeur de m située en dehors des limites de sommation, le terme corres-
pondant posséde au dénominateur une telle fonetion I et par consé-
quent s'annule identiquement.
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|

i pra ‘4)_'(1) &Y. e @ z J

2. (-1 ot ' xf = >;Z (=) M xg (5.8)
£ oL (el el (ug)] R ) L
d'ou

% I

+ ~1 V4B 4) +U + E—’fJ'

2 Vi ! f- - % : (5.9)
f= [J (/u (‘6_ [u-ﬂ! ’ [/u+ i)._/.').J
La formule (5.6) en découle directement en faisant p=c + m,

Pte~1l=a, V+ 5% -c-1l=Dbet &-c=d. Son application &
(5.5) donne

l

2. (éwm).' (4, +9-m,)" (?m%ﬁj“) (4.- 31+J) (-4t e+ ) (5.10)

2

(&~T+WJ!($H%)! (&+$u3y hJ}ﬂ!

L2 Tea)!
ITIT>: + [ ) (45 J . (5.11)

Gt g+ Jea)! (4,44 3)!

o

<4odn b I-44

Nous avons utilisé la convention (2,3) pour fixer la phase du coeffi-
cient.

Il reste a déterminer les coefficients pour lesquels M J en

fonction de ceux pour lesquels M = J. La relation de récurrence (3.4)

se récrit sous la forme

[(34- M)(J..Hq—/l)i]z <4 ™ 4, Hmn,,-/:)\]" H_4>
< [ ) G marn) | <y maen gy Momeea | THS

1
+ [(é}z”w"‘w'r"‘")(?}z'*'w_m")J <5[4 M 32 H__’M,,}J-H> 2 (5.12)
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q_(fm,”}’(,q) <f}4'm4 3_,_ H-"’l,,-’T]J H—4>
= ?{_["‘%4—'1) M) <34 m, 44 JZ H_%4_4}JH>__ i(rmmH)<34 m, 3& H-W4IJH>)

(5.13)

cu l'on a posé

4 M bg, e Moo ) (721!
q (m,, M) = (-4)rm " [ (Jatms)! (G + )L (T-H) J
(a=m)! (oM, ) (Tim)]

b

(5.14%)

En utilisant la notation zﬁ pour représenter la différence premiére,
on obtient

q (m, gy <o ™ 4, H-’m,,m‘:f H_4>

JM>} . (5.15)
L'application répétée de cette relation conduit 3

(i]—(”“mH) <hm ds H~"“4)‘TH>
J-M
= [\J { 9 (m,, T) < b M 4 j_%ljj>} ; (5.,16)

My
— e hd -
ﬁxJ M est la différence (J-M)~. Il est bien connu que la différen-

- 0 U“"m”) < gy Mo,

m,

ol

ce n% d'une fonction %1(2 ) est donnée par

niv

é.w P (%) = g (-1) (”") { (xev).

\)':D )‘) (5017)

Par conséquent

Lgama 4y Mom [TMDS
M TN

= [‘E) H) SZ‘ %{_4)5 (I;H> ?_(%4+S,j)<31 m, +S 32 LT_%,,_S}J'J’>},(5,13)
‘fl, ’Tn/li o
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En utilisant les relations (5.3), (5.11) et (5.14), on obtient 1'ex-
pression finale, due & Racah, du coefficient de Clebsch-Gordan général

<ﬁ4 ™ 4, rsz \TH> = S('mf;‘*"mz) M)
(3+4) (Gt 4~ T (gooma) (g, om ) (To) (o)) %

!;

[-3'1"'32,*' —T4-’f).l (3,,~3,_+~T).l (~—34+32+JJ,{ (aﬂ+m4)-l [jz‘!"ml)-,

f T f
s ~m, ” 2+S ). (z J.. Ly -~ . u

s

<! (4o-"m, *s)F (J- H-s)‘(gz_.Jﬁmmq +s)!

La sommation se fait sur les valeurs entiéres, non négatives de s
pour lesquelles les arguments des factorielles au dénominateur sont
non négatifs.
Il existe d'autres formules équivalentes 3 (5.19). Parmi celles-

ci mentionnons l'expression ci-dessous plus symétrique, due également
& Racah,

Chma dyme [ TS < S (o pm M)

eI G-I e e T g )
(4a+ 4+ Te4)! 4
[ Gesmn)! (o)) (grme ! g -ms)! (Tm)! (@om)! ] 2
x 2. (_4)}’ | ] ’ (5.20)
5 3 T3 G o) (3 fime) (T

Lorsque 1 un des moments cinétiques jl, 32 ou J est nul, le
coefficient de Clebsch-Gordan a une valeur trés simple, que l'on peut
déduire de l'une des formules (5,19) ou (5.20) ou obtenir directement

par un raisonnement élémentaire., Considérons d'abord le cas ol j, = o
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et j1 = j. Les régles de sélection (2.4) et (2.5) indiquent que

S0 8
ym oo | IMY < Tj “Hm <gmooofgm> (5.21)
)
Par ailleurs, la relation (1.19), dans laquelle ¢ = + 1 en vertu
de la convention de phase (2.3), montre que

<33°°}M>= 1. (5.22)

Finalement, la relation de récurrence (3.4), dans laquelle on a fait

j2 = m, = 0, jl =J =3 et m=M-1 = m, donne

1

{gm oo l%rm>.—_ <6[3 OOJ&13> . (5.23)

Par conséquent

moo|IMS = 5. & . (5.20)
Lgmoo | TH) I Mm
Lorsque J = M = o, les régles de sélection (2.4) et (2,5) mon-
trent que l'on doit avoir j2 = jl et m, = -m :

<™ % mlloo> ) Sg:.& g’mz,"ma; <4 ™ & _’m/?/00>. (5.25)

Appliquant au membre de droite de (5.25) la relation de symétrie
(4.26), on obtient

[

o o

<4y ™1 by =™ ’°°> = (1) (%“)—z <g,m 004, ™ (5.26)

Par conséquent

<ﬁ4 M ?Z M2

00 = SMr S% . [CON (5.27)

27 }234+4
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G. Symbole 33 de Wigner

Dans le coefficient de Clebsch-Gordan, il est clair que le
moment cinétique total J n'est pas placé sur le méme pied que les
moments cinétiques composants 51 et 52 - De 13 découlent les proprié-
tés de symétrie relativement complexes de ce coefficient lorsqu'une
permutation de J avec jl ou j2 est mise“en jeu. _

Cependant le coyplage de jl et j2 pour_forTer J fst équiva—
lent au couplage des trois moments cinétiques jl, j2 et j3 = - J
pour donner une résultante nulle. Dans ce dernier mode de couplage

3
jl’ 52 et 53 jouent essentiellement le méme rdle. Ceci suggére la

possibilité de définir, 3 partir du coefficient de Clebsch-Gordan,
un autre coefficient doué d'une plus grande symétrie, Comme iz est le
transformé par renversement du temps de J et que ses vecteurs propres

sont du type

J+
KITuS < e Jaomy 6.1)

on s'attend & ce que le nouveau coefficient soit proportionnel 3

J+M . . -
(-1) <f i my I, m, l J - M:> « En choisissant le facteur de Pro-
portionnalité de manidre que le coefficient soit de symétrie maximum,
on obtient le symbole 33 de Wigner, qui est défini par

i3 da =8, ™2 _%
(“"4 iy “’*3) = Y (233“) <34 M 4 ™ 12]3 ‘“""’3> - (6.2)
Il n'est différent de zéro que lorsque
Tat M+ My =0 (6.3)

et que jl’ i, et J3 satisfont les inégalités triangulaires § (jlija)‘

Ses propriétés de symétrie se déduisent facilement de celles
du coefficient de Clebsch-Gordan .
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(i) Permutation paire des colonnes

b e di- =™ d
("“4 my :"3) - [-’l) (233+4) : <?[" M é&m1)93'm3> en vertu de
(6.2)
qFQZ"m:& A gz-l-'mg_ Y
= (1) (24,44) z (-1) ( Y ) <f32‘m3 ?3‘””5'34 m%:>
241+

en vertu de (4.26)

A
dat T2 -z bhtds-1a

= () (24,+1) () <o dams| gy

en vertu de (4,28)

H

ot datmy-m A 3= Ju= ‘
(-1) 3(234+4) ‘ (-4)ﬂ b (24,+1)° (32 E 34>

fmz g 0"4

en vertu de (6.2)

d'ot
<34 (PR ) _ ( 12 & 34 (6.4)
my my g )T oy my omy ) |
De méme 4
2 8 1= §o =M -3 damma Z
e 5 (2 omaem
21 e T3 24,44

en vertu de (6.2) et (4.27)

o, 4 A
(A "z hth-1a

- (~1) (232+4) (-1) <fﬁsq”3 4a M

g;\. _'m2>

en vertu de (4.28)
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Gatda —Mat™3 ’jz", 541772 z d2 40 1
_ (-4 ) 1 42
) (24,410 = (1) (3,41) (%3 m, y
en vertu de (6.2)

d'ou
(ﬁ’l 32. 353 - (33 34 E]L ) . (6.5)
Mq Mg My my Mo 07y )

Le symbole 3] reste donc inchangé pour une permutation paire de ses
colonnes.

(ii) Permutation impaire des colonnes
A
41 42 43 (2R L -3 $td-4s
(% . | (-1) (2441) 7 () iy ™y G M | 4o -3 >
en vertu de (6.2) et (4.13)
Ya-8-"3 -3 Qe-da =" 3 ¢PN PRI
= () (24,+) (1) (245+4) m, M
_ AL I
en vertu de (6.2)
d'ou

(44 ’az 33> PP (@ IKE > , o

m, My My m, M, My

L'application de (6.4) et (6.5) conduit &

(34 ot ): (A)}’ﬁ&%h (94 PR Y ) ] (-4)34+j"‘+j-3 (7}3 % da >’ (6.7)
m, My My My My My ey my My

31 *+3,7%3
Le symbole 3j est donc multiplié par la phase (-1) L 23 lorsque



60

l'on fait une permutation impaire des colonnes.

(1ii) Changement de signe de m s m, et m,

(34 t 4 ) PN

m’\,l qhz' ’h’ig (‘—4)

(2 40) * (@ TE

en vertu de (6.2) et (4,28)

244‘ 13-™3

(1) d=do +™3

(44 () (21, 1) (:44 L & )

My My =3

en vertu de (6,2)

d'ol

(34 2 33 > _ (’1)Q4+3L+33 (gq 3;; 33
My my  my

~My M, Ty (6.8)

. e 11*3,5%33
Le symbole 3j est donc multiplié par la phase (-1) quand on
change le signe des nombres quantiques magnétiques.

En contrepartie, les propriétés d'orthogonalité des symboles
3] ne sont pas aussi commodes. Les relations (2.8) et (2.7) deviennent

Z (343%3)(94 & 43 4

; ) = (-233-}-4) 5
mymy ATy My Tny My My Mmoo

344 S'mmg S(d"gzc'}s)) (6.9)

442t 4 1 g
432”_"‘3 (24441) (%‘ . %)(}m, 3 ) = gm,, ! 5

I [ (6.10)

Lorsque l'un des trois moments cinétiques j,, j, ou j, est
4 1 32 3

nul, le symbole 33 a une valeur trés simple que l'on déduit des rela-
tions (5.24), (5.27) et (6.2). Pour j3 = m

3 7 9y on trouve
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fo- .

(& 4 (-1)

-5 S S
my, M, o ) dds ™,y m

(6.,11)

Les symboles 3} sont utiles & deux points de vue. En premier

lieu, leur symétrie élevée est commode quand il est nécessaire d'éva-

luer numériquement ces coefficients, car elle simplifie la tabulation,

En second lieu, ils jouent un rdle important dans la discussion du
couplage de trois et quatre moments cinétiques, probléme que nous
aborderons dans le chapitre suivant.

7. Applications

7.1l. Vecteurs propres du spin total de deux électrons

1

Considérons deux électrons de spins respectifs 1= 3% et s,
représentés par les vecteurs propres
4 =
A
et |1 m > = X”"s,_ (2) . (7.2)

Les vecteurs propres du spin total S (S = o ou 1) sont donnés par

45SM> = 2 <Khm b [SHY [ End e o,

Tenant compte des valeurs du coefficient de Clebsch-Gordan (voir
table ), on obtient pour l'état singulet

] ooy = jﬁ [ A, ) XA/Z VR RO (z)] (7.4)

et pour les trois états triplets

EE 4> ?[4/2 (1) ?{4/2 (2)

1S
z

[

o)

i

fi

pof
{ >

iﬁ L LptD A @+ X, 0%y, H)J . (7.5)

4
.

3



4 4 -
EZ 4-—‘4>- (X ’l) X_’T/ (.l)
Table de m, lm ' i
M2 4 < 17 24 : m>
4 2 "3
] a
4 Jtmez 3 4-m+in3
btz ) {
ga+ 24441
A 4 % 4 9%
-3 | - [ e ZJ Z [ L
24441 24441
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7.2. Vecteurs propres du moment cinétique total d'un électron

Considérons un électron de moment cinétique orbital e et de

spin 1 . Les vecteurs propres respectifs de ces deux moments cinéti-
2

ques sont

MME> meQ (QJL{’)
A @s>~ X

Les vecteurs propres du moment cinétique total j = 2+

u

{

Mg

par

POl §

21 gmy = 2 Khmy Lo gm [P 4o

Ty M

Tenant compte des valeurs du

A

2

table ), on obtient pour j =

4

£+

et pour j = 1
Z

{ \ J3+°m+’-’i yﬁem-f'_ (9

[E RS

l+4

(7.86)

(7‘7)

sont donnés

(7.8)

coefficient de Clebsch-Gordan (voir

[ \}E_'hw- yﬁ 9? X t+ E+'M+-\/ 9‘{%},(7 9)

,Lp))(% - \} loms d ygm%(@,?))f_jj-(mlo)
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III COUPLAGE DE TROIS ET QUATRE MOMENTS CINETIQUES

l. Couplage de trois moments cinétiques

Considérons l'addition de trois moments cinétiques 51, j2 et j3
pour former le moment cinétique total

j = 3‘4 + él-l- j’3 * (1.1)
C'est un probléme qui se présente fréquemment en spectroscopie. Il
apparalt notamment dans l'étude des systémes de trois particules.

Notons d'abord qu'il n'y a pas de manidre unique d'effectuer
le couplage. Nous pouvons en effet

(i) d'abord coupler El et 52 pour donner une résultante 512 » Puis

coupler celle-ci a j3 pour donner J,

(ii) d'abord coupler 52 et 53 pour donner une résultante 523, puis
coupler 51 d celle-ci pour donner J ,

(1i1) g'aboré coupler 51 et 53 pour donner une résultante 513, puis
j, 4 celle-ci pour donner J.

Il y a également une indétermination dans l'ordre dans lequel sont
effectués les couplages, mais celle-ci n'est pas essentielle car elle
n'introduit qu'une différence de ph ase dans les coefficients de
Clebsch-Gordan correspondants (cf, (II 4.13)). Il y a donc en tout trois
modes différents de couplage de trois moments cinétiques.

Considérons l'exemple suivant : jl = 1, j2 = 2, j3 = 3, J = 1.
Dans le cas (1), les valeurs possibles de j12 sont 1, 2 et 33 les
valeurs jl2 = 2 et j12 = 3 peuvent donner J = 1 quand on les couple
a J3 = 8. Pour J = 1 et une valeur donnée de M (-1 { M 1), il y a
donc deux états, Ces états sont indépendants et peuvent &tre distin-
gués par la valeur de jl2‘ Si on adopte par contre le schéma de cou-

plage (i1), les valeurs possibles de Jpg sont 1, 2, 3, 4 et 5 ; les



L

valeurs j23 = 1 et j23 = 2 peuvent donner J = 1 quand on les couple
a jl = 1. Les deux é&tats indépendants, correspondant 3 J = 1 et une
valeur donnée de M, peuvent donc &tre distinguds d'une manidre équi-
valente par la spécification de la valeur de j23. Mais les états
obtenus en (ii) ne coincidént pas en général avec ceux obtenus en (i):
lesuns sont 1liés aux autres par une transformation unitaire.

En langage mathématique, les considérations ci-dessus s'expri-
ment comme suit : on obtient un ensemble complet d'observables qui
commutent en prenant les opérateurs r‘, 51 s jlo’ 3;, 520, 52 et j30’
ce qui conduit & la représentation non couplée {X jl my j2 m, j3 m3:>.
Si l'on désire diagonaliser simultanément les opérateurs
[ ) Ei s 52 s 52 s 32 et Jo pour obtenir une représentation couplée,
il y a lieu d'ajouter un sixidme opérateur de moment cinétique pour
obtenir un ensemble complet ( car les opérateurs de moment cinétique
sont au nombre de six dans la représentation non couplée ); on peut
prendre §int » OU §;nt est l'un quelconque des moments cinétiques in-
termédiaires, car il commute avec les autres opérateurs: On obtient
alors trois bases couplées [ ¥ 31 35 33 dine J'bi>> , qui sont liédes
l'une & l'autre par une transformation unitaire.

Nous allons étudier plus particulidrement la transformation
unitaire qui fait passer de la base l ¥ (33 3,0 3195 335 7 M:> a

la base |Y 3y, (3, 34 g0 U M>

1\634,(3233)323>3M> = % ]X(6143.1)342>33)JH>

x<\K(3431)341>33)JM)K?{«)(3233>323)JM>' (3.2

On peut montrer que les deux autres transformations unitaires n'appor-
tent rien de neuf par rapport i (l.2). Les coefficients de la transfor-
mation (1.2) ne dépendent pas de Y pour la méme raison que les coef-
ficients de Clebsch-Gordan ne dépendent pas de Y « Nous allons mon-
trer qu'ils ne dépendent pas non plus de M. Pour ce faire, appliquons
l'opérateur J_ aux deux membres de (1.2). On obtient en vertu de

(I 8.28)
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[(J”M)(J'['M*")]Z }ngl)(ﬂa}&)gu )JM+4>

= 2 M) @] Y (d) g otes T M >

12

g s 40 T 4 (et e TH D

(1.3)

d'ol par comparaison avec (1.2) dans laquelle on a remplacé M par
M+ 1,

< (34 ﬂa) 4125 43, T M

/(1‘4 > (42.33>/(§z'5 p ‘T H+4>

= <:(?431>341,33) I H Jgh) (3133)313f J-P1j> ? (1.4

ce qui démontre l'indépendance par rapport 4 M. Par conséquent la
relation (1.2) se récrit sous la forme

i 34’ (ﬁzﬂs) J23 "j i >> = j?i [ (ﬁ432) 112 >35J j—b1\>>

<(d497_)341;?}3)j) 34,(3135)?23)J_>' (1.5)

ol 1'on a supprimé, dans les vecteurs, X qui ne joue aucun rdle.

Les coefficients de la transformation (1.5) peuvent s'écrire
sous forme de sommes de produits de quatre coefficients de Clebsch-
Gordan et, de ce fait, sont compl&tement déterminés par la connalssan-
ce de ceux-ci. En effet, par définition,

4t) gt THY = 2o Tt g ™[> e s ms 910

ml
3

= Z ) > Jﬂz ‘“"2.> ]93”"3> 4™ g ™, ) dn M4Z><5[’11 %4193%3}JH>(1 .6)

f}n,,mlfrn42mq3
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et
[ﬂm(?}zﬁs 313>JM> Z,m 134”"4>)32,2153a34"23></014“”4 d23 %23/J—M>
My My3
= Z i;}ﬂ 'm4>| 32. nnl>}33rm3><éz ™2 33 m3/923 /m23></<}4 s 3&3 "3 /‘TH> *
My My My My 2

(1.7)
La relation(l.5) se récrit donc

Z ]&4m4‘> ,3‘2.%&> )33m3> <3p_ My J3 ™3 }923 ’mag><6[4 m, 313 My s IJH>

M, my My M, .

= ;Zz { Z ’ 614’“”4> 1 a; 'mz> l ?3 rm&> <34 a4 34%’- ‘g’)z {m/la>

MaMy My My

<341%"2 33 (m3l JH> <(345a)342 > 33: J J 41 (3&33)?23)3>} - )
(1.8

En multipliant les deux membres de cette équation par <j1 /J.]_J <j2/¢2}
<j3 }«3‘ s on obtient

%3 Sthfeds fa \ d23 ’“”zs><34}*4 d2s s | JM>
- 3427_ ;: 2. <hpa 32}‘21342 My > <ty Mz 35}*3!31\1>

Mg

<[2}431)342)33;3l34)(6[13_3)323, j>} (1.9)

En multipliant la relation (1.9) par <jl}4.l 32/4-1!312 12> et en
sommant sur /A'l et /«2, on a, en vertu de la relation d'orthonormalité
des coefficients de Clebsch-Gordan (II 2.6),

Z <34/‘L4 31 }"2. ’?42 fm42.><&{2./‘2 33/‘3f 8[230’4?.3><44/"4 g;_gm?gg IJH>

Fatts Mas
= <34z g2 6'3/43 l JH\/‘ <[4431) 342.} 93) J 3’“ (3333)313’j>'

(1,10)



67

Finalement, en multipliant par <jl2 m) 5 j3 /LS { J M:> et en som-
mant surp m e‘t/i-3 s On obtient en vertu de la méme relation

<QQQ$QMMJJ$HGMQ3%JJ>= Z: {4<$“4&md$umn>
2 ™23

’)7144?1_2 'msfh’l/!

<6Laz M1z 43 ’ij J H><3a " 43 'nqu &’23 %23> <Ef«: ™ 323 %23)3H>}] - (1.11)

Notons qu'en vertu de la régle de sélection (II 2.u4) sur les coeffi-
cients de Clebsch-Gordan, la sommation quintuple dans (1.11) se
réduit en fait 3 une sommation double

et T 40 (et 0, TS = 20 [ <gym gy o g mpsm

L marmy gy Homyom, “TM> <4omy gy Homy g )32_3 H*”"4>

> |

L'unitarité de la transformation (1.5), jointe & son caractére

<y ™ oy T,

réel (en vertu de (1l.12) et de la réalité des coefficients de Clebsch-

Gordan), conduit aux relations

(1.13)

§<%&mpﬁﬁﬁimﬂmﬁ><ww%dyj

et

& (3133)323;I> = gg

!
23423

2 <(4432)341,33,J)34,(3233)3;_3,J><(343z)31,1)33,3“)34)(3133)3&;}g L
4 de &4,
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2. Symbole 63 de Wigner

Comme il était commode de passer du coefficient de Clebsch-
Gordan au symbole 3j, de méme il est utile de définir une quantité
proportionnelle au coefficient de la transformation (1.5), en choisis-
sant sa normalisation de maniére & ce qu'elle ait la symétrie maximum
par rapport aux permutations de ses arguments. Cette nouvelle quanti-
té est le symbole 6J de Wigner, défini par

4n do 4 bt dot dyv J 4
{33 J 1:3} = &) [(2341“)(2323“)] ‘

A < (343'?_) 341;?5;‘7) 34; (3133)323‘,j> "

(2,1) 2

En vertu de (1.12), il est donné en fonction des coefficients
de Clebsch-Gordan par

it ot 4ot J )
{?1 E &1 S i (J)é e Ij(2%2+4)(zdu+4>]

4
2

33 J 23

Z L pm b [ maems o e gy oo T

<?z ™ 6 H"m’“%?— tes H“%"><34 i 323 H-'m,;l ‘TH>} )
Le symbole 6j n'est donc différent de zéro que si les inéga-
i s . ... . Cors = o«
lités triangulaires g’(jl 3, ]12), S (312 Jg 905 ¢ (3, g Jog) et
S (jl j23 J) sont toutes satisfaites.

(2.2)

En introduisant dans la relation (2.2) l'expression (II 5.20) pour
les coefficients de Clebsch-BGordan, Racah a &té capable de réduire
3 un seul le nombre d'indices de sommation. Son expression finale

pour le symbole 63 est la suivante :
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{?M it 342}
B I ha
= A

(hdedn) D088 7) 800t g0s) A(4,4, 7) 'w{ji j} (2.3)

i/

(m+£+c+4ﬂ

1.
4 (abe) = (atb-c)! (a-bsc)] (-a+L+c)! *
- (2.4)

et

h de e b
"*"{33 T 323‘5 = % { (-1) (5+4)\. [[3_34-&_342)! (3_34-323_3)1’
) (B_ 31’33-323)! [}—3"2"33"“”! (3’!+3a+ 13+ J‘Z)! (§a+34a+333+ 13)]

X (34+33+341+ 3:.3“?})!:1_ } .

Les propriétés de symétrie du symbole 63 sont plus faciles 3
déduire si l'on remplace dans (2.2) les coefficients de Clebsch-Gordan
par des symboles 3j., On a en vertu de (II 6.2) -

(2.5)

J 4
4,}” _Y,,jm- 314’ 37.+ ?34' -7 -
{éz\iJz\ézz } = [ ) (2323“)] Ld4) 4

ﬂnqmzmzsqn”"nn M { < 34 ™t M&J 3’12 M1z > <é'12 a2 43 ™3 }JH >

S 28

<3:>.'Ml s ) 12y %2’5><31 M 323 ™23 , JH>}
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é4+ja+é3 “'j -
= (1) [ (1342+4)(2323+4)J

[

(ZJ-.H)-/l [(2341.}.4)[2&{&34_4)

(9.3.1.4)1:)-’- Z { (_4)214'37_4- “7142+3q2~33+ﬂ+}2__33+qn23

My My My My, My M
%‘&3+H
(-1) (34 o I )(342 & J >(31 43 43 )(6’1 d23 J-)
T My ~Mag \emy oy M) Ny any oy (o, My M

(2.86)

Notons que les sommations sur Mgy my 5 et m,5s QUE& nous avons intro-
duites, se réduisent en fait & un seul terme en raison de la régle de
sélection sur les m des coefficients de Clebsch-Gordan, tandis que

la sommation sur M est compensée par le facteur (2J + l)-l. La phase
dans (2.6) est égale 3

(&4>“34+ ba~dstdn -t + J+ Mg + M3 +2H

Tt vt dan +{us + J+ LMy 3 2my o Lmy gy, +fm23+2H

H

(-1)

I P I N LT T AL DI A

(1)

fhm,l_fmz .[.."t'f'l?> + -2’)‘0’142 + -2"0)23-{.- H

X (1)

34+m1+32+ My + 334‘%3 + E}flz‘fmq?_ =+ &23 + My 4 ':]_4' r'f

= (_4)

, )rm,l,”mz.; My + 1(%,14.47;&)_,_1(%4,%3)4. (”’14..;.%24_%3)
X (A

Tt ™ Mt Jar Myt gy My b doy + %23+J-+H

= (1)

(2.7)
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ol 1'on a utilisé les propri&tés (-1)%J= + 1 et (-1)?%= (1323, £p

remplagant dans (2.6) et en changeant m,, en -m;,, on obtient finale-
ment

{34 47. 342, } _ Z { ( )34-#’*"4 + 4o+ M2t ™+ 342-(— Mz
-

&I %
ées g My M3y Mgy g M

313+ Myy 4 J+ M

(-1) (34 d2 312 >[342 & J 3 & das G oy J
M Mg May [ A=y, any <1

My My "'mZB m, My -—H
(2.8)

Examinons maintenant les propriétés de symétrie de (2.8).

(i) Permutaticon des colonnes

On a

{31 3 34?,} " Z { C-’f)32+ m, 4 344-'!"4 + J- l7+E[4:ﬂ_+”‘7‘1.9_‘l‘"c/;tzs*’m.z.fs
3 43 des

M,y amy gy M

[_4)33“"“3 (& b dne )(auzifas )(q J 43 (éz b3 43 (2.9
My My Mgy J ey g Ay LWy )y

3 73

en changeant les indices de sommation My, Myy My, Myay M en M,s Mg
-M, -m,5, -mg respectivement. Si l'on applique la propriété (II 6.6) ou

(IT 6.7) aux symboles 3j, on obtient

{31 4 347‘8 = Z { (-1)34+%ﬂ+31+nﬂ2+5[3+%3+g42+'m42
3 4 s

My, My m, my .
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My T4 Amyk 2myy 4 21 dtde+ dna d1 4. 4ne
(1) x () x (-1) (fm4 my ’mdl)
X [-4)342+33+ J (?42 o J ) () ditdi+dos (32_ Js s >
=mry my ~M m, wm, —m
s 2 My =Tps
X (645344-333-%3 (34 da3 J) ‘ (2,10)
m, myz ~M

La relation (2.10) différe de (2.8) par la phase

2myr 2myy 42 Mg g bt dntist I g it dav 4 *dosr J

(1)

i+ 2+

= ) =+1, (2.11)

car jl + j2 + j12 est toujours entier, Par conséquent

{ﬁ'z 4 342% N gﬁfn b 12 . (2.12)
I b s 5 9 Y3
On démontre de méme que
{ﬂ« 412 ?LB ) {ﬁﬂ ,ﬁza..?“i’g (2.13)
& oy J §i”;;/mu13

Par combinaison de (2,12) et (2.13), on obtient que le symbole 6j est

invariant pour toute permutation de ses colonnes

{?« by ]] _ { 3o da &'47_5 . {?1 34131}2{31291 34}
hI b I 4 oy b J 43 J 4
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_{3?_ 347. 34} {34?_ & 32

J 4 b ts 4 J (2.14)

(ii) Permutation des arguments inférieurs et supérieurs dans deux
colonnes .

On a

{31 b B . 2 { (-1) i+ T4 g b a4
4 32 40z

m, mg gy,
(.4)32”2 (3“ N IR )(?‘123 b & >(j 3 341>(3“ de e > (2.18)
-my M _n, My 4 =My M, Mooy g, [\ m, ~My, =My

en changeant les indices de sommation My Mpy Moy Myny Myoy M en ~Im,
My, -mg, ~m,q, —My 55 MW, respectivement., Si l'on applique les propriétés

(II 6.6), (II 6.7) et (II 6.8) aux symboles 3j, on obtient

bty 2

{ datMy+ Jot My H o+ Mitdsp t Map+Gast P53
(-1
33 fjlz. 341 m, M, My %42%13 H

JaM m m
(*4) + ) (mq)ifmq-i-l 3+1’Yﬂ41+2 23 (34 t 342) [3‘1‘1 {2 J >

M, my Mgy ~m, My - H
(az B das }(3 Jos J“> _
My My =My SNy my, - M

(2.16)
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La relation (2.16) différe de (2.8) par la phase

( )fmnH 2my 4 2my, 4 2, , 2 4 Amy 4 2y 4 My oy 2y 4, )
4 = (-1)

= +4 . (2,17

Par conséquent

{?m 3 '&zag N {94 (3 3415 . (2.18)
4 1 dn 4 J dus

L'invariance du symbole 6j par permutation des colonnes implique gue

%Q« ’Jj 412 B - { 4 3 3&3}: {33 & 313} ={33 33415 _ (2.19)
4 9 fes 33 92 a2 (L J d12 48 bs

La combinaison des permutations de type (i) avec celles de type (ii)
montre qu'il existe en tout vingt-quatre opérations qui laissent
invariant un symbole 67,

Finalement, les relations d'orthogonalité (1.13) et (1.14) ,
satisfaites par les coefficients de la transformation (1.5), entraf-
nent des relations entre les symboles 6j. En introduisant (2.1) dans
(1.13), on obtient

2 (24 +)( 2445 +1) {j: i_‘ 3”;} { 4 2 3“} = S&Ba;—s ) (2.20)

- ;
42 313 J 3.23

La relation qui découle de (1l.14) est équivalente 3 (2.20) en raison
des propriétés de symétrie du symbole 63,

Lorsque l1'un des six moments cinétiques qui interviennent dans
la définition du symbole 6j est nul, ce dernier possé&de une valeur
trés simple, que nous allons déterminer. Par l'usage des relations de
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symétrie, le moment cinétique nul peut toujours &tre amené i la place
occupée par j23, de telle sorte qu'il nous suffit de calculer le
symbole 6j correspondant a j23 = 0. Dans ce cas, la relation (2.2)

se récrit sous la forme

. 1tde 3+j -3
b ‘4’“} T T 2 5 <t e g >

hod oo m,m,

LYy Mty 4y M- 4.ﬂm?_' 5H><31m}_ 4y M-m,-m, }o H-'m,,><34'm4 o H"’"’4JJH>B

(2.21)

En remplagant les deux derniers coefficients de Clebsch-Gordan par
leur valeur tirée de (II 5.27)et (II 5.24), on obtient

b b e < 24,4 24,
{@3 J oo } ks S?M“T (-1 [[234a+4) 232‘“ ]

o~

d2-Me
% { (-1) o Mg m Hﬂ M+ m ><342 Hm, 4, -™s lg,f H>B

: (2.22)

Les propriétés de symétrie (II 4.13) et (II 4.268) des coefficients

de Clebsch-Gordan conduisent & l'expression

b 40+ 23:,_ 4
{% J o y - S‘MB 534:}“ (-1) [ (23,,Z+4)[232+4)J

% { (uq)gz*"“z (—4)3?_“’*1 ( 2daa v )’i < Ho=" 4y H.mn& }34 M>

: S Zga ¥
41*‘32-34
A (,4)3 <32_rm2 $n M-{—-"ma , 4 M>}
j4+jz+j4z R
RPN [ s (2454 |

3 H>l . (2.23)

—m M ym,
X %‘2 <32, 2 g/l?. +m
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La propriété d'orthogonalité (II 2.8) des coefficients de Clebsch-
Gordan donne l'expression finale

$+&+dﬂ
() (2.24)

{34 32 /al'lz.B B S
% J o ) 343 3133

( (2g4) (24, 41)

3. Couplage de quatre moments cinétiques

Considérons 1l'addition de quatre moments cinétiques 51, 52,

j3 et Eq pour former le moment cinétique total

J - §;+-j; v 4y + g;

Il existe bien entendu encore plus de maniéres d'effectuer le couplage

(3.1)

que dans le cas de trols moments cinétiques. Comme précédemment, nous
allons é&tudier le passage d'un mode de couplage & un autre.
Un ensemble complet d'observables qui commutent est constitué

P 2 . =2 . 2 . =2 .
par les opérateurs [', 31 , 315, 35, 3,05 J3» 3300 J2 €t 3,40 I1

conduit a la représentation non couplée IX’ J1 oy 3, My 1g Mg Jy m4>>.
Si l'¢on d%sirg di%gonaliser simultanément les opérateurs
Tﬂ, jl ,j2, jS’ ju s J2 et Jo’ il y a lieu d'ajouter deux opérateurs
de moment cinétique supplémentaires pour obtenir un ensemble complet
(car les opérateurs de moment cinétique sont au nombre de huit dans

' w2 ~ T
int ®% Jing » OU Jint
résulte du couplage de deux quelconques des quatre moments cinétiques

-1

et Jint ,
alors une des bases couplées |X J1 3 33 34 Jint J

la représentation non couplée), On prendra 5

de celui des deux moments cinétiques restants. On obtient
. .

int J M s qui

sont liées l'une & l'autre par une transformation unitaire.

Nous allons &tudier plus particulidrement la transformation uni-

taire qui fait passer de la base IK (jl j2)j12’ (j3 jq)j34: J M:> a

la base |Y e ) B > (B dy) day, TM >
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!X (34 ) 343 > (’323‘% 324) jM> é/;z }\OI (343l)941J(33 30334 )JM>

2 &y

X < (4:42) %125 (3334)33&) J} [3433)343) (312’4)32.‘4)3_> y

(3.2)

Dans l'écriture de (3.2), nous avons utilisé explicitement le fait
que les coefficients de la transformation ne dépendent ni de X , ni

de M (ce qui se démontre de la méme manidre que pour la transformation
(1.5

La transformation peut s'effectuer en trois étapes, de la
maniére suivante :

< (é'l 32)3‘12) (2}33‘{) dsv ) J / (3433)343} (gf‘z 3“/)925’ )j>
2.

ﬁnq

< (343?—) ?}42 ) [33 3‘1')313‘4; :}—}34) [?z ) (3335') 33‘1‘] gzgq ) J>

X <34,[21, (4394) 33#] G2y, JJ 1, [?}3 ) (:Jz?q)ézﬁ‘:) d23y, J->

X <ﬁ4,[23) 323“' 324]323% ) 3433)943 B (jzét{ 929’) J> (3.3)

Chacune des étapes consiste en le changement du mode de couplage de
trois moments cinétiques seulement. Par conséquent le coefficient

(3.3) doit pouvoir s'écrire sous forme d'une somme de produits de trois
coefficients du type (l1.11). On a en effet

< (94 32) 2 ) (7}33%) 93‘[ > 3—} 4 J [321 (335[4) 33‘(] 3’23‘{) J.>
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= <[3432)é4z)33¢{ ):]_) 34)(ﬂ2 33‘4)3?_3'~i)j> ) (3.}4)

<&, [?w (4 3”33‘4] d23v, ‘T} t) [3‘3/(&%) Jay 33234; J—>

<4z, (s 34) 93y 2 dasy | 95, (42 du) Joy fazy >
(_1)3?-%3%“ dasy + Jat Jy - Joy

il

f

(3.5)
<33 gay 5 4, 323H}33,(?‘!32)32‘1,9~33‘f>.
et
<4os [4s, (4.4) 31%]323%)j/ Gt s (444) s, ‘T>
= <j}1) (z}_a,ﬂzq)gzs*{, J,(é«?s)243)329)5> 2 (3.8
d'ou
< Ca,,-f}z) 412 (35 3%)93‘1; j} (34 33)243; (32 34) 2, J_>
dog+ oy - 3%"323%
) ?}123‘1 ('1) < (3132) dae, 33‘4/ J 44 (Jlgﬂjg-’-“/ J->
x < (jzj‘f) de0, 425 Jasv J33i (3‘132) d2y, 923">
x (3« 33)343) day, ‘TJ d+) (% 32"’) 323‘!’) \T> ’
(3.7)

L'introduction dans (3.7) des symboles 6j par 1'intermédiaire

de la relation (2.1) conduit i l'expression du coefficient de trans-

formation en fonction des symboles 67 :
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< (40 42) 4, (4 d¢) day » ‘TI (3 23) dus L (309¢) oy, J>

A
5 : -
B [-[2342'F1J (2gsy +1) [2345'*4) (2qu~+4);] 2. () det G~y das
23Y

datdet Jay + Iy htderd, + doay t i+ g+ Joyr J

x (1)

(2323‘!”‘/’)
{34 & dne } {33 Iy gquau & dn %
by I gy h b3y oy dov I oy (3.8)
La phase est égale 3 _
(o) 290t Tt 1+ 2y + Y3y +2d - () ity t 234?.(~4)24’lz+233q+23 (-4)233+232‘i
Hat Uy 203y
= () = (3.9)
Par conséquent
< () ey () day, I( (34%)@43, (?z Jy) az‘hj>
% sy
= [(22141“) (2day + 1) (244 “)(ZJ?,V*")] JZ (1) (2fp3y +1)
23Y
{34 & dnn } {33 3\{ 33%} {343 qu J}
Jax 3 Quay T v toy by 31 Sy ) 7 (3.10)

en utilisant la propriété de symétrie (2.19) dans le dernier symbole
63.

L'unitarité et la réalité de 1la transformation (3.2) conduit
aux relations d'orthogonalité
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2
4 < 4) des (s ) st)j] (4:43) 4, (32314)?}sz>

()t i) dau, j} (4:35) 45, (ngw)gz}t{ )I>:59433’3 sgaq 4y (3.11)

4

et

z < (jqﬁz)gﬂz; [Qséﬂ)évb j[ C3133)343;[?23V)32W;‘I:>
in day

<(ﬂﬂgz)3£lz;[333\4)3’3‘r;3-} (3433J 343)[2}?_3?)32‘-{/ ‘T>:S ) ‘g r - (3.,12)
dedre  dwdsy

4, Symbole 9j de Wigner

Comme précédemment, il est commode de considérer une quantité
proportionnelle au coefficient de la transformation (3.2) et possédant
une symétrie élevée par rapport aux permutations de ses arguments.,

C'est le symbole 93j de Wigner, défini par

W & | °3
&gs A ji\{} - [ (2, +1) (24ay +4)[zg43+4)[23u+4)] z

Ity D

< < Ut B2 00 T Gt () 207>

En vertu de (3.10), il est donné en fonction des symboles 6]
par

.34 jz /[}4?_ 2K 3 3 3
_ s . ) 1 dr ¢ ’B g‘{ R
{/33 7 ésq} o 0 Lk {33\4 J k} {gz 8 31\(}

I day J
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x{&«s doy I } (4,2)
S S

Son expression en fonction des coéfficients de Clebsch-Gordan

ou des symboles 3j résulte directement des définitions (3.2) et (u,1).
On a en effet :

[t g > Gode) g, THS = 2

<4y My dymy | g, S
o my gy g 4 ™M M2 [y My

< b™s ™y oy 3y <y Mo Jav™may) TN )4, ™| 4 L YPRLAN NN

(4.3)
et

)(3433)343, (3&3‘{)32‘1, JH>= Z

My m, fmq ’m,f3 ﬂ’nw

< g M4 33 ™y )6"’13 ""43>

<9y my | d2y Moy > < gy dav “”zw] JH>]34 " lﬂzWA>jésq”3>}3‘fM">)(u. v
d'ou

/E} St s> g gyl Jony Shos fos fufog | THS

' f'g b & du
- Z [ g+ (24 1124 +1) (2454 +1):J {33 ey 33“[} .
ﬂfn js\i 343 32\[ J /42}‘34

<ﬂ4/‘4 jz}‘l )3&}“42 > <?I3}‘3 3‘4}“ J 33?}‘3‘1> <342/42 33“[/‘3‘{ JJH>'

(4.5)
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En multipliant par <3y py 3, pp | 31, m, > < Jg oz Iy Jy / I3y m3u>
et €nh sommant sur /Ml, /«-2, /~3 et /Lu’ on obtient, en vertu de la
relation d'orthogonalité des coefficients de Clebsch-Gordan (II 2.8),

Z <. A A gy > 3 y ™
Fopom fufo g o i ><hs pty | o 7oy

<9«/"4 (E /"3] (L /L‘43> <4 ) 3‘(/"‘%} oy fou > <343/“43 o v I 3M>

ol tae
43 v ¢y
n oy J

= [ @hna) (2454 +1) (24 1) (24 +4J]E

x < g M Qaw(’”sw]jM>'

(L.6)

En multipliant par <_/jl2 m,, j34 msgl J M:> et en sommant sur
my, et my, ., on obtient finalement

4 1 ]
bt s | = [ (et (2 +1) g ) (g +) |
b oy T

om, fmzznn3 my { <34 Ma 31”-”?-’ tn ml/l?.> <?}3 3\4 ™y My ‘33\{ ""3Lr><34zq”4z33t(“"391:m>

Ty My Myy Moy

1
z

<34M4 7 ““3] 3543 ""43> <9¢ my dy My l?zty ”".2\{> <343 M3 Joy Moy /JH>}‘ 64-7)

Le symbole 9j n 'est donc différent de zéro que si les inégalités
triangulaires % (31 j2 jl2)’ ) (j3 Jy Jay?s g\(j13 j2L+ J), g(j1 Ja 313),
g (j2 j,+ jzu) et % (jl2 j34 J) sont toutes satisfaites,

Pour étudier les propriétés de symétrie du symbole 9j, il est
plus commode de remplacer les coefficients de Clebsch-Gordan par des
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symboles 3j.
On a en vertu de (II 6.2) :

1 b dn ~% 4
B W Gy = ]: (24, +1) (245 +1) (2045 +1) (24, +4):f ( 1J44)
ﬂds 32\( J

[ Carn) oy 41) gy o) g w0 2T0) ] 2

my My My ’MLI

{ ( 4)94”91“"42. 3oyt My e Ja + 4 do-dst Mus +Lo-dy + Moy + s ~de+ H

(3; ?:;?_ _2]:;2 \(iz i:lq ~J;q3q>[j:l z:; :TH>[34 33 13 )[dz v day )

f)‘n,’ ﬂns "‘thfj %l frn\r _.'h’)a\{

(?}43 dey J ) (4.8)
ey My M

En changeant le signe de Myys Mgy m 3 et Moy et en utilisant la pro-
priété de symétrie (II 6.8), on obtient

GER]- 2., [k

3 oy my gy
a day 3 ?
(X My May My Mgy H

(_4)*"”42."}”3‘{ ‘m43“m2‘f+lﬁ (94 o )(33 R E ) (.4)342+43¥+J-

My My Mag )\ g my myy

J
(erz Jay 3 )(34 3 413 )(az el Jzt[ ) (-4)343+32\{+ (343 day J )} ‘ |
Mgy May M My My Myy LMy My Wpy My Myy M (4.9
La phase est égale &

L~ 2y + 20 + 2ay + 20 - (M + +M)*('*“43+””aw+”)+ Y

(1)
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(et 2t )= (2 2o+ 20e) + (v 2og +2T)
= (1) = (4.10)

Par conséquent

11 & Gz
B & Ay = Z { (3" & dn )[33 P day )
4y Jov T M, Ang My My my my My, my my s

Mgy Myy O, m”at{ M
(341 T3y j)(ﬁa 1 4 )(ﬂz v day >(ﬁ4332‘f ‘T) .
M My M My My My My My gy My My H

Examinons maintenant les propriétés de symétrie de (4.11).

(4.11)

(1) Permutation des lignes

On a

o)
?: éj, ’Ji = 2 { (33 b dav )(éa h dn >
I B I Ma Mz ™3 M My My gy U my oy g,

My, Mgy My oy M

(33‘1 e J ) (ﬂs da 413 )(?‘J 1o day )(?43 2y j)}
may My, M My My My My, gy Myy Moy M g (4.12)

en changeant les indices de sommation Mys My My, Mg, m, et my, en

Mgy Myy Mgy, My, M, et m,, respectivement . L'application de la rela-
tion (II 6.6) aux 3e, 48 et 5° symboles 3j conduit 3

ol b Wt J + $0 b dne
; ;1 ﬁ/:— ] (-4)3414-3” + dit gyttt ot foy o e b (h19)

943 32¥ J 343 sz J
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On démontre de la m&me manidre que toute permutation impaire des

lignes donne lieu & un changement de signe de

p Wt et bl ot by tint oyt J
(-1) = (1) 5 (4.14)

tandis que toute permutation paire se fait sans changement de signe

/al'l 31 341 >L 33 j\[ 334 h 343 32\( J
AR IR S SO N I A PP AR P by

b G J bty J I
VI & & de Loy sy s ey 3
=) gy T Y= o v 37 YV 4 4 4 b (4.15)
b d G 4 4 4 W day
(ii) Transposition

Par transposition, on entend le changement des lignes en colonnes
dans le symbole 9j. Cette opération n'entraine qu'une permutation
des trois premiers symboles 3j avec les trois derniers dans (4,11),

par conséquent

b & 2 b B i
1 ™ 33‘{ = ﬁz H ?2_\1 g (4.16)
9"3 32‘( J 341 93\{ J

(iii) Permutation des colonnes

La combinaison de (%#.15) et (4,16) montre que toute permutation im-

paire des colonnes donne lieu & un changement de signe de (-1) s

tandis que toute permutation paire se fait sans changement de signe:
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I P P " o 4 n Y e & 4
1 e day = [-") W A Jay = (~”) ds v 4s
%39” J Tax %3 J J Aoy &3
7L 3’1 341 3?— 31 &[4?_ 34 ﬂ'lz ﬁq ﬂz
) T s g CEO IO AR R I P N NI O (4.17)
Iy by I 4n J dn Qv

Le produit des six opérations (4.15) avee les deux opérations (4,16)
et les six opérations (4.17) conduit donc 3 septante~deux opérations
de symétrie qui changent tout au plus le signe d'un symbole 9j quel-
conque.

Les relations d'orthogonalité (3.11) et (3.12) conduisent,

en raison de la symétrie par transposition (4,16), & une seule rela-
tion pour les symboles 93 :

1 tn 4 b 311
ya (24 + D2y +1) (R +1) (2 1) 4 9 92 49 oy

. | ot 3 g3

J .
343 3,43 ?}zts 31% (4.18)

Lorsque 1'un des neuf moments cinétiques, qui interviennent
dans la définition du symbole 93, est nul, ce dernier est proportion-
nel d un symbole 6j, Par l'usage des relations de symétrie, on peut
toujours amener le moment cinétique nul i la place de J, par consé-
quent il suffit de considérer le cas ol J = o. La relation (4.2)
s'écrit sous la forme
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b e
{’a’s b Y= (4)ZK (2k+4){34 b j’“} {ﬂa &y 33%}{313 Ty o}
o by J s by o k) Uk gy J Uk g, g 0819

ol
3 d2 da 4 4 z
{ ! d 15 = gfg dne 3 } en vertu de (2.13)
Qg o X By K oo
34“‘32_*342.
=5 S (1) en vertu de (2,2u4), (4,20)
Kb b
V(g%+1)(2&2+4)
{'343 oy © ]J__ {343 3 43 } tu de (2.18)
- en vertu de (2,
K d ok K day o
Prlstdns
(1)
:'SK S en vertu de (2,24), (4,21)
1 twdas \/(%M)(Q%M)
{ 3 I3y B_= & K b oy } en vertu de (2.12) et (2.19),
2 K oy T d tay

(4.22)

En combinant ces diverses relations,on trouve

{ﬂa 31 342. } S ( 1)3?-*'33 + 341’*443 3
Jody oy b= S I 3t 341}_ 23y
,&4} hay o by dn  duda \/(23424-4) ("f-d::‘.’;"H) { 4 43 in
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5. Couplage 1l-s et couplage j-j

Considérons deux particules de spin 1l dans un champ central.
Ce sont par exemple deux électrons d'un atomezou deux protons ou
neutrons d'un noyau. Les particules sont placées dans deux crbites
de nombres quantiques n, ’Ea et an'[b respectivement, Le moment
cinétique total du systéme résulte de l'addition des deux moments

cinétiques orbitaux et des deux moments cinétiques de spin :

(5.1)

ToL .0,

pa] >
+
o>

On utilise couramment deux modes de couplage différents : le couplage
g-s, dans lequel on additionne d'abord les moments cinétiques orbi-
taux d'une part et les spins d'autre part, et le couplage j=j, dans
lequel on couple d'abord le moment cinétique orbital et le moment
cinétique de spin de chaque particule.

Pour obtenir la fonction d'onde totale du systéme de deux
particules, il y a lieu de tenir compte en outre d'une condition
supplémentaire, liée 3 la statistique & laquelle obé&issent ces parti-
cules. Des particules de spin 1 sont des fermions, par conséquent
leur fonction d'onde totale do%t étre antisymétrique par rapport 3
la permutation des particules. Dans la représentation non couplée,
elle s'écrit sous la forme

| bomp Lomg oy L g 4 "“SL>A

]‘lm,ll mjz mS¢>mLPLmEL%MSL>

‘1]

ety g gy by >

(5.2)

dans laquelle on convient d'écrire, dans un vecteur non antisymétrisé,
les nombres quantiques de la particule 1 en premier lieu, ceux de la
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particule 2 en second lieu :

| ™ ™, 3 Men > ny, 4 mpy ""EL>

= Yol m

(7,) 7(%& (1) V/’“LQL““P;, (2,) 7(,,.,,% (), (5.3)

1 R PL ™4, iz.” s, , M Qﬁ ", iz' %$a>

= Yol my, (%) ?["”SLM “;P%QQ mg, (%) 7(,,,,& (). (5.4)

Notons que les nombres quantiques des deux particules ne peuvent &tre
identiques, car dans ce cas la fonction d'onde (5.2) s'annulerait.
Ceci est une conséquence du principe d'exclusion de Pauli, selon
lequel deux fermions ne peuvent occuper le méme état quantique indi-
viduel.

Nous allons étudier maintenant la construction de fonctions
d'onde antisymétriques dans 1l'un et l'autre modes de couplage et les
relations qui existent entre elles.

5.1, Couplage E-—s

La fonction d'onde totale est caractérisée par les valeurs
du moment cinétigue orbital total

L - Eq,+@ (5.5)

et du moment cinétique de spin total

g -

Avant l'antisymétrisation, elle est donnée par

1
- . 6
+ 3 (5.8)

o) >
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|l g m B L LSTHS - Z LM SHTHS

I%%‘“LP&LML>)4 = SM> (5.7)

\’YL“Q& MLQLL HL> = "h% ? <P,a_’7nP& PL mﬂ:l LHL—> jm“- E“- ,mpét) th PL /M'EL> (5,8)
RS

est la fonction d'onde orbitale et

4
. m —
z Sa 2

42845 & <

s Msl

S> li'iqnsa/iz.msl,> (5.9)

la fonction d'onde de spin des deux particules. L'antisymétrisation
conduit & des résultats différents suivant que les particules sont

ou non équivalentes, c'est-d-dire suivant que (na,ea) et (nb Rb) sont
égaux ou différents,

(i) Particules inéquivalentes

Une fonction d'onde antlsymetrlque normée s'obtient 3 partir
de (5.7) en luil appliquant l'opérateur [1_ ], ol P12 est 1'opé-
rateur de permutation des deux partlculeso L'actlon de P12 sur les
fonctions d'onde orbitale et de spin, prises séparément, est donnée
par

B I Bt D 2 limg b (LM Iy g

"o M “(5,10)
et
I ESHS o T K g [ SIS [ b s

"sa Ms,



g1

Par conséquent

LA m A LTINS - 2
I’na. 2 2 )mL L 2 7 H>A ﬁngmm% /ms& MSL
Mt'.. MS

CEme g moy | SMS CLH S M| THS Jnelomg, S, QL”"&%’"'sL}q)cs,lz)

en tenant compte de (5.2).

<l mp, 4 mgL’LHL>

Les valeurs possibles de S sont O et 1 ; & S

= 0 correspond
J =L et a8 = 1 correspondent J =

LetL 1l, A une valeur donnée
de J sont donc associées en général quatre valeurs du couple (L,S) :
(Jy, o), (J=1, 1), (J, 1) et(Jsl, 1).

(ii) Particules équivalentes

Quand (na_gm) = (nb Qb) = (n'Q), les relations (5.10) et (5.11)
deviennent

1]

PoolobLy, > m:L%,E <y L JLH,S [l alg

"

Z, <R%/2Rfm£lL HL> ]%meg} 'npfm/ﬁ>

MQMQ
= U)z&L Z’E < Amg EMIQjLHL> !”‘P”"E,’“P’"’IQ>
Mg m
bl 2
) (-1),7_ , (%g) LML> (5.13)

et

P l) S = 2, <Em b [SH) [4m im)
Z Lo [SHOS | Tl

< SP&?> J%nﬁf%'mé>>
= (1) ](%)ZS M5> - (5.14)

]
M
N\
Po} =
=
Vi~
b~
=
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Dans chacune des relations , on a utilisé successivement une permuta-
tion des indices de sommation et la propriété de symétrie (II 4.13)
des ccefficients de Clebsch-Gordan. On obtient par conséquent

L41.8
P Loty Lsany < 0T iy LT

S by LSTNS

n

(5.15)

de telle sorte que la fonction d'onde (5.7) est antisymétrique & con-
dition que L + S soit pair :

[ LY LSTHY = (5] LSTHY 8 LS peins (g,

Ceci réduit donc les valeurs possibles du couple (L, $) pour une va-
leur donnée de J. 8i J est pair, les valeurs admises de (L, S) sont
(J, o), (J=-1,1) et (J+1,1). Si J est impair, on a seulement (J,1)}.

La notation spectroscopique usuelle pour L, S et J est 28+1LJ,
ot l'on utilise, pour indiquer la valeur de L, l'une des lettres
S, Py Dy Fyeoso (ef. chap., II § 1.1). Les exemples du couplage d'une
particule dans une orbite d (L= 2) avec une particule dans une orbite
f (£.=3) et de deux particules dans une orbite f sont donnés dans les

tables ci-dessous.,

Table des valeurs possibles de L, S et J pour une particule d et

une particule f.

L S J 25+,
1 o 1 P,

1 0,1,2 v, %Py, °P,
2 o 2 ‘D,

1 1,2,3 *p., °p,, g
3 o 3 1y
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1 2,3,4 ,, °F,, OF,
L o L lGL}
1 34,5 ‘e, ey, s,
; 1
o 5 H5
3. 3. 3
1 4,5,6 H,» He, “H

Table des valeurs possibles de L, S et J pour deux particules f

L 5 ; 2541y
o} o) 0 180
1 1 0s1,2 v, °p, b,
2 o 2 'p,
3 1 2,3,4 °F,, 3F3, °F,
4 o 4 lGLL
5 1 4,5,6 *H,, 3H5, 3H5
6 o} 6 116

5.2, Couplage j-3J

La fonction d'onde totale est caractérisée par les valeurs

des moments cinétiques totaux des particules dans les deux orbites

— 1
@ = s T (5.17)
- Tt
TR 5 (5.18)

Avant l'antisymétrisation, elle est donnée par



9y

[l S m Uy TS 2 Lyom g | TMN

ORI
l’%eo.%ﬁk"“a.)“‘i,gl,%jj,’”"l,>) (5.19)

ol

]magk di jc\/m”"> B ’HQZ.“”_Q <E¢ rmga i?: {msa,] j&m&> I T Pa' tm'gﬂ- jé- m‘s"~> (5.20)

est la fonction d'onde totale de la particule 1 dans l'orbite nalea_et

Il fumye MZM L lumg my gy Inlmg Sy o,
l) S

celle de la particule 2 dans l'orbite nb-eb. Comme pour le couplage
{-s, l'antisymétrisation conduit & des résultats différents suivant

que les particules sont ou non équivalentes, c'est-d-dire suivant

que (n P 3

a “a

Q) et (nb Qb ]b) sont égaux ou différents,

(i) Particules inéquivalentes

L'action de l'opérateur de permutation P12 sur la fonction
d'onde (5.19) est donnée par

?42 \%fa% T mLQLiZ.a{L J'M>: (MZML <o 4l me}J"H>

)mEEL%jL Q“L) mﬁga%?ja '”’A> . (5.22)

Par conséquent, la fonction d'onde antisymétrique, obtenue par 1l'ap-

plication de 3___[1_ ’EAz] , est égale &
2



[ bt by I, - Z <homy, G [gomey

Mqa_

""€1, sp Mb

Clymyy & ms [y g gy [T [l mg S il 3 g

(5.23)
Les valeurs possibles de ja'et jb sont jw = '%;i i et
iy =-ﬂb + % respectivement et celles de J sont ljm - jbl f Jo jbl
+ 1, sa6 jQ_+ jbo A une valeur donnée de J sont donc associées en
général quatre valeurs du couple (jm’ jb (£Q~.. L*“‘)

(EG- aJQL“”“)) ('Pﬂ—‘l':{g‘_z QL‘:’S_') et (&J’%,PL‘FE)'

(11) Particules équivalentes

Quand (nalga'ja) = (nb eb jb) = (n Qj), la relation (5.22)
devient

?42 “”"R%j) 3H> - (hme, <3MJMJJJM>I%E%3%/)'”€%3%>

i

2, g e [ TH b g mdiget

i

- J /
R EL YR PR

"

J
NN RCIERY I (5.24)

en utilisant successivement une permutation des indices de sommation
et la propriété de symétrie (II 4.13) des coefficients de Clebsch-
Gordan. Par conséquent la fonction d'onde (5.19) est antisymétrique 3

condition que J soit pair :

](ng)zmx =](»n9§3')ZJH> sio Jopair. (5.25)
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La notation spectroscopique usuelle pour deux particules en
couplage j-j est n, E g J , ol l'on utilise pour indi-
quer les valeurs de i& ﬁ} -Q s f}une quelconque des lettres s, p,
d, fy... (cf. chap. II § 1. l)° Les exemples du couplage d'une parti-
cule dans une orbite d avec une particule dans une orbite f et de
deux particules dans une orbite f sont donnés dans les tables ci-

dessous,

Table des valeurs possibles de ja’ jb et J pour une particule d

et une particule f

ia Ip J Qlja, ijb J
3 3 t d3/2 f5/0 1
2 d3/2 f5/2 2
3 d3/2 T5/2 3
4 A3/2 f5/2 %
2 z 2 9372 f7/2 2
3 d3jg f7/2 3
t d3s2 fg/2 %
> d3/2 f7/2 3
5 3 ° A5/ T5/0 ©
1 d5/2 T5/2 L
2 dg/2 T572 2
3 d5/2 T572 8
” dgro T5/p M
5 d5/2 f577 S
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5 7 1 a £ 1
> = 5/2 Y772
2 de/p £7,0 2
3 dgsp T9/0 3
4 dgyo fq/0 4
5 dgso T7/2 S
6 A/ f9/2 6
Table des valeurs possibles de ja’ jb et J pour deux particules f
3a iy J --Eaja bij
5 5 o (f )20
> > 5/2
2
2 (£ ,,07 2
2
4 (f5/2) L
% % 1 £570 772 1
2 £c/20 $7/2 2
3 fey0 £7/, 3
4 £op0 £7/0 ¢
S £5/0 £q/0 8
§ f5y2 £9/9 6
2
7 7 o (f 37 o
7 a 7/ 2
2 (£,,,0° 2
2
4 (£,,,0% 4
6 (£.,.)% 6
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5.3. Passage d'un mode de couplage 3 1'autre

L'utilisation de 1'un ou de 1'autre mode de couplage dans un
probléme physique particulier dépend de la nature de 1'interaction
résiduelle W. Il est en effet souvent plus simple de calculer les
éléments de matrice de W dans une des représentations plutdt que dans
l'autre. Il peut arriver également que W se compose de deux termes et
que l'un de ceux~-ci ait des &léments de matrice plus simples dans une
des représentations alors que pour l'autre terme il soit plus commode
d'utiliser l'autre représentation. Il est alors nécessaire de pouvoir
passer d'une représentation & l'autre. Cette transformation met en
jeu un changement de couplage de quatre moments cinétiques et se fait

donc au moyen de symboles 9j. Pour les fonections d'onde non antisy-
métrisées, on a

bl AT THD < & [ e g (2Len)(2S00) |

2. ’Lé

T da
014 ]m&ea%mLEL%LSJH> (5.26)
L s J

et

b LTS 2 [ peniageneLiese):

7
'Eq,/'fz 30. —_
A4y ]%Q %}a ’“LQLAZEJLJH>' (5.27)
L §$ J

La transformation des fonctions d'onde antisymétrisées se déduit aisé-
ment de ces relations.
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IV PROPRIETES DE TRANSFORMATION PAR ROTATION

1. Paramétrisations des rotations

Puisque le moment cinétique d'un systéme est intimement 1ié

3 ses propriétés de transformation par rotation, il convient d'étu-

dier celles-ci de manidre détaillée, Nous commengons par quelques

rappels élémentaires sur la définition des rotations et leurs para-
métrisations possibles.

Rapportons l'espace & trois dimensions 3 un triédre cartésien
dextrogyre 0 x y z =

0 x; x%, X3. Désignons par él’ 62 et &, les
vecteurs unité dirigés suivant les trois axes,

. )’13)

Un point P de coordonnées x

_ >
:X—:. = Of = Z a. &
Lz

1% X553 X3 est repéré par le vecteur

(1.1)
ou X = €. x (1.2
*1

en utilisant la notation matricielle & = (El, 52, 53) et x = | %, |-
*3

Une rotation du systéme de

donnée de l'axe et de l'angle de rotation. Soient n le vecteur unité
dirigé suivant l'axe de rotation et ¢

gle de rotation (par convention, &

coordonnées est caractérisée par la

la valeur algébrique de 1l'an-
est positif si la rotation fait
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progresser une vis a droite dans le sens de R). & varie dans le
domaine - < ® < .

<o

Nous désignerons la rotation par R (E, % ).

Les rotations d'un systéme de coordonnées satisfont les postu-~
lats d'existence d'un groupe

(1) l'application successive d'une rotation R1 et d'une rotation
R2 donne lieu & une rotation R3 ’
R3 = R2 Rl H (1.3)

(ii) la loi de composition des rotations est associative, c'est-3-
dire que

(Ry Ry) Ry = Ry (R, Ry) 3 (1.4

(1iii) le neutre est la transformation identique 1 ou rotation
d'angle nul,

R4 = 4 R = R ; (1.5)

(iv) toute rotation posséde un inverse, la rotation de méme axe et
d'angle opposé,

RY (R, &2 ) = R (0,-%F). (1.8)

1

. 1 ¥ ¥
Soient Ox €,

1
1 ¥ X3 le nouveau trié&dre de référence, gy

! c s ma e .
et €3 les vecteurs unité dirigés suivant les nouveaux axes et
1 T T

Xys Xy Xg les coordonnées de P dans le nouveau tri2dre.
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) %3
3 P (%4, %, %)
!} ] t
= {14;9(1)7"5)
e -
3 T ;
"él — 'X«L
3 CZ.
3 x
- 2
.70 .
2
€4
Xa
f
%

Tout changement de base se faisant au moyen d'une matrice
3 x 3 o, réelle et non singulidre (det a # o), on a

¢ = 31 55 %4 1.7)

ou

|
n
©l
B

) (1.8)

oy}
i
<}
a

(1.9)

Dans la nouvelle base, le vecteur X s'édcrit sous la forme

/ }

. o=.e. x (1.10)
et ses nouvelles coordonnées sont données par

!

o= & X (1.11)

Le changement de base induit par une rotation du systéme de
coordonnées a pour propriétés de conserver la longueur des vecteurs
et de transformer un triddre dextrogyre en un autre triddre dextrogy-
re, Examinons quelles restrictions imposent ces conditions & la ma-

trice a. La longueur [Q, du vecteur x est définie par
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2
z T ~
L=

oG ~ désigne l'opération de transposition. Son invariance, exprimée
par

T .2 o= %L ox (1.13)
entraine en vertu de (l.ll)‘que

ai - CL = a., ] a: =z ﬂ_ . (1.1”‘)

Les matrices qui jouissent de la propriété (1.1u4) sont dites ortho-
gonales. Comme pour ces matrices {(det @)2 = 1, elles se séparent en
deux catégories suivant que deta = + 1 ou - 1, Les rotations corres-
pondent & la premiére classe. En effet, on pe?t passer d'une maniére

t 1

continue du triédre O X, X, X5 au triédre 0 x X, X5 Ppar une succes-

sion de rotations infinitésimales, ce qui revient a dire que l'on
peut passer de manlére continue de la transformation identique 3
n'importe quelle rotation. Or la transformation identique correspond
da=41 et a partir d'elle on ne peut aboutir qu'a des transforma-
tions pour lesquelles det a = + 1, Les transformations pour lesquel~
les det & = - 1 sont les rotations-réflexions, qui combinent les ro-
tations avec l'opération d'inversion x' = -x et qui font passer

d'un triédre dextrogyre & un triddre lévogyre. Nous avons donc &tabli
que les rotations d'un systéme de coordonnées correspondent aux
matrices orthogonales & déterminant + 1, appelées aussi matrices
orthogonales unimodulaires. La matrice associée 3 une rotation est
définie de fagon unique. Réciproquement, & toute matrice réelle,
orthogonale, unimodulaire correspond une et une seule rotation. De
plus, au produit (1.3) de deux rotations est associé le produit des

matrices correspondantes

Q. = a. a . (1.15)
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Les matrices 3 x 3 orthogonales dépendent de neuf paramétres

qui doivent satisfaire les relations (1.14), c'est-a-dire
3 3

2 a,. a =La.-¢.=g.~ (1.16)

21 ¢ JL {=1 4 QJ ck

Le nombre de relations indépendantes est égal & 6, de telle sorte que

les matrices orthogonales ne dépendent en fait que de trois parame-

tres indépendants. On peut prendre pour ceux-ci deux des composantes
2

Mys N,y Dy de # (n1 + n, + ng = 1) et l'angle de rotation & . Nous
désignerons la matrice a correspondant & une rotation R (ﬁ,é;) par
a (fi, € ). Notons que

(1.17)

Ecrivons les matrices a correspondant aux rotations autour

des axes de coordonnées. Pour une rotation d'angle & autour de

l'axe §3 s représentée dans la figure ci-dessous, on a

/ ) .
964=X4Co®§+123m§)

X, =~ SmE 4 A, > P (1.18)
/
?(-3 - 23 >
d'ou

(1.19)
o ¢ 4
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Pour des rotations d'angle $ autour de él ou éz, on trouve d'une
maniére analogue que

A =} (]
a (g, %) =l 0o w?® s ¥ (1.20)
o _Sbi-.§ co_i;i
Lo & o _Sm P
et CL(E;) %): o 1 o . (1.21)

¥ o e F

Pour une rotation infinitésimale autour de 1'axe &5 , clest-
d-dire pour une rotation d'angle d€ infiniment petit autour de 63,
la matrice (1.19) devient

4 d& o
a (g ,d2)=(d8 1 o (1.22)
o e el

et la transformation (1.11) se récrit

X 4 o .M o x,
le - ﬂ — Af% i © [~ x‘g_ (l 23)
1’3 o o (e 9(.3

D'une maniére générale, une rotation infinitésimale d'angle d¢

autour de N donne lieu 3 la matrice
4 md®  _m, dP
a,(ﬁ}d{,g): _'?150{.% A m, ol.%

.2
m, d® _m dE 4 (1.28)
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correspondant & la transformation

x, = ok dé(vaz). . (1.25)

Dans ce qui précéde, nous avons étudié les rotations du systé-
me de coordonnées tout en maintenant les points fixes. Il est &vident
qu'il existe une autre manidre, complétement équivalente, d'envisager
les rotations, qui consiste 3 faire tourner les points autour du
méme axe, mais en sens opposé tout en maintenant fixe le triddre
de référence. Si au point P de coordonnées Xys X,5 X, dans le
triédre O X1 X, X5,nous faisons correspondre le point P', qui
s'obtient & partir de P par une rotation d'angle -& autour de I,
les coordonnées x' de P' dans le méme triddre s'obtiennent & partir
de x par l'application d'une matrice b (fig, - &), identique 3
a,(r'zs,§ ) ¢

/ —
= b(m_%)x | : (1.26)
L7 - &) a(®, ). (1.27)
=<
3 5 %
E‘; T("q,x?_,%)
kag’xz)w;)
>— X,
'{; 1

X

%

A titre d'exemple, considérons le cas d'une rotation des

pecints autour de 1l'axe €5 » représentée dans la figure ci-dessous,
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Les coordonnées de P' sont liées 3 celles de P par des relations

identiques & (1.18) et par conséquent

o P Sh1§ o
b(g,-8)=a(5,8): |k wd o |. (1.28)

& o

(2N

Une rotation donnée R (A, ® ) peut donc &tre concrétisée de
deux maniéres complé&tement équivalentes : soit par une rotation
du triddre d'angle ® autour de N, les points restant fixes, soit
par une rotation des points d'angle -& autour de n, le triédre
restant fixe. Dans le premier cas, lui est associée la matrice
a (i, € ), dans le second cas la matrice b (i, -$). Il est donc
clair que lorsque l'on donne un axe et un angle de rotation, il v a
toujours lieu de préciser si 1l'on envisage la rotation du triddre
ou celle des points.,

Au lieu d'utiliser comme paramétres des rotations deux des
composantes de n et l'angle de rotation, on peut choisir également
les trois angles d'Euler « , @ N X s Il existe diverses conventions
pour définir ces angles. Nous adopterons ici celle utilisée par

.-’f) “- —'""*'\ - - - - o -
[ Wigner, Considérons nne rotation du trié&dre ®y Xy Xg conduisant au

nouveau trid&dre xi xé x; . Cette rotation peut &tre effectuée en

trois étapes

(i) une rectation de X, %, %y d'angle X’ autour de gs conduisant
au trieédre x£ x; xg 3

(ii) une rotation de x£ xg xg d'angle F autour de ég conduisant
au triédre xi" xzf xé" H

(11i) une rotation de x{'xg'xé" d'angle « autour de ég'conduisant

5 ! i §
iedre x.
au triedre 1 x2 X3 o
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-l —t

ey 2y

Red

e
Les angles « ’F » | varient entre les bornes 04« £ 2% , Os?f{i? et
0<¥g2m,

Par la rotation R (8,4, ¥ ), les coordonnées x d'un point
P se transforment en

n

x o= oa(f,Y) x| (1.29)

w Y sm{§ o
alt,,¥) = ~Sinf en § o (1.30)

o) 0 1

en vertu de (1.,19). Par la rotation R (Eg ,F )y, x" se transfor-

ne en

i |

' - a (B, p) " (1.31)

= epe *S%F
a'(ez,ﬁ>= o 1 o (1.32)
SMH(S o 06‘3(_5

- - 1t
en vertu de (1.21). Finalement, par la rotation R (e;',d ), % se
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transforme en

/ ~i n
x' =z a (e Jel) X (1.33)

(1.34)

Par conséquent, par la rotation résultante

R, )= (3%« RE. Rig,Y), (1.35)

les coordonnées x de P se transforment en

w2 - a_(‘,(,{;)}g) 22 (1.36)

-~

ou

wle,pY) = @ (34,<) al2h0) a (3, )
ol Cop Co) o 2o Y O Cafp Qe § 4 Dvinel me( ™ o&u(s
- ._OMMCQ[BCOE.-CQO(’J“"\K ~ v o o f tox tal ool afo |«

o»‘m(S(.ob’ q:,;.(s'b:)mb’ Cn(_‘.

(1.37)

La composition de deux rotations d'angles respectifs Cxl’(gl’
Xl et ol 4, &2, Xz conduit & une rotation d'angles A 55 P3, Xa

R(da)[shz@): K(rle(sz,b’?_) R(qq,[s,,,m), (1.38)

Les relations entre les angles ne sont pas faciles 3 écrire. Par
contre la matrice associée a la rotation résultante est facile &
obtenir : c'est le produit des matrices associées aux rotations

composantes :

a(ets, b3, ¥3) = a(%fz,?ﬁ) a(ocq}fsﬂ)}(,ﬁ). (1.39)
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Les relations (1.35) et (1.37) fournissent un exemple de compositicon
de rotations puisqu'elles pPeuvent se récrire sous la forme

R(o{)[&,}f): K(u{)o}o) R(o)[s)c) E(o)o)b’) (1.40)

et

a(«)r;)}g) = a(«,0,0) a(o)[s)o) Q(o}o}b’). (1.51)

Un autre exemple de composition de rotations est

R{go,0) = R(“K)"‘[s,"d) R(d,[sj): R[a(,/}!h’) (R(_KJ._/S/_.D() , (1.42)

qui exprime le fait que la rotation inverse de la rotation d'angles
(o ,F » § ) est la rotation d'angles (-¥ -fs - «) :

R—"(oe,f,pf): RE-¥,-p, =) = R{-¥,5,0) JONRS R[o/o/_x)_ (1.43)

2, Effet d'une rotation sur un systéme physique

Considérons une rotation R (A, &) et visualisons-la par une
rotation du systéme de coordonnées d'angle é;_ autour de fi, les

points du systéme restant fixes. Téutes les grandeurs physiques at-
tachées aux points du systdme le restent au cours de la rotation,
Considérons d'abord le cas le bPlus simple qui est celui d'un
systéme physique constitué d'une seule particule dont 1l'état est
représenté par la fonction d'onde 'vfx) dépendant seulement des
variables d'espace x [v(x) est appelé champ scalaire). Aprés la
rotation, la particule est dans un autre &tat représenté par la fonc-
tion d'onde qj(x) qui se déduit de 4 {x) par l'application d'un

certain opérateur PR

A x) = ?R A (%) . (2,1)

La valeur numérique de la fonction d'onde en un point donné reste
constante au cours de la rotation, ce qul signifie que la valeur
de fy en P dans le premier systéme de coordonndes est égale a
celle de f*' au méme point P dans le second systéme de coordonnées ;:
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Vi) = 4 (x) (2.2)

2 = a,('—ﬁ)%) z . (2.3)

En remplagant dans (2.2) et (2.3) = par gt b
avec (2.1), on obtient

A(x) = TR Y (=) = “HRJx)« (2.4)

Comme exemple, supposons que

Vi) = N e [G-a) + 50 "f]

OU @ est un paramétre et N la constante de normalisation, et que

et en combinant

(2.5)
>

R (R,¢) = R (és,g;)n Un point de coordonnées x avant la rotation a,
aprés la rotation, les coordonnées
} -
¥ (2.6)
X, = =%,
i
’Jc} = 9{,3 -
!
o x x.
3 ! 3
3 x,
C,o..tk,o)
!
Xy . 2 - " 2

a",DJD) (OJ"'O“.'O)

_ ,/ , I
4 (=) tx)
En vertu de (2.2), (2.5) et (2.6), on a

Vs
[ ' 1 i 'L
[..'xz_a) + g %Ay

/

=

1 q][,/(;._)

W)= lx) . Na“ (2.7)
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et par conséquent

/ “["41"“ (xz+‘1jl+ 9‘31J
vy N e : (2.8)

Les surfaces & Y constante sont des sphéres centrées au point C (a,0,0),

-~

/
celles & 4 constante sont des sphéres centrées au point C (o0,-a,0).

L'opérateur de rotation PR est un opérateur linéaire :

Be Lot s atym = a o (R e 0, 3, (87

=2, £ 4 (x)sa ff_’K " (x). (2.9)
Il est de plus unitaire :
- + +
-7 - (2.10)
S N P S

car les fonctions d'onde -y(x) et yf(g) sont normées.
Si 1'on effectue successivement deux rotations Rl et R2 et

que
li
yix) = T (x)
R, (2.11)
“%u(x) _ ?R ’L},((x))
2
alors & la rotation résultante
correspond la transformation
" 2.13)
(x) = L (2)= T, T (x) (
Y R, YIM = o Te ¥
et par conséquent le produit des opérateurs de rotation
Y., - L. P . (2.1%)
Ry R, R,

Tout ceci se généralise sans difficulté 3 un systéme de n
particules, la fonction d'onde Y‘(x(l), x(z), cee 3 x(n)) se trans-

formant dans la rotation R en
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) { 4} {m) 1 -1
«F/(x“)-.-) X'n)): f& "{/(2[)...)7{, ):/\Il’(ﬁ 9('{))"')R 1[7‘})_ (2.15)

L'opérateur de rotation PR jouit comme plus haut des propriétés
(2.2), (2.10) et (2.1u).

Il nous reste maintenant 3 déterminer la loi de transformation
des observables. Soit Q une observable et Q' sa transformée dans la
rotation R. Physiquement, 1'observable Q représente une opération de
mesure et la transformation de Q en Q° correspond & la rotation des
axes de coordonnées, le systé@me physique et 1'instrument de mesure
restant fixes. Par conséquent, la valeur moyenne des mesures de Q
effectuées sur le systdme dans 1'état représenté par la fonection
d'onde y{x) est égale & celle des mesures de Q' effectuées sur le
systeéme dans 1'état représenté par la fonction d'onde 4%72) ,801t

J«sz) QY@ dx = J«y”‘m Q' w'(n) dx . (2.16)

En vertu de (2.1), cette relation s'écrit

M" () @ ) dx - J«V‘m (206" B ) 4tn) o (2.17)

Comme elle doit &tre vérifide quelle que soit 4}[x) s On a

+ ;
6. 2 QT

c'est-d-dire

, +
Q= T, QT . (2.18)

) (2.18)

En particulier si une observable S représente une grandeur
scalaire, c'est-3-dire une grandeur invariante par rotation, elle
posséde la propriété

. P.S ES =9 (2.20)

quel que soit R, Puisque PR est unitaire, cette relation se récrit

[YR)S];O. (2.21)
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Donc une observable invariante par rotation commute avec tous les
cpérateurs de rotation. C'est le cas notamment pour le hamiltonien
d'un systéme de particules indépendantes dans un potentiel & symé-
trie sphérique.

Un autre cas intéressant est celui des opérateurs vectoriels.
Commengons par étudier la loi de transformation de 1l'opérateur x
de composantes (x__)

op’i

rateur (Xép)i est le transformé par rotation de 1'opérateur (Xop)i

et 1l'cn a donc en vertu de (2.19)

(X'Joi:,);_ = IR (x"l”)l, ?+ . (2.22)

%
i=1, 2, 3, Pour chaque valeur de i, 1'opé-~

Pour que la théorie soit Sonsistante, il faut que l'opérateur ﬁop
se transforme par rotation de la m&me manidre que les &tats sur
lesquels 1l agit ; par conséquent iép doit &tre équivalent & R-liop
et dés lors

(’t’ioF)L = % (a’d)gj (xo}:’);} = %‘ a'g{, (xoja)j . (2.23)

Nous sommes donc arrivés au résultat assez paradoxal suivant lequel
l'opérateur de position iop se transforme au moyen de la matrice ot
alors que la coordonnée d'un point x se transforme au moyen de la
matrice a-. En exprimant ceci autrement, cela signifie que les compo-
santes de iop se transforment comme des vecteurs dirigés suivant les
trols axes de coordonnées (cf. (1.9) ).

Par définition, on dira que trois opérateurs Vs i=1, 2, 3
constituent les composantes d'un opérateur vectoriel V si les opé-
rateurs transformés Vi satisfont & une loi analogue & (2.23), c'est-

d-dire si

j N . N - - - a .
VL““R\{TE“aZa“ujvg‘% ¢

A titre d'illustration, considérons la transformation de 1'o-

\/3- ) (2.24)

S

pérateur gradient V . Posons

$ (=) = V. ¢ (x) (2.25)
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et appliquens & cette relation 1'opérateur P On obtient

R
.-+..
Podw= (2,7 27 ) (2 y i) (2.26)
ou
4 / -1
o (%) = V. YR ). (2.27)
Mais en vertu de (2,25)
A
#)l, (_R. 'Z) = v(£_42J
d'ou l'on conclut que
; PrS
V. 2y LT a7
o Ve Tapem Gt 5% Y (2.29)

en accord avec la relation (2,24). Dans la dernidre &tape, on a uti-

’1{/('2'49(.) , (2.28)

.
L

lisé la propriété

A
% = 2 2, (Rx), . (2,30)
I1 est important de noter que
VL% 0 ;—)———— . (2.31)
RE% D(Rx)l;

3. Opérateur de rotation infinitésimale

Une rotation quelconque peut s'obtenir par l'application d'une
succession de rotations infinitésimales, c'est-3-dire de rotations
pour lesquelles l'angle ¢ est un infiniment petit. Pour cette rai-
son, nous allons d'abord chercher la forme explicite de l'opérateur
de rotation pour une rotation infinitésimale.

Considérons le cas d'une seule particule envisagé dans le
§ 2. Suivant la loi (2.4), la rotaticn R (53,§ ) d'angle ;5 autour
de 53 transforme la fonction d'onde’% (x) en

o= g laly,-2) z) (3.1)
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clest-d-~dire

'ER HL [x’llllexl) = ’7[/ (zq C"D%*-xe_’g{”’? §Jx,1 Siﬁ%%‘*z CV)..EJQC3> . (302)

En particulier, la rotation infinitésimale R (e3, dé? Jdonne, si 1'c
s'en tient aux termes du premier ordre en d® dans le developpement
de Taylor du second membre autour du point (xl, X x3) :

?R '\71’ ('JL,“?CZ"XB)’.:: "71’(%4—7‘2‘;% > % G‘,‘i;i“}"xz_)x3>
o 2 W
o Af/(xq,xz)xl)“d@{x&%] -x __—.)

-1 'D‘):a
=~ (440dE %)/%(x”oc?_):t_;) ; (3.3)
ou €3 est la composante suivant Xy du moment cinétique orbital de

la particule. L'opérateur de rotation infinitésimale se met donc

sous la forme

_ = 44 1dE L, (3,4)
(ER(ebdﬂ ¥ 3 -
Le méme argument appliqué 3 la rotation infinitésimale autour de n
donne
P oy o= A1 cdEALL (3.5)
R(7,d¢)

On trouve le m&me résultat pour un systdme de n particules. Il suffit
de faire sur la loi (2.15), la mé&me manipulation que celle qui vient
d'@tre faite sur la loi (2.4), On trouve

fR(@,J§

et plus généralement

iER(ﬁ

L
expressions dans lesquelles |. est le moment cinétique orbital total

) = 4 +idE LS (3.6)

45 - 4+cdP a7 (3.7)

du systéme,
Lorsque le systéme physique possdde d'autres moments cinéti-
ques que des moments cinétiques orbitaux, c'est-d-dire des moments

cinétiques de spin, l'analogue de la relation (3.7) est
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'E[ sy T 4iidEw. T, (3.8)

Cette relatlon sert de définition au moment cinétique total J du
systéme, Pour montrer qu'il n'y a pas d'inconsistance dans cette
définition, il faut prouver que l'opérateur vectoriel J satisfait
3 la définition d'un moment cinétique donnée antérieurement, c’est-a-
dire que ses composantes sont hermitiques et satisfont aux relations
de commutation (I 8.1).

L'hermiticité de Jys J, et Jy résulte directement de l'unitarité

de l'opérateur de rotation, exprimée dans la relation (2.10). On a en
effet

.+.. —— —~—
?Rmo@) Ew,c@) - (441487 T)(4-0dE R TT)
' = 4 +dER. (T3
(3.9)

{
(&N

)
+

i
il
]

d'ol (3.10)

La démonstration des relations de commutation est reportée & la fin
du paragraphe ol elles apparaltront comme cas particulier de relations
plus générales,

Pour une observable invariante par rotation, la relation (2,21)

se récrit pour une rotation infinitésimale

[12d8 7 T] S-S [aeds 2.3 [z, (3.11)

d'ou 1l'cn déduit que

3] = o =12 3. (3.12)

Par conséquent toute observable invariante par rotation commute avec
les composantes du moment cinétique total du systéme. Il en est ainsi
entre autres pour le hamiltonien d'un systéme de particules indépen-
dantes dans un potentiel & symétrie sphérique.

La loi de transformation (2.24) d'un opérateur vectoriel V se

récrit pour une rotation infinitésimale sous la forme
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\/é . [44,&&% x. J:] V. ):4.,£cl§a‘.fj = 62 (a,(a‘/..&é‘))dj \/;} (3.13)

ou en tenant compte de la relation (1.25)

J - —_

\/L:\[;+;A§[a,j)vil=vi+&§(aAv)L, (3.1%)
Par conséquent

(7.3, V] =t (RAV), =t (RAV). % = L (RAT). V. (3.15)
En particularisant aux rotations autour des axes du triédre, on
obtient

[J-L,vjjzt(z;/\%).vza ) (3.16)

ou (Lgk) désigne une permutation circulaire quelconque de (123).
L'opérateur J étant lui-mé&me un opérateur vectoriel, les re-
lations de commutation (3.,16) deviennent en y remplagant V par J

[3, 3, 1=y (3.17)
Ceci démontre que l'opérateur J de la relation (3.8) satisfait aux

relations de commutaticn usuelles d'un moment cinétique.

4, Opérateur de rotation finie

Toute rotation finie peut &tre considérée comme une succession
de rotations infinitésimales. En vertu de la propriété (2.1u), l'opé-
rateur de rotation correspondant & une rotation finie est égal au pro-
duit des opérateurs de rotation infinitésimale correspondants.

Considérons la rotation R (H, $). C'est une succession de rota-

tions infinitésimales autour de l'axe A, On a

R, 3+d8) - R, 48) R(x &), (4.1)

d'ol par application de (2.1%) et (3.8)



118

?R(E)§+c{§) -

R% &)

3
R(F, cl§) ,
(4.pid§ E“j) T

1

R("ﬁn EE) 3 (4.2)

ce qui donne l'équation différentielle

4 =
E ER{%,Q{) = Ltm. ) I) - (4.3)

La condition initiale est

t = 1 (4.u4)
R (& o) 4
ce qui traduit le fait que toute rotation d'angle nul laisse inchan-
gées les fonctions d'onde. L'équation (4,.3), complétée par la condi-

tion (4.4), s'intégre aisément et donne

ewJ

= € .
fg(;{)%) N (4.5)
Notons que l'opérateur e est défini par
. o o
QA = j._ A (4.6)
m= 0 mi'
et Am‘: nLAL LA ~ (m fois). (4.7)

Lorsque la rotation est paramétrisée par les angles d'Luler

(d,ﬁ ,X ), l'opérateur de rotation correspondant est donné par

?R[QJF,K) = ER[&/D}O TR(o,(s,n) ER[o}f;?f)
P
- g ) EK@,M "R U5,1)

Yy o d ¥ 3
___6“3&?26_“33_ (4.8)

5. Matrices de rotation

Examinons 1'effet de l'opérateur de rotation (4.5) sur les vec-
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teurs propres ]J M>> du moment cinétique total. Aprés rotation, les
nouveaux vecteurs sont en vertu de (2.1)

) L@Ej:
T - T 3 = ' J :
| TMS R 3) JIMS e TS (5.1)
L'action de l'opérateur J sur ceux-ci est donnée par
- LQI;E.: -2 F = T\*
= SHS T [ a M] EIDY
2 2l
13 ___)n. 2 | Ew T
5 (Le%. ] =5 — L.
= (%7""73_"')3 | TS = T(T41) e ]IS, 5.2

car 32 commute avec n'importe quelle composante de 3. Par conséquent
les vecteurs transformés sont vecteurs propres de 32 correspondant &
la valeur propre avant rotation J(J + 1). Par contre, excepté quand
la rotation se fait autour de é3 » 1ls ne diagonélisent pas Jo car
cet opérateur ne commute pas en général avec H. J. Les vecteurs (5.1)
sont donc une superposition des vecteurs propres )J M'>>avec diffé-
rentes valeurs du nombre quantique M' mais la méme valeur du moment
cinétique total J :

5 ZTHS Ty (877

'RW§)IJM> - Z ML TH e [T (5.3)

Lorsque la rotation est paramétrisée par les angles d'Euler
(L ’G s ¥ }» la relation (5.3 ) se récrit en vertu de (4,8)

- _ Zi y T
ER("‘»{”W ELORE 2 @M,M (p5) [TH> (5.4)

J ) (pJs Lb’;’_
®H’M [d}(}}{)§<jﬁff€td3@ P e 3/3‘H> (5.5)

.
sont les éléments de la matrice de rotation éa” ( o ,F » § ) de dimen-
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sion 2J + 1, suivant la notation de Wigner. Les éBJ sont des matrices
numériques et les JM'M sont des nombres, indépendants des coordon-

nées dont dépendent les fonctions d'onde. Comme les opérateurs P, sont

R
.. . N J . - s .
unltalires, les matrices éj sont des matrices unitaires et satisfont

donc aux relations

il

@ RCHRY ®H”H’ [,6,%) 5 (5.6 a)

MM 2

J

D, =p) 2

(5.6 b)

1t

z
H)
% e (5p¥) =0,

Pour un J donné, les &léments de matrice 2) sont des fonec-

M™™
tions de « F K qui peuvent &tre évaluées explicitement. La dépen-

dance en o F X se factorise car

LY 3 iyl
11 | IHS = e hKIJH> (5.7)
et |

J + /
Lol - —Cod - M M
LT ( “3|JH>) ( c’<]ZTP1’>>—_-<>," o{(JH'])cs.m
d'ecl

T M M
N (<, p.Y) = ¢ . di’w (p) e ¢ ) (5.9)

en posant

T )
J ; T -

OLM"M (P) = <JH‘{’. )JH>. (5.10)

L'évaluation de éDJM'M ( d’P s § ) se réduit donc & celle de dg'M (ﬁ .

Par des méthodes de théorie des groupes, Wigner a montré que
4

dy ©=T (304)! (0] (o) (200)! ]2

.
Ay JiM_ H 2k K H M
< 2 e (el )2 ! (sinf )2 AT

2

O (Ter)! k! (ke Hg)!
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Ol la sommation se fait sur toutes les valeurs de kK pour lesquelles

les arguments des factorielles sont non négatifs, Nous ne démontre-

rons pas cette formule ici. Une preuve 3 posteriori de sa validité

sera donnée dans la théorie du rotateur. Dans le paragraphe sulvant,

nous traitons & titre d'exemples, les cas cu J = 1 et J = 1, dans

lesquels la matrice d (P ) peut &tre évaluée par 2une néthode directe,
1

6. Matrices de rotation pour J = 5 et J = 1

Quand J = 1 , l'cpérateur J, est égal 3 5 = 1 T s ou G
2

- - - - . . —-L
4@ Pour representation matricielle la matrice de Pauli (? O)

et joult de la propriété 622 =4 . Nous devons done évaluer

2

A

R —iFQ
2
OLMJM (p) = <4z H’} e © < M>. (6.1)
On a
10 . o 2\ E_tm

H
| S
[y
|
P>
Cammmma™
e
L
-
-
+
(T\
’.;.
e
P
o
—
™~
3
—t—
I |

(2n)
- 3 mn 2m 44
+ 6 %-;(%) MRANEC) £ + J
3 [2m+4]j ¢
s wl i sl (6.2)

La représentation matricielle de cet opérateur est donc

d (8) = ‘“S“;"é “Ez p (6.3)
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dans laquelle la premidre 1i

gne (ou colonne) correspond & la projection
4
+ 2.

57 et la deuxieme ligne (ou colonne) & 1a projection ‘j%

Quand J = 1, il est commode de déterminer la matrice at (ﬁ )
en étudiant les propriétés de transformation par rotation des harmoni-

ques sphériques d'ordre 1, )&m1( 9, ?), qui sont les fonections pro-

pres du moment cinétique orbital pour = 1. En vertu de la définition

des yﬂwb s On trouve que

A v 1

—— Sm D e

Mm =
Nz
3 (6.4)
»gm,(g)?)t\fqg' X e 0 m= 0
i_\J__Z_ Sin 0 e,h“lo Mz -
ou encore
N (6,¢) = ||— X (6.5)
A, L"]T )L >
ou
4 .
'I_+4:—F(X4+LXZ))
6.
x = x| (6.5a)
4 .
4 = —— X, 1L x -
-4 \J—Z- [ 1 2)

Ici X1 Xp, X3 sont les composantes cartésiennes et Xipo Xy
X_, 1les composantes sphériques du vecteur 5 = X repéré par les coor-

données sphériques 2 ,9 ,w . Le facteur J:i- 2 est invariant dans
yr
une rotation guelconque, par conséquent les propriétés de transforma-

tion de y;m»( b > P ) sont directement déterminées par celles de X
Comme les propriétés de transformation des coordonnées cartésiennes
d'un point sont bien connues, il est aisé d'en déduire celles de
)Qm<9 )
Considérons une rotation R (« ,F » § ) du systdme de coordon-
nées et soient (xi, xé, xé), (x ,9),?') les coordonnées cartésiennes

et sphériques apréds la rotation d'un point de coordonnées (xl, Xy x3)
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et (2,0 s ¢ ) avant la rotation. La définition (5.4 ) des matrices de
rotation donne

0
ER(O@F:K) Y'ﬂfm (B)\f’) - %ﬁ 08/}11}»711 (Q(’P’X) ygml(s’ﬁo)’ (6.6)

pour un moment cinétique orbitaliarbitraire, Comme les arguments B sip
sont arbitraires, on a aussi

YR(“:(%‘O Yo, ) - Z, @ o p ) Vi (9]¢ (6.7)

Mais en vertu de (2.1) et (2.2),

fupgy Yon 090+ Yoo Ol Yo, )

d'on

Vo, (8,%) = Z @ L p ) Y (By).

(6.9)

{

Utilisant la propriété d'unitarité (5.6z ) de o) y on obtient la
relation inverse de (6.9) :

Yy ') Z @ (4,6,) Yy, ( (6.10)

Désignons par x_. le vecteur colonne dont les composantes
sont x m = +1, o, -1, soit

’)CS: IL'JC P (6.11)
ol
I
iz F
w = o o 1 (6.12)
A o
Nz NZ
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est une matrice unitaire (uux =4 ). Le transformé de X, par rotation

est

Xy = Mx (6.13)
dans lequel
x = (e py) % (6.14)

et a.(o{,P s § ) est la matrice (1.37), Par conséquent

/

+
x, = ax = el y) e saldpy) w oz (6.15)

et le vecteur X, se transforme donc par rotation au moyen de la matri-
+ . . .z
ce uald ,F ,¥)u . Mais d'autre part, la proportionnalité de X et
Ymm (0 > ) et la leoi de transformation (6.10) indiquent que

, 4%
GLS)MJ = %; &Dmﬁm, («,5,%) @%)m1 , (6.,16)

- . / 4 ¥
clest-d-dire % = Q) (JJF,X). % . (6.17)

La ccmparaison de (6.15) et (6.17) montre que

@M (o, Y) = # «l, £%) wh (6.18)

Effectuant les multiplications matricielles, on obtient

it o Lol =ty ¢
. A4 co . o . ‘A—S@"f‘ . A wfe ¥
2 'ED 2

9)4*( ) 4 X PR
o =] _ vn - A . L
iF/X W s (5 2 u:;(:, E-Sm[-a e >

Vol _C vol . ¢ v

. ”-E”P . e _\;_l_sm(s o 4+ang o

d'ell en vertu de (5.8)
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A+ op _1_ Sun A_coﬁ
¥ 2 Ve f 2
d(g)=] 2y - e : (6.20)
v P I
A o SN A+
e 7 b T

1
On vérifie aisément que les expressions (6.3) et (6.,20) de d2Z () et

dl (6) sont en accord avec la formule générale (5.11).

7. Propriétés de symétrie des matrices de rotation

Les matrices de rotation ibJ (o ,F ,E’) étant des matrices
unitaires satisfont & la relation

A

J - It
< (<,p,%) = 2 (%f%?f)- (7.1)
: J -1 :
Mais &) ( ,F » ¥ ) est la matrice de l'opérateur

A

P _ 7 ) . T (7.2)
REepy) — R RE-4-p,-)

en vertu de (2.1lh) et (l.43), Par conséquent

5t I
D (¢,p,Y) = O (Y- p, %) (7.3)

ou

T * I
®MM’ CARIE @M,M (- %-f =) (7.4)

Cette relaticn entraine pour la matrice réelle dJ(F) la propriété

J J
A (P = OLH’M (-f) - (7.5)

Lorsqu'on change @ en —F dans l'expression (5,11) de
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J . oz
ey (F ), chaque terme de 1a somme sur X est multiplié par

(1) DR,

'-
(-l)M M  par conséquent
MM

3 | - :
A“MIM [“F) = (.'4) CL H}H [P) - A 'L}‘. (7.6)

En combinant (7.5) et (7.6), on obtient

7 M-M T
&'Mrﬂ (p) = (-1) GLM’H (F). (7.7)

L'inspection de (5.11) montre également gque dé'M ((9) est
invariant pour 1la permutation de M et M' accompagnée d'un changement

de signe de ceux-ci, c'est-a-dire

. _
iPWH(F): &jW—H’(P% (7.8)

La combinaison de (7.7) et (7.8) conduit &

T MM T |
ok (f) = &) OL-H’,J‘1 p) - - (7.9)

La généralisation de cette relation é.&Dﬁ,M est obtenue de la maniére

suivante
@IM:; L4,,0) - e di,ﬂ T , MY
- L4)MLH e"dﬁd oLi# o (F)e’CHK’, (7.10)
Par conséquent ’
&ﬁl[ﬂﬁm=(4WM @iyﬁowj% (7.11)

La matrice dJ (f ) posséde une forme particuliérement simple
pour -1 . Pour la déterminer, il est plus commode dteffectuer
auparavant un changement d'indice de sommation dans (5,11). Poscns
sJMT=2K = M' + 2t ou X = J-M'-t., On obtient
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1

Ay (8) = [(J+ M) (T w)! (T (J_H’),J] i

TMLE ! ,
(-1) H+H g2t e TM_H_zt
< 2

(o) (L) 5(7.12)

t [

er(Hanet) (Tt ()
ou t prend seulement les valeurs entiéres pour lesquelles les argu-
ments des factorielles sont non négatifs. Pour B=T", cos éu:O
et seul le terme pour lequel M+M'+ 2t = o contribue dans (7.12). Mais

comme par ailleurs M+M' + t > o et t > o, la seule possibilité
t

d'obtenir un résultat non nul est que = o et M' = -M. Par consé-
quent
] I_H/ J— et
O € G B S I T AN CJE ED
M M- M M AT e THL M
Cette relation permet d'écrire une autre propriété des matri-
ces dJ (F ). On a en effet
J J 3
d (ﬁ_[s)z a’w). d ('(5)> (7.14)
qui est la représentation matricielle de 1l'égalité
gy, i 3, ~ip % (7.15)
e = e« X e [ )
On en déduit que
OLHfM (Tr—[-“) = e HiHIJ (\) CLHHH ["(5)
J-M T
. 2 =) g, \ ; (/5)
M M, M MM
w7 ToAremoo
S ~ 2 :(7.18)
= (4 d. ). S S
( ) —H})H [ P) . - :

A titre d'exemple, on vérifie aisément sur la matrice (6,20)
que
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3
il
OL U’i’):o
1o (7.17)
& (F-p)- d )= ocinropy e A
(7-p) _4)0(/5) = oo (T = Sin
8. Propriétés de couplage des matrices de rotation

On peut obtenir une régle pour le couplage de deux matrices
de rotation Q)jl (& s f s ¥ ) et §832 (o f »§ ) & partir de celle qu
reg}t le couplage des fonctions propres de deux moments cinétiques 31
et j2 pour former les fonctions propres du moment cinétique résultant
J. On a en vertu de (II 2.10)

mo> [ g m > = % [ THY> g, my g, m | THS. (8.1)

Si l'on effectue une rotation R (« s b ,K ) du systéme de coordonnées,
chaque fonction propre d'un moment cinétique se transforme au moyen
de la matrice de rotation appropriée suivant l'équation (5.4 ), de
telle sorte que la relation (8.1l) se transforme en

§5$1 42
/4}4 }‘-,,’W\,, ®}( \3/‘>)é}> % %1 @ H l‘]-/“"><j,,""4 3ZMZ’JH>- (8.2)
Tcutes les matrices de rotation dépendent des m&mes arguments o ,F s ¥ s
que nous n'avons pas écrits pour simplifier l1'écriture. Nous pouvons
exprimer y{%:> dans la base non couplée en utilisant la relation

inverse de (8.,1), de telle sorte que l'équation (8.2) devient

4 s
/:L;a Q/um,, @/*2.""2 [ > 14 2>
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= L L Gl I3,
14/ 2 1 1 zrml 344 ]z 2
fﬁf TM f /' / } > f>¢f>(83)
En égalant les coefficients de y J ) dans les deux membres,
on obtient 3/” > 3/>

4 §53z Zi_ _ J

D = <Y Jg T < m,q m, | TH S (8.4)
ST fa™ JH}* '/ 92/ ! 20 > P

Les régles de sélection (II 2.4) et (II 2.5) des coefficients de

Clebsch-Gordan réduisent cette relation &

L2 d
®}«m,, @hﬁna = ? <Q4/‘4 31/'2] ‘I/“4+/‘z><j4 ™, 4 J"" +"”> @ ot Mt S(8.5)
ol la sommation se fait sur les valeurs de J qui satisfont les inéga-
lités triangulaires g(jl jz J). La relation (8.5) est la regle de
couplage des matrices de rotation, connue aussi sous le ncom de série
de Clebsch-Gordan.

L'inverse de la série de Clebsch-Gordan, qui exprime une
matrice de rotation en fonction de produits de matrices de rotation,
peut s'obtenir scit en partant de la relation inverse de (8.1), soit
en transformant (8.5) au moyen des relations d'ofthogonalité des coef-
ficients de Clebsch~GBordan. Nous allons utiliser cette deuxiéme voie.

Multiplions (8.5) par <f]4)"4 gz /“-/{4} A/"~> et sommons sur /u,, en
laissant fixe la somme /A:/Ht#z . On obtient en vertu de (II 2.8)

- 4 2
Z- < A A 3 - ] A @ @
/H/‘ a /h é /u/" l /"'> /A,,‘ "m,, /LL../{AJKMZ

- 2} L % L fa s

V> L b o oy

<hyma g, ™2 |50n+m~>

/u) fm’l""fmz_
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A
= <34m4 ja ’”"z)m rm4+'ma> @

)m4+%a b (836)

Remplagons dans (8.6) A par J, multiplions par <\’jl

. my I, M-ml} J M>>
et sommons sur m, en laissant fixe la somme M = my + m, . On cobtient

Fea, <$f“&f7”

Jz

[Z < gy, &Hm):rw]o?)m)

d'ol le résultat final

31
.2« Mo, | T 3 . (8.8)
s da e Jo A M Go J‘> 1M, ﬁﬂ4mw
31, dans les relations (8.5) et (8.8), on remplace les matri-

ces éb par leur expression (5.9 ) factorisée par rapport a « , /@ et
§ » on trouve les régles de couplage des matrices d (F Yo

S A0 T ptplTrand Ty 4

Tt iy (848

et

L L7 <
L L bk

- g dz
my g, Hom, [T A d .(8.10)
1My /A~/A,UM..’}914
La relation (8.10) permet en principe la construction de la
matrice d(P ) pour un moment cinétique arbitraire J & partir des matri-

ces correspondant & deux moments cinétiques quelconques jl et j2 +els
que

A
(jl j2 J) solt satisfait, Partant de la connaissance de dA',

que nous avons déterminée en (6.3) , toutes les autres matrices aJ

peuvent &tre cbtenues par applications successives de (8,10}, A titre
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1
d'exemple, calculons d%o par couplage de deux matrices dZ. En vertu
de (8,10}, on a

2 S

4 4
44><_2.¢n4 > -m,

Les valeurs possibles de ,%1 et my sont ,#l z % et m, = %

conséquent

1 4

A 4 4 4 2 I A i 4 ‘ z Z
1= <3573 ’”>{:<EIZ'2"°>"L1 <,
z I

4 ] ) (8,12)
2

Les valeurs des coefficients de Clebsch-Gordan sont (cf. table dans
chap. IT §& 7.1)

‘RN
+ z'zzz|‘°>‘i 4

1.
z

o
(e

A A4 A
< Ly ilnmdet,
4 4 4 4 B 4 A 4 4
<zzz-z|"°>“<z~zzz’ > (8.13)
1
celles des éléments de matrice de d? (cf. (6.3) ):
A
dyy = “’g >
3 3
4 (8.1u4)
z
&i_i: Smé.
7L
4 4 E 4 .
Donc dAo = 2x6§ un%.BW\Z = I? &MF N (8.15)

en accord avec (§,20),.
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g. Matrices de rotation et harmoniques sphériques

~ Pour les valeurs entigres du moment cinétique, il existe un
lien entre les matrices de rotation et les harmoniques sphériques,
fonctions propres du moment cinétique orbital, que nous avons étu-
diées dans le chapitre I.
Nous allons d'abord établir une relation trés utile, connue

saus le nom de théordme d'addition des harmoniques sphériques. Consi-
dérons l'expression

K = %\ Yf,: (QMW)\/EM(QL/\[%)) (e.1)

ol (@l’&Fl) et (92,\P2) sont les coordonnées sphériques de deux

points Pl et P2 sur la sphére unité. Montrons que cette expression

peut &tre évaluée dans n'importe quel systéme de coordonnées, c'est-a-
dire est invariante dans les rotations du systéme de coordonnées.

Dans un nouveau systéme de coordonnées obtenu par la rotatlon R(d s ,X),

les points Pl et P ont les coordonnées sphériques (91, ?l) et (92, ?2
respectivement. On a montré en (6.8) que

§ /
‘%%[mﬂh)= %fgk%;hwxg)yﬂﬂta’%) (9.2)

et une relation analogue pour Yﬂm (92,kf2). Par conséquent

K:% {Z,@ (4,6,¥) Yg 4;\”4] [Z‘@ [SKYQ ZILFL]

T T2 e D, ) | Ve 5l Yy 0l

fmm

il

\/Qq-q'- /HLf/l VQ l)\P?,> (9.3)
2

en vertu de la propriété d'unitarité (5.6a ) de la matrice 2 , Ce
qui démontre l'invariance de K.

!

Pour l'évaluation de K, choisissons le nouveau systéme de
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coordonnées de telle manidre que Pl solt sur l'axe xé et P, dans le

t t
plan X Xge
x.’ x.‘I
2, 3 3
9, 1
b
r
41 EZ / 3?2. I 9
97_: | %, = b=
0 J E X
-~ | ' x
LP»] K\_\\ o : Z : O
~ |
~ [
LPZ \\ | ;
x, N
- !
i x4
x4
! ] / /
Dans ces conditions, 91'= ©y ¥, est arbitraire, Y, = 0 et 92 = 912

est l'angle entre les vecteurs UFI et UFZ. Par conséquent

K- %-Z \/2: (0, 9%) Yy, (B, 0) - (9.4)

Dans cette expression, la premiére harmonique sphérique est donnée par
4

P rml : o, Lm l:l
YR {o,@ﬂ) = (-.fl)’m [ Eﬁé;EEEE_J; j} ?2 (1) e ¢ N (9.5)
™ um [p+m)!
ol PT- S (9.6)
L mo

résultat que l'on peut montrer aisément en faisant t = 1 dans la rela-
tion ( I 3.41). On en dé&duit que

A
— * 2z
% \/% (8, 94) \/Jhn (8.,4,) =[ : J \/Qo (@42)0). (9.7)

I1 est plus fréquent d'utiliser 3 la place de »&o » le polyndme de

+
4mr

Legendre ?R (cos 912 } qui lui est 1ié par la relation (ef. (I 3.43)
et (I 3,47) )
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4

2
24 ] P (08,) . (9.8)

qr

Ty, Bue o) - L

On aboutit ainsi au théoréme d'addition des harmoniques sphériques

1)@ (“3942)= il % y{: (94;?4) YQ,,,,(QL%)) (9.9)

ZQ+4
dans lequel 912 représente l'angle que font entre elles les direc-
tions d'angles polaires (91, ©q) et ( 92,tﬁ2).

Nous allons maintenant utiliser l'expression (9.9) pour dé-
duire le lien existant entre les matrices de rotation et les harmoni-
ques sphériques. Déterminons d'abord les angles d'Euler de la rotation
qui transforme le tri&dre Xy X, X3 en xi xé xé . L'examen des figu-
res ci-dessous montre que ces angles sont TPy BT 91 et « une
fonction compliquée de (91,\f1) et ( 92, ?2), Par les deux rotaticns
d'angle ¢, et 91 , l'axe X, est amené en coincidence avec xé s

Tt

' -
X! en ccincidence

tandis que la rotation d'angle « améne le plan Xy X3

¥ ¥
avec le plan X1 X3 ou Pl 0 P2°
If

'Z_IE Xy ! xi“

I

%4
La relation (6,10)prise au point P2 devient
Z 9
Yg,m, (6,,0) = — % (&%,\p,,)YQM (8.,%, ). (3.10)
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§x

Pour m' = o, ébm}m (o, 91, ?l) ne dépend pas de « que l'on peut
donc tout aussi bien annuler. Dans ce cas

[ *
\/Eo [943;0) = % @o’m (O, B""P’]) yﬂfm (ga)(fﬂ‘?—)_ (8,11)

La comparaison des relations (9.7) et (9.11), qui dcivent &tre véri-
fiées quels que soient 91, Y 9'2 et Py s indique que

_% s . : [W *:Ja 9 o
_ Tom % _:?4) ST ﬁ[&m ( 4,$gjw) Q

qui est la relation cherchée entre les &léments de matrice de 08 et

les harmoniques sphériques »%m» .

Une relation égquivalente peut &tre déduit% de (8.12) en uti-
lisant les propriétés de symétrie de la matrice 2 . En vertu de
(7.4), on a

E Q x '
%’Yho ("‘LF’IJ" 4/0): o%o% (D) @"/ k10'1) > (9.13)

d'ou

!A.

Q Y 2z * y % m
Q%f\no (‘“ ({3“—94/0) = [—m] \/E% (.94,&04}: lj z@’r:,! ] (1) %*%(94)%?)}9'14)

en utilisant les relations (39.12) et (I 3,49). Mais d'autre part

2 im -
®M\0 (...%)_Qho) 6” kF)} OI’D (%)

%0—4

i

_Oqu

H

)
d.(8)

o,
1) e

Q*WW4 &2 ( 8)

i
i
=
o
P
6
qo
X
<
-

(9.15)
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en vertu de (5.9), (7.6), (7.9) et (5.3) respectivement. En conclusion,
0 4
m oy )&
®MO (\PJI)Q"!)O)'-'- (,-4) [ag-’./! ] Y-P% [9,1)({34)- (9.16)

A titre d'exemple, notons que d'aprds (6.4) et (6.19)

3 . v
\/44 (B)?) = "\j;,—-; sm b e i 5 (8.17)

4 ) ¥

D, (,p,0) = - = e ", (9.18)
A Lok . ‘ .

@4D(w,x)= e % siaf (3.19)

< A 1 y
atoh D (o,8,9) - - @Ao (¢,8,0) = \}.511 Y. (S¢)- (9.20)

10. Propriétés d'orthogonalité des matrices de rotation

Nous avons vu dans (5.6) que les matrices ED pour des angles
d'Euler fixes sont unitaires. Nous allons maintenant calculer des in-
tégrales sur les angles d'Euler de produits d'éléments de matrice de

Considérons 1l'intégrale suivante de deux matrices de rotation

;(.
NS J 4 @j:m (oz,[s,h') @3:% [o(){s/X) : (10.1)

Le symbole \{Jll représente une intégration sur le domaine complet
des trols angles d'Euler, c'est-3-dire

5‘“1 = rr"\"‘ de(s S p ff"‘l?f- (10.2)

o o
La relation de symétrie (7.11) permet de récrire l'intégrale sous la
forme

N (_4)}14— ) 48 @34 (e, p, %) ®jz (4,8, % ). (10.3)
oy DD
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L'utilisation de la série de Clebsch-Gordan (8.5) conduit 3 1'expression

M,

: - -
i % - oo oo |3 s> <gooma gy 2| Tomerm,

¥
J do D
"/‘4+/4z y ~Ta+ My

dans laquelle on s'est ramené au calcul de l'intégrale d'une seule

(., %), (10.4)

matrice de rotation,
Dans (10.%), l'intégration sur x et )  est immédiate et

conduit &
T
501& @ir/*«*j‘ar'm,,Mna (“’f»ﬁ)=J du ¢ }4+/L) LAX ¢
I
xj— dFSmF Pathe, +m2(P)

Cl=myrm, VY

z

-
= (o) 8/1‘4 2 S%mz J dp sinp clojo(‘g) ) (10.5)

ou, en vertu de (9.12) et (%.8),

i
2

J \/J - T (mF) (10.6)

LD (o) [

} J‘

2844

Par conséquent

. 1
jm 9’ p,0) = ) S ﬁqw f&t T )

S ) 5§ x 2SJ , (10.7)

ol 1'on a utilisé la relation d'orthogonalité des polyndmes de Legendre

(cf. (I 3.46) )
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+4

L dt T, £, () <

- ' Wia
et le fait que P (t) = 1.

§

(10.8)

e’

Introduisant la relation (10.7) dans (10.4), on obtient

4_’\1'!

3= 2tm N T G el o> G mgm oo 0,09

Les coefficients de Clebsch-Gordan qul apparaissent dans cette expres-
slon ont une valeur trés simple, donnée par la relation (II 5.27)

bt

()
< , k| oo = g . (10.10)
b e paloes o

En remplagant dans 1'expression (10, 8), on a

-4)/‘4-"”4 +J4 T Rat fat

2
M. osn 5 S5 (10.11)
o AT B
211 Y 2/
Le facteur de phase vaut (-1) : =+ 1., On a donc démontré que

(10.12)

M@ﬁ (oe(szf)é) ROTRIE I {

234.).4 /‘4 2 MMy 3492 ?

de telle sorte que les matrices gb sont orthogonales sur la sphére
unité. La normalisation 87r /(231+l) posséde une signification simple:
le facteur 8u2 est le volume de la reglon d'intégration et le facteur
231+l est la dimension de la matrice 2)31 » On peut montrer également
que les matrices o) constituent un systéme complet de fonctions d&fi-
nies sur la sphére unité.

A titre d'exemple, considérons le cas jl= j2 =1, fl = /% = 1,
my = m, = 0. Cn a en vertu de (6.20)

falll @”(dﬂ) o?) o (g )
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i
TR
=
Lo T
Q
(b
1
(8
&
3
e
ﬂ
Q.
e
by
§‘ .
)
—
&
2,
Lad
——
-
S
o
o~
o
:'
o
=<

o
"o
3
\,—H
S
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(10.13)
en accord avec (10.12).

La relation (10.12) entrafne comme cas particulier la proprié-
té d'orthonormalité des harmoniques sphérigues.

En effet pour
= 0o, elle devient

=
L,
Jo]ﬁ 9" («,(&,w @Mz (<, p, %)

om 4

(B

i [ (‘-:'Tf')z 7 21'.61 'JT'C{ | T X \
. (294+4)[2pﬁ4)J s by Y, () g, mg (%)

©
&

™ PATN ¥
\j(204+">{2pa+4) J (JF SWPJ' CW yj@,grrn,, (ﬁ,b’) y{)z,’mz_ ({5,5)

10.1%)
A, 44 Aty M,y (

% ¥*
J/Wde WBJ dy \/Qm,, [g)w)yp?_wl (8,¢) = g” ;

(10,15)
Wty mym, >
en dccord avec (I 3.48) .

Avec l'aide de la propriété d'orthogonalité (10.12) et de la
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série de Clebsch-Gordan (8.5)
matrices @

JJQ @i

» On peut évaluer l'intégrale de treis

3% 31
[“,, éﬂ o £D “ o
3My p¥) Jam, iy Jame (’P’K)

- 2
- <44/"‘4 32/‘21J}4+}g> <j,,"mqu'mzjjﬂn1+7ﬂg_>

B J
< [da o ) D (4,

Jatfe, Mmadm,

-

"= % <:]4}"" gz/(2|‘j—/"4+/‘2,> <3a’m« jzmljjfm4+4”a>

. g7t { g g
Par conséquent

)
2Uebt fatpe, s Sﬂnﬂ+'ma)m13 <o 32/*2)33/‘”/‘2><3'4""“ RN M (10.17)
Un cas spécial est celui de 1!

sphériques. Pour Fq =/#2
(10.17) devient

_Q * Qa( P
J42 927 oy 2, WD, )

intégrale de trois harmoniques
=/R3 = 0, l'intégrale dans la relation

4

)[4 e w0 0
(294+4)(291+4)(293+1):] J Ay s (6, ) P,,n’n,]((s’hf 4, m, [{3)5’)

yry 1%. J’W ‘ J&r ¥
aw ) dpsiap AN EOY L @Y (BY) 5 1o,
[[294443(107_-%45(7'03-}")\) ) o e > y?f“.![; yﬂﬂ"‘%(s sz a(ﬁ > (10.18)

i
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d'ou
g o .
5 40 s ® J dy \/m (8,¢) }/@m (9, ) \/sz (9,0)
IR CATY EY ) z
= [_m.._.___w (1[)3+,,) il grmq+mz)m3 <qupzow30> <?,|’M4 szmz[& “hn,]+/ma>‘ (10.19)

11. Application : rotation d'un corps rigide

11.1. Hamiltonien classique du rotateur

Considérons un corps rigide, fixé en son centre de masse 0,
en l'absence de force et de moment extérieurs. Soient Ox;x,%s un
systeéme de coordonnées fixe par rapport au laboratcire (nous suppose-
rons qu'il constitue un systéme de référence d'inertie ) et O;1£2;3
un systéme de coordonnées fixe par rapport au corps (nous supposerons
qu'il s'agit du triédre principal d'inertie). La position instantanée

du triédre Ox,x,%, par rapport au triédre Ox;x,%, peut &tre décrite
par les angles d'Euler o, P, X“'de_la Eotation qui améne les axes
X1s X5y Xz €D colincidence avec Xys Xpy Xge Notons que physiquement la
rotation d'angles « s , { correspond ici 3 une rotation des points

du systéme par rapport au triédre Oxlx2x3 supposé fixe.

r——

2
Zy 3
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Le mouvement du corps rigide est décrit classiquement par scn
lagrangien, qui se réduit & l'énergie cinétique de rotation

LzT.ﬁ.fz(iw;+ﬂzwL+\’]§w;), (11.1)

ol D%,.H§, E% sont les moments d'inertie du corps par rapport aux axes

Ry s i2’ §3 et COE, UE, @5 sont les composantes de la vitesse angulai-
re Sur ces axes.

La vitesse angulaire w résulte de la composition des vitesses

angulaires correspondant aux trois rotations successives d'angles X',

P et « respectivement : la vitesse ¥ dirigée suivant X3, la vitesse
P dirigée suivant u (la ligne des noeuds) et la vitesse ¢ dirigée

suivant X5 . Ses composantes sur les axes intrinséques X1 X, X, Se
déduisent aisément par application de la transformation (1.37):

w/_r:-}; el Sin +fisl;ho()
wi = 8 S%d.mnﬁ +é DX (11.2)
wg: b:COF-I-c;.

Le moment cinétique de rotation du corps rigide a pour com-
posantes sur les axes intrinséques

OP__ = 5._ [ 6:4}2,3)

L ¢ G

(11.3)

de telle sorte que le lagrangien(ll.l) se récrit en fonction du moment
cinétique sous la forme

2 z A
sz ‘ff f‘g

= 4

Les moments conjugués de Lagrange sont donnés par

L Dw—- Jtor 'Dw--

?_. I ) + I oo Lol 3

o Yo T 7 e 72 oy 33 N (11.5a)

= J

L

(11.4)

i

3‘ 3 2
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(11.5Db)
:ﬁﬂ_w;’, S?mo(-i-jé_wz 22
oL P
@X-__ . . J_ w‘(%%' I dur
}5 1 4 fb- -2 2 fDl + 3 .
5 4] 124
= - Z‘C‘)ST mu5mﬁ+zwzs»ao($m(s+ §w§ Ca(l,

L'inversion de ces relations conduit 3 1°

expression des composantes
de la vitesse angulaire en fonction des moments conjugués, qui, ine

troduite dans la relaticn (ll,u)bdonne le hamiltonien du rotateur
2 2 X
F{ _ 4} J% i%

+ + (11.6)
¢ J- 2 N ’

O
cs
»{
1t

o> o ootg(s by + Sk %f - (AN Coecp h,)

o
]|
1

- S CoL'g/J Py + o }=P + S o Gpecft Py s (11.7)
41 = #d )

Les composantes du vecteur de moment cinétique cf sur les
axes fixes x

13 Xy X, se déduisent de celles sur les axes intrinségues
par l'inverse de la relation (1.36):

Lo 2 7 o —
L 2 4 ( ;F,X) O{Ja

(11.8)
2wy (e ) L

En effectuant la multiplication matricielle, on trouve

it

_Sl_b
L

e g ¥ b, - Sw\[d,ﬁ - oofgfg ma*h,)
chec svag},d‘;.mb’hswco%/ss@.&’d»a,)
S

Hamiltonien quantique du rotateur

(11,9)

Le hamiltonien quantique du rotateur s'obtient & partir du
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hamiltonien classique en remplacant les moments

conjugués fp , } s
par les opérateurs (en faisant % = 1) r £ FX
by = =19
be = ”B(z. ) (11.10)
by = -0

6 -
Il est donné par
2 2l 2
H °P31‘ ’fE fg

\ + + , (11.11)
2 j‘;{ 2 j‘g 2:[3'

T

_L[ G o “tgf% “ moa)ﬁ — &mcp}?jj >

-L[..sme aoEJPDd + oaoﬂﬁ + S Coues 35} >
& ooy,

2z

il

(11.12)

Notons qu'en effectuant la substitution (11.10) dans (11.9), les com~

posantes du moment ciné€tique dans le triédre fixe deviennent les opé-
rateurs quantiques

S
i

_L[ e e f 3, —5‘%\5‘)(_; -°°+3[3 w’?ﬂa‘];

__J[ mmﬁsmx%ﬁ.mxb _@@FSMK%])
dy =~y

g
'

(11.13)

Le carré du moment cinétique de rotation s'obtient aisément soit 3
partir de (11.12), soit & partir de (11.13), sous la forme

O(O;Tl{. aFE?’.[- °()~3-1 - 0&24. 0(}2‘14- D()az

—l

]

1 _ 4 . . .
) gg—m—(; bﬁ SWF’O(S * Sv'n?‘(b [()9(04 _2&«5(530% +¢)M]S° (11.1%)

Dans le but d'obtenir les valeurs propres et fonctions pro-
pres de H, nous allons étudier au préalable les propriétés des opéra-

teurs (11.12), composantes du moment cinétique du rotateur dans le
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triédre en rotation.

11.3. Relations de commutation des_composantes du moment cinétique

Les composantes du moment cinétique de rotation sur les axes
fixes satisfont aux relations de commutation usuelles d'un moment
cinétique

[’Pi) 'fg ]’ : f«% g (11.15)

ol (i j k) représente une permutation circulaire de (1 2 3). Le cal-
cul explicite, utilisant les opérateurs différentiels (11.13), permet
de s'en convaincre aisément,

A premiére vue , on s'attendrait 3 ce que les composantes
du moment cinétique sur les axes intrinséques satisfassent les mémes
reiations de commutation. En fait, il n'en est rien. Une inspection
des relations (11,12) et (11.13) montre qu'une permutation des varia-
bles « et _){ changent les opérateurs D(Dl, ‘fz et a(og en fi—’ ”()5 e‘t-a\pé'
respectivement, Par conséquent cette permutation transforme la rela-
tion de commutation

(8,0, )-08 (11.16)

en

[J:_Ja(}]pi f-g | (11.17)

et d'une manidre générale les relations de commutation (11.15) en

[a(’r)fa_:\z—tfg- (11.18)

Les composantes du moment cinétique de rotation sur les axes du tria-
dre intrinséque satisfont donc des relations de commutation qui diffs-
rent en signe par vapport aux relations de commutation usuelles des
composantes d'un moment cinétique,

Le résultat assez paradoxal que nous venons d'obtenir a pour
origine le fait que le triddre intrinsé&que, contrairement au triddre
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fixe, n'est pas un triddre d'inertie. En mécanique classigue, lorsqu'on
travaille dans un triédre qui n'est pas un triddre d'inertie, divers
effets curieux apparaissent (citons entre autres l'existence de forces
centrifuges, de forces de Coriolis, etc. ). Un de ces effets a trait
aux parenthéses de Poisson des composantes du moment cinétique. Pour
les composantes (11.9) dans le triddre fixe,

(4.4} IR O g

R S L N TV TP B (11.19)

tandis que pour les composantes (11,7) dans le triédre en rotation

e fg_y - - A7 (11.20)

Les relations (11,15) et (11.18) ne sont autres gque l'analogue quan-
tique de (11.19)et (11.20) lorsque l'on remplace { s } par i [ > _].
En conclusion, il faut toujours avoir bien Présent a 1'espritbque les
relations de commutation usuelles du moment cinétique ne sont valables
que dans un triédre d'inertie.

Lorsqu'on effectue une rotation du triddre du laboratoire
X1X,Xs, le vecteur 27 ainsi que le triddre intrinséquq_§1;2§3 sont
laissés invariants ; par conséquent les composantes de ,? sur les
axes intrinséques se comportent comme des scalaires dans les rotations
des axes ®] ¥Xy,Xg et de ce fait commutent, en vertu de (3.12), avec
les composantes de é) sur les axes fixes :

[o{’i,ffﬁ.]:o i, 3 =1, 2, 3. (11.21)

L'application des relations de cgp?utation (11.15) et (11.18)
montre que le carré du moment cinétique £ » défini par (1ll.14),
commute avec les composantes de cf sur les axes fixes et sur les axes

intrinséques :

[z oﬂ]:ffl)f__]w i=1,2,3. (11.22)

Il en résulte que les opérateurs 082, i} et<f§ constituent un ensemble
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d'observables commutables et peuvent donc &tre diagonalisés simulta-
nément. Nous allons montrer que les fonctions propres simultandes de
ces opérateurs ne sont autres que les &léments des matrices de rota-
tion ofy, (o > s § ).

ll.4, Action du moment cinétique de rotation sur les matrices de

rotation
rotatlon

Les composantes du moment cinétique de rotation étant des
cpérateurs différentiels agissant sur les variables of , F s f » com-
mengons par étudier l'effet des opérateurs ) t% et 3X sur les
matrices de rotation. L'action de 3, et') est triviale si l'on
tient compte de la factorisation (5. 9) des matrices de rotation :

3 iKe 7 tHy I
WDy e = do (e <k @KH ), (1129
N o (KT My I
d @KH bop )= dp e d et SN @ wpy). (12w
En vertu de (11.12) et (11.13), on en déduit immédiatement que
J J
533 @KH (dfp’b/)z M ®KH (011(573/) (11.25)
et
Y K Q>
7 Py Gp= v L) - (11.26)

Plus généralement l'action d'un opérateur différentiel 3
) ourbx sur une ma“rice de rotation se réduit 3 son effet sur l'ope-
rat

eur de rotation P » 1les bras et les kets entre lesquels

Rie, g ¥)
!
ce dernier opérateur aglt étant foncticns seulement des coorionnées

dans le triédre fixe. L'applicaticn de FQ(, 7? et DU sur P

Ri«,p,%)

donne

w0 J, c¥ I
K?R(a,(sx) Ppe e e
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= ¢ e 4 (e 33)

T TR Y) s (11.27a)
% Ty - S gy T

; Lawisalﬁi ewj3e~q%_lef5%

-t +

R(4,8,%) [ fa(mx,o,o) % Lrg
=1 Ew}{;,m [ % (“(°’°’K))sj Jj}

. ER(""F»K) [ﬂsaﬂ}jjd oy T\ (11.27b)
VA Bl Y7

réo( ?R(WP:K) = ¢ i (('13) e (S €

YT, "CPIZ il oy T

e J. '

(e Jy pde oy g,
e 2 3 e e

- L(‘L e

. -+
=t ?R@z,(z,};) [?R(ug;}_ﬁ)o) Is (ERLX,-F,O)}
=L TR(&}@;@ [% (a,(o,{;,\g))% Jg} :]

en utilisant la loi de transformation (2.24) des opérateurs vectoriels

(11.27¢)

et l'expression (1.37) de la matrice a(« , s X ).
Lfeffet sur PR des composantes de ;F )sur les axes fixes ré-
sulte des relations (11.13) et (11.27). Pour i 1 ©n trouve

d ?R(u,(‘,?f) - ?R(a;(’a?f) { o o | snp oy T, ¢ e p s i T,
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P 33] —swr[*s»'««zsﬂhmkfl] *f»“gpwff%}

= ?R(“,f,B’) "T/.l > (11.28)

et un calcul similaire pour les autres composantes montre qu'on a

d'une maniére générale

Dgl’ PR(“»P:K) ) EQ(@(&/KB JL L:’f}l)}_ (11.29)

- - ) - -
Par conséquent, l'action de o{i sur les matrices de rotation

est donnée par
J
L, Doy g )= <IK| [ . _’Emm)> RIS
= K| T : 11.30
<3 ILR(«,p,m T [ImM> ( )
et, en vertu des relations (I 8.29), (I 8.32) et (I 8.33), on obtient

L 9. (+,p,5) =4 [ (Tem)(3- H+4:[ @mﬂ"‘f*”

1 [ (3-MY( T+ H+4)JE @j

< My (=, %), (11.31a)

LT wp) = L (3wt ) D i )
_%[(J_M)mmq)f D . («py), (11.310)

T J
<£3 EDL& (d¢}$§ = FTSBRM (ﬂp,X). (11.31e)

Un raiscnnement analogue permet d'obtenir l'effet des opéra-

teurs <j% sur les matrices de rotation. On a d'abord

- Lc( Js t(&j &L'Xj_g
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=i 7 YR(«#,(&,X) J (11.32a)
Ced 33 s J; LKI
% Trupyy = ¢ gt T
Co J -l J et cAdy oy
_ e O(JS J_z- . of 3 . 3-3 . (LI . KJ3
=i P 7, ?7 ]
[ RG00) "2 "R o0 ?R(af,ﬁ,x)
- | Z; a{opv - J ]
] ; (a(oe ))g_a 3 f“%m)
= i s T o« 3 ] Hapy) (11.32b)
(ot I3 C[sj Y7
O Trpepny < 0 e T E) T
Vol J pJ g T, w7, ot ¢ ’
:Leo(ja(uzj_&&t/@ ewg,c :fse(slfzeb’:rs
_ [ ¥
R(a(fi o) 3 R(d,(},o)] ERW/SK)
= | Z. ale _p _ . ]
- L ] ( g d)>33 y ?R[%(-’»,b’)
- [ cousnp T,y s “ep ¢ “f:ﬂ ?K(%F,KJ
(11.32¢)

En combinant ces relations avec les relations (11.12), on
obtient
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?

T

E(d,{s,a’) = { O Col'a(s :.]-3 +.Su;=°([.§vv'|o£ I’I 4+ tne Il]

1

Ri,p) 2 (11.33)

et un calcul similaire pour les autres composantes montre qu'on a
d'une maniére générale

g

Rixpy) ~ % Rlx,8,% ) e

- (11.34)

Par conséquent, l'action de aer sur les matrices de rotation
est donnée par

Ia @fw (1) = <TK|( L ?wa)””>

= <IK| 7. Tﬁ(«,p,a) JTM>. (11.35)

En vertu des relations (I 8.298), (I 8.32) et (I 8.33) et de la pro-
priété

<3K\J; =<<IK[%+ =(J}‘JK>Y->

on obtient :

)
£ ®l<r1 p8) =

(11.36)

RS

- T LT
L (J-{—K)(J—K-l-”):) @k__,,lﬁ (o(}{éjé’)

T 7
+ 42 [ (T-k) (T4 K-M)J ¥) ket H (p,¥), (11.37a)

s DVl cpt) -4 [ O ) S Oy

{ P oY
¥ 3 [(J:M(J.; L<+4):Ja Q) a1 BE) ,  (A1.37D)
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J J
0{’3, @KH (4pY) = K ®KH («,3,%) - (11.37¢c)

La comparaison des relations (11.31) et (11.37) montre que les matri-
ces représentant cfl et :fi ’ f} et dfg sont les m&mes (quand on

remplace M par K), tandis que celles représentant ‘fz et &?5 ont un
signe différent. Ce résultat est consistant avec la différence de

signe dans les relations de commutation des opérateurs ‘? par rap-
port & celles des opérateurs Jﬁ, _
Finalement, l'action de d€2 sur les matrices de rotation

s'obtient par application répétée de la relation (11.29) ou (11.34)

-2 T ~2
£ Doy p¥) = <Tk| (£ L

]

<IC] By 3170

_ A
= <Tk|7J ?RH,F,ES) [TM> (11.38)
d'ol 1l'on déduit que
=t 7 A
b @kH («, ,%) = T (T4a) '2Kw (4,8, %) - (11.39)

Les relations (11.39), (11.25) et (11.25) expriment que les fonctions
éDiM (o« F,‘X) sont les fonctions propres simultanédes de 432, J; et

cfg correspondant aux valeurs propres J (J + 1), M et K respectivement.

11.5. Equation différentielle 3 laquelle satisfont les fonctions

J
g CPD

d

—

La relation (11.39), dans laguelle X>2 est l'opérateur d4if-
férentiel (11.14), est une équation aux dérivées partielles pour les

fonctions §>§M (o > s %)
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v 2 X - J
[)W - 2{'0133045’ +}MJ+ J(J-H)} @KM (4,p,¥)=0-

(11.40)

iSwp g SMF sof(s

On en déduit une équation différentielle pour les fonctions diM({g)

{olz +(,o[{5 = [K-zKHmF+HJWC(&+IU+”)} (5) ©.(11.41)

La résclution de cette équation fournit une preuve a posteriori de la
validité de la formule (5.11) pour les fonections dgM (ﬂ ), que Wigner
a démontrée par un autre procédé.

Cherchons donc les fonctions F (F ) qui satisfont 1l'équation
(11.41). Le changement de variable

Z
_ tg % (11.42)

transforme l'équation en

(K+Pﬂzf.-(K-M)L J(T44)
} Fib)-o. (11.43)

bd, L d ,
% ke e qE(4-t) (1-t)°

Cherchons une solution du type

Fey - [:1 (4-E)f fﬁtk) R (11.44)

ol & et J- sont des constantes encore indéterminées. L'équation pour
f (t) est la suivante :

;. Ay BELCES )

ol A, B et C sont les constantes
1
A=) L (KoM)® (11.46)

2
(KaM) < T(T44), (11.47)

q
Bxoth S(heap + L (KM)y

Nl B
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C- M*/‘) K+M) : (11.48)
L'équation (11, 45) se réduit 3 celle de la fonction hypergéométrique

2F1 (a, b, c, t},

z
{ t(4-t) d&t + [ _(a+£+4)EJ J - aL} F (e, b e, ty=0, (11.19)
d condition de choisir , et e de telle manidre que
A= o (11.50)

et B+ C =o . (11.51)

La condition (11.50) est satisfaite si

= 2 (KoM (11.52)

la condition (11.51) s'écrit

)
-2 #p(ptd e T (M KJ ~J(JT4q) = p(p-) - J(T41)=0 (11.53)
et est satisfaite si
fo= - J. (11.5u)
La solution de l'équation (11.43) est done
4 (K-M) I
Flb)- N £° (1.E) 5 E1( K-J}._H-j) K_H+4) ﬁ) (11.55)

et celle de 1'équation (11.41) est

K-M 2Ty MoK ,
Fp)= N (su,g} (o g) e K-J,-M.J,KH1,-G é)) (11.56)

2

ou N est une constante de normalisation. Le développement en puissan-
ces de la fonction hypergéométrique

T'¢e) Ei Masn) T{byn) " |
—_— o (11.57)

F/} (dll)’(‘.j E) =
Tla)l(h) ™ Tlesn) o]
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od M(m) = (m-1)! pour m entier :> 0, conduit & l'expression
m
Fle)= N (o)) (Tem)! 2 )
m -~
(J_K_m)!(J}_H_mjfm! [K-P1+nJ!
J+M_K_
(C‘)-é)?_ +H K_z2m (S%E )2?I+K—H (11.58)
2 2 2

qui comparée & la relation (5.11) montre que

Flp) o€ "’ (e) - (11.59)

Notons que la sommation dans (11. 58) est finie, la fonction hypergéomé-
trique se réduisant 3 un polyndme de degré égal 8 J + p = min (J - K,
J + M) et proportionnel 3 un polyndme de Jacobi :

2Fa (KT, H-T, Ketfan, b £
(J#F)!(K_H)!

= (&Qé

(T+ KJ"HF)J. T et (11.60)

~2J.2p . (K-M, M-K_2p)

11.6. Niveaux d'énergie et fonctions Propres du rotateur

Nous allons considérer successivement les cas ou les trois
moments principaux d'inertie sont égaux (rotateur sphérique), deux
seulement des moments d'inertie sont égaux (rotateur symétrique) et les
moments d'inertie sont différents (rotateur asymétrique).

Lorsque les trois moments d'inertie sont égaux, _j = S; yé:.j,

le hamiltonien (11.11) du rotateur est égal &
—Z

H - £ (11.81)

2 Y -

et ses fonctions propres se réduisent 3 celles de l'opérateur Gf .
Les valeurs propres de H sont égales 3

E - I[J%—’l) _:—042’

D " > J s
J N

A chaque valeur propre correspondent (2J+l)2 vecteurs propres

PR (11.862)
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2J+1

B J
| TMKS - — ‘®kM (,p,¥) KMo, £ T, (11.63)

+ - - - - -
Le facteur \}2;%3 a eté introduit pour normaliser les vecteurs
)
]JMK>- tenant compte de la propriété (10.12) des matrices de rotation.

E
J
en unités 3 O521,%2,%#3  0,%1,#2,+3 49
4
N a0l
2 0,%1,%2 0,41 ,+2 25
1 0,+1 0,+1 9
0« 0 0 0 1
J K M dégénérescence

Spectre du rotateur sphérique

'Iorsque deux seulement des moments d'inertie sont égaux, par
exemple HT = HE # Hg » le hamiltonien (11.11) du rotateur devient
-2
H OP 4 A n(Dl
R o—— -+ - .‘3—
iﬁ';l“ 2(:[3 ‘?y;]" —_

Il commute avec les opérateurs 4)2, 42 et 4%- et par conséquent,

(11.64)

ses fonctions propres sont encore du type (11.63). Les valeurs propres
de l'énergie sont

z
T (Ts4) . { 1 1 K, Jeodz ..

= 7 11.65
J K| gj$ 235 2 J5 Ik[= 0,4,2,...J. ( )
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A chaque valeur de J correspondent (J+1) niveaux d'énergie différente,
associés aux différentes valeurs possibles de ]Kl + Les niveaux 4'é-
nergie ne dépendent pas de la valeur de M ni du signe de K. Ils sont
donc entachés d'une dégénérescence égale & 2(2J+1) si K % o et &
(2J+1) si K = o. Ils se groupent en bandes de rotation caractérisées
Par une valeur donnée de {K] et des valeurs croissantes de J

(7 = IK{ s ]KI *l, ¢..). On distingue les rotateurs allongés pour
lesquels 3§ <'§T. et les rotateurs aplatis pour lesquels ﬂé >-j#—.

EJ \
en unites 1y T=3
4
.
_4.9..__:]-:3
_L.__]—:B
4o + —de =2
—de _Jsz
__.L.,I:Z
-m_—.....g J-:’f
_..._..._3>__....,_I:4
o4 4 e
]K[:D [Kl:i Ikl='2

Spectre du rotateur symétrique allongé ( S% z:% H“)
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- 7
en unhites

y —F  Ju3 4y Tos

S, I P

——¥ 4 3,

e T2

[K|=0 [K|= 1 k|- 2 k=3

Spectre du rotateur symétrique aplati (SIg: 2§E.>

La dégénérescence double par rapport au signe de K, c'est-a-
dire le signe de la composante du moment cinétique sur l'axe de symé-
trie du rotateur, est liée 3 1'invariance du hamiltonien (11.64) par
rapport & une réflexion dans un plan perpendiculaire 3 1'axe de Symé~-
trie. Désignons par P, 1l'opérateur qui correspond & cette réflexion.
Puisque deux applications successives de P, correspondent & la trans-
formation identique, les valeurs propres de P, sont égales & +1. Les
fonctions d'onde (11.63) ne sont pas fonctlons propres de P v? mais il
est facile de construire des combinaisons lindaires des fonctlons
(11.83) qui sont simultanément fonctions propres du hamiltonien et de

l'opérateur P, Pour K>>o, ces combinaisons linéaires sont

\JHK+>=V'%_M[ [IHK>+)JMJ<>] (11.66a)
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e TMk-S> A (7 - IM- . .
t |3 > V_E_LIJMK> | TM k>:] (11.66Db)

Les vecteurs |JMK+>> restent inchangés tandis que les vecteurs
]JMK¥> changent de signe dans une réflexion dans un plan perpendiw

culaire & l'axe de symétrie. Pour K = 0, il y a un seul type de vecteur

IJHO+>=JJMD>« (11.67)

Lorsque les trois moments dfinertie sont différents, le hamil-
tonien du rotateur commute avec les opérateurs 4?2 et 3 mais non
avec Jgg - Ses états propres sont caractérisés par les nombres quanti-
ques J et M et sont des combinaisons lindaires des vecteurs (11.83),

- |
Yy = Z—K_ a, [THKS . (11.68)
En introduisant cette expression dans l'équation de Schr&dinger
(H- E.) yg =0, (11.69)

ou H est le hamiltonien (11.11), on obtient le systéme de 2J + 1
équations

% [(JM KIH] TMK"S - £, SKK,] =0 Keots .tT(11,70)

La condition de solubilité de ce systéme fournit une équation de degré
2J + 1 en E;. Les racines de l'équation donnent les niveaux d'énergie
du rotateur asymétrique correspondant au moment cindtique J. En fait
nous allons voir ci~dessous que le probléme est plus simple que cela
car la matrice de H dans les états de moment cinétique J, M se sépare
en quatre sous-matrices qui peuvent &tre traitées séparément et par
conséquent 1'équation de degré 2J + 1 en E; se sépare en quatre équa-
tions indépendantes de degré inférieur.

Récrivens H sous la forme

A A z
i Y &;' + L J} L c 4% 5 (11.71>
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~ 4 L 4 4
ou A= 5 T ——— ) L2 e
29, 25y ENE

Les éléments de matrice de H dans les états (11.63) s'obtiennent par

(11.72)

deux applications successives des relations (11.37). On trouve :

CTMK|H]THKS =0 s K4 K, Ktz (11.73a)

CIMKIHT THK>= { (a+L)[J(J+4)_K1]+ 2c Kz} , (11.73Db)

it

<IMKez [HITMKS = STMKIH[IM K>

(@D () (T k) (Trkan)(Tr k) - €11.730)

De la relation (11.73a), il résulte que l'copérateur H ne peut connec-
ter que des états pour lesquels K différe de deux unités. Par consé-
quent les &tats propres de H se séparent en deux classes indépendan-
tes, correspondant aux combinaisons linéaires d'états ]J M K>>é K

pair {(classe E) ou & K impair (classe 0)

f\ltf - v o [jmx> , (11.74a)
JH KFah K
° 2. T
o = TMRKS . (11.74b)
%JM K impair K ; \>

D'autre part, les relations (11.73b,c) montrent que
KTM-KIHI IMk> = <THMK[HITHKS (11.75a)
et IM Kz |H|IM <KD = THK|H| TH-K2>

= K TMKiz|[H] TMK> = STHR{H]TH K+ (11.75b)
d'ol l'con déduit que

<TM K’+|H|JHK—>=<JHKv}Hf3HKI+>=o (11.76)
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quels que soient K et K'>» o, les éléments de matrice de H étant pris
entre les états (11.66). Par conséquent, chacune des classes E et O

se sépare en deux sous-classes indépendantes, correspondant aux combi-
naisons linéaires [JMK+:> ou [JMK->> :

E+ Z_ _
Yy = s A JIMKES (11.77a)

E- s
¥y s KZ;”>O o, | THMK-N (11.77b)

. P

+ - (11.77¢)
’\% M = }{% , a,K J J M K+> )
impair>o

0- — (11.774)
Yo, = L K-> -

I K imjaa.?r>o “x ]JH >

Considérons les premiéres valeurs de J. Pour J = o, il v a
un seul état

E4
Yoo © [ecot > < fooo> (11.78)

d'énergie EO = 0. (11.79)

Pour J = 1, il y a trois états

W\Lf; = [1Mos > = [aHo (11.80a)
O+ 4

‘HL,]M = "*H4+>= \-[-:2_ [ f"H”>+)’1 H—4>]) (11.80b)
0~ © .80¢)

yM:}4M4_>=%[]4M4>_)4H_4>]) (11.80

qui, appartenant a des classes distinctes, ne se mélangent pas. Leur
énergie est donc simplement la valeur moyenne de H :
'4E+ = <4Hoi HJ ’IMO> -‘-“-a.']-}:)) (11.81a)

E4O+ :<4M4|l—|’4H4>+<4H4}HI4M-4>=57~+C) (11.81b)
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EAD— = <4H4le4H4> ~ <4H4]H|1Hq4>= btc. (11.81lc)

Pour J = 2, il y a cinq états

E+ (1) (¢ (0
A PITIIPS FYFENS

Q) ) 4 .
= o’ |aMoy ya 5 [J1H2>+!"H‘Z>] =12, (11.82a)

E-
Y, - aM2-> < iﬁ“ [|2H2>—12H~2>] ) (11.82b)
A]LOJF s JaMaed> = L [|2H4>+ |iH~4>]> (11.82¢)

M Z '
/YO' - aMa> = = [ 2 Ma> - }zH«b]- (11.82d)

Mo vz

Les trois derniers , appartenant 3 des classes distinctes, correspon
dent aux énergies

EZE— :<<2H2\t4]lHa>>: A+E.Luc) (11.83a)
E,g = <ttlH] aMaS> ¢ <aMa | K| aMaa> s dathic (11.83b)
Ew_ < <aMa ] aMay -<2Ma [H[ 2MoaS = atdbac. (11.83¢)

Pour trouver les énergies des deux premiers états, il faut résoudre
le systéme d'équations

[ <1HDIH|1H0>_E] @, + \fz <-”-MOI H,.ZM.?,\/- &_,_::O)

(11.84)
vz < 2Mo| H|aMe> &, +[<2M2””1H1>_E]azzo)
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qui fournit une équation du second degré en E, $Sa résolution conduit
au résultat

_ (o) .
teE+ = 2(ﬂ+L+C)ii‘¢(¢+£+cf-_3(ak+aa+Lc) L:ﬂfz‘ (11,85)

Le spectre obtenu pour ¢ = 2b = Y4a est représenté dans la figure ci-
dessous.,

Ey
en unites
204
o —%j-—- —S_....J:l s j‘:-i
25 J
_-‘}[—-- =3
____..1._\]':-3
5 T2
A0 - — =2
5  Ja
— 3 Jua
—3 J:4
5 T4
0.1 ._./.'...m—jzo
E+ E-~ O+ 0-

Spectre du rotateur asymétrique (S%.: % 3% = %.3%)

La théorie quantique du rotateur trouve une application di-

recte dans les spectres de rotation des molécules et des noyaux.
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v OPERATEURS TENSORIELS IRREDUCTIBLES

1. Définition des opérateurs tensoriels irréductibles

Lorsqu'on étudie les changements (linéaires) de sys~
téme de coordonnées, on est amené 3 la notion de tenseur. Le type le
plus familier de tenseur est le tenseur cartésien. Sous 1'effet d'une
transformation linéaire quelconque

, (1.1)

les composantes T.

i3 i d'un tenseur cartésien de rang n (nous
l 290.n

ne faisons pas de différence entre tenseurs covariants et tenseurs

. b d
contravariants) se transforment en

T z T

oo = . a . e G ; (1.2)
1 2" Tm 3432“_3’:"’ L’]&-‘] LZJZ "Inéfh 3432"'an

Dans 1'étude des rotations, on se restreint aux trans-—
formations linéaires orthogonales. Considérons par exemple le tenseur
de rang 2 obtenu en prenant les neuf produits des composantes de deux
vecteurs X et y. Les composantes de ce tenseur sont done

J'l'a = 'XL %3 L)a:: 4)2)3.

Il est bien connu que sous l'effet des transformations lindaires géné-

(1.3)

rales, le tenseur se sépare en un tenseur symétrique

Sig = jz- (QCL :I& -i-xa' g\.) (L.4)

et un tenseur antisymétrique

Hfa-e 1 (x, P HC>) (1.5)

* Ceci est la définition usuelle d'un tenseur. Pour &tre en accord avec

la loi de transformation (IV 2.4) des fonctions d'onde, il faut rempla-
cer dans (l.2) toutes les matrices a par des matrices a_;. C'est ce que
nous ferons dans la suite,
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qui se transforment séparément. Lorsqu'on se restreint aux transforma-
tions orthogonales, le produit scalaire

5. 2.3 - %Sn (1.6)

est invariant. Le tenseur symétrique est dit réductible : il se sépa-

re en un scalaire S et un tenseur symétrique de trace nulle

;
4 2 - -
LT — XM x - e . e

SLa 2(“334.3}“ 3XZSLJ)J (1.7)
qui se transforment séparément. Ces derniers ont comme propriété
qu'il est impossible de trouver des combinaisons linéaires de leurs
composantes qui se transforment entre elles : on dit qu'ils sont
irréductibles. La décomposition du tenseur T.-: en composantes irré-

J
ductibles est donc

!
TL3= LS ch + SL‘&. 4 FlL-(j : (1.8)
De cette maniére, on peut en principe construire 3 partir de vecteurs
des tenseurs irréductibles de n'importe quel rang. Il suffit de sous-
traire toutes les quantités qui restent invariantes dans les trans-
formations orthogonales.

Cette représentation des tenseurs irréductibles ntest cepen-
dant pas trés commode car leurs propriétés de transformation ne s'é-
crivent pas de manidre simple. Par exemple, X1 X, et x; sont les com-
posantes d'un tenseur irréductible de rang 1, mais il est plus commo-

de de considérer le tenseur de composantes x LR et x 1 données par

]
(IV 6.5a) et proportionnelles & W.>Q%L(E},? ;lm = +1, o, -1, car il se
transforme au moyen de la matrice ©*. Pour cette raison il est plus
utile d'étudier les tenseurs irréductibles dans la représentation des
coordonnées sphériques, plutdt que sous la forme cartdsienne. Les ten-
seurs exprimés de cette manid&re sont appelés tenseurs sphériques., Ils
ont pour propriété de se transformer par rotation de la méme ma-
niére que les fenctions AQ ng1(9 ,f ). Le concept de tenseur sphé-
rique est étendu & celui d'opérateur tensoriel irréductible.

Par définition, un opérateur tensoriel irréductible de rang k
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est un ensemble de 2k+1 opérateurs T; ( i = =k, =k+1l, ...,k) qui se
transforment par rotation de la méme manisre que les états h‘ﬁ:> s
c'est-d-dire tels que

) & Lo+ &®£

T = (lD T P = Z T ! (0() K -
q. - R(Q(’F’X) a R(O('(SJX) C_»;"' q’f q’ ﬂ' F} ) (109)
Comme conséquence de la définition, si Tk se transforme en T‘k par
la rotation Rl et que X se transforme en T"X par la rotation Ros

alors Tk se transforme en T"k par la rotation R, R1 (cf. IV 2.18) ).
En particulier toute observable invariante par rotation est
un opérateur tensoriel de rang nul

3. T . (1.10)

7]

En effet, en tenant compte de ce que éa (q’,F s§ ) =1, la relation
74

(1.9) devient pour k = ? =0

[—-\]0 — © ,.P'I‘ [—-\O

- | T - (1.11)
° Rispy) — ° TRI4pY) >

ce qui colncide avec la relation (IV 2,20) qui sert de définition aux
opérateurs invariants par rotation.
D'autre part, tout opérateur vectoriel est un opérateur ten-
soriel irréductible de rang 1
4

V% = 1?4 9=-1,0,+1. (1.12)

Montrons que la loi de transformation (IV 2.24) des composantes caprté-
siennes d'un opérateur vectoriel
) + 1
\/L - ?KidJPIK> \/L. iER(d)F;K) = % a—cj [a(’(;} X)\/g '::4’2J3) (1'13)

induit la loi de transformation

i + 4
Yes By ' TR{«,(‘tb’) ) ?;_ Dyg B0 gero, aaw

pour ses composantes sphériques. En vertu de la relation (IV 6.11) et

de son inverse, on a
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/ - +
ol u est la matrice (IV 6.12) qui transforme les composantes carté-

siennes d'un vecteur en ses composantes sphériques, Par conséquent

/ 4% -1
Vo g |9 fwﬁ’)]w Yy
Z 9
g Qgrqrf (3, %) vgr’ > (1.16)
en utilisant la relation (IV 6.18) et la Propriété d'unitarité de 1la
matrice éDl. La relation (1.16) coincide avec (1.14).

f

2. Addition, multiplication et contraction d'cpérateurs

tensoriels irréductibles

L'algébre des tenseurs sphériques présente certaines analo-
gles avec celle des tenseurs cartésiens., Rappelons que pour des ten-
seurs cartésiens, la somme de deux tenseurs de rang donné est un ten-
seur de mé@me rang. Par exemple, pour des tenseurs de rang 3

Ttgg . U%g( - Vcﬁ& . (2.1)
Le produit de deux tenseurs est un tenseur dont le rang est la somme
des rangs des facteurs. Par exemple, le produit de deux tenseurs de
rang 3 est un tenseur de rang 6 :
M
Pk Vi - (2.2)

Enfin, le rang d'un tenseur peut &tre réduit d'un nombre pair par le

vd%kgmm =

procédé de contraction qui consiste & égaler des couples d'indices
et & sommer sur les indices répétés, Par exemple, un tenseur de rang
3 peut &€tre contracté en un tenseur de rang 1, dont les composantes
sont

Z T ol Z T .. Cuw Z T - -
é Laa H 3Lé & Ja{éL (2.3)

Etudions maintenant ce que deviennent ces opérations pour les
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k k
tenseurs sphériques. Soient T_1 (1) et T%i (2) deux opérateurs ten-
4

soriels irréductibles de rang kl et k2 respectivement. Les symboles
1 et 2 désignent toutes les variables dont dépendent les tenseurs *.
Pour des harmoniques sphériques par exemple, 1ls représentent les
coordonnées angulaires de deux points sur la sphére unité, 91, ?1
et 92 s Tz - L'addition des tenseurs sphériques est la méme que
pour les tenseurs cartésiens: la somme de deux tenseurs de rang k,
K1y + T; (2).

Ceci est une conséquence directe du caractére lindaire de la trans-

k
T (1) et T; (2) est un autre tenseur de rang k, T

formation (1.9).

La multiplication et la contraction, cependant, sont un peu
différentes pour les tenseurs sphériques, La régle de multiplication
est la sulvante : & partir de deux opérateurs tensoriels irréducti-
bles de rang kl et k2, on peut construire un opérateur tensoriel irré-
ductible de rang k pourvu que les inégalités triangulaires gx(klk k)
solent satisfaites et que les nombres quantiques magnétiques s'ajou-

tent algébriquement, Elle s'exprime par la relation

b,
9-%

En multipliant des tenseurs sphériques, les rangs s'additionnent donc

k
‘Tgr (4,2) = % <%4c%4 1%2 ‘4‘%] q> T (4) T (2). (2.4)

vectoriellement plutdt qu'algébriquement, comme ils le font pour les
tenseurs cartésiens., On utilise souvent pour le prodult tensoriel

(2.4) la notation abrégée

b,k
'TJ; (4,2) = ['TPL"WX T (z)]qr ) (2.5)

Démontrons maintenant que l'opérateur défini par (2.4) est
effectivement %i composaﬁte # d'un opérateur tensoriel irréductible
de rang k si T J et T sont les composantes d'opérateurs tenso-
riels irréductibles de rang kl et k2 respectivement. Il faut donc
montrer que l'opérateur défini par (2.4) satisfait & la relation (1.9).

* Les variables 1 et 2 peuvent &tre identiques.
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La rotation R (« ,@ »§ ) du systéme de ccordonnées transforme la
relation (2.4) en

R T ot . Z ha kg i (2 T n )3 TE 0T e

ou, en appliquant la relation (1,9) au membre de droite,
L _
Y T (42)(])+ L T" T Z 4 E
R ) & <= (") J’.) < g
: Taown D e W M Rgeg kgD
k, R,
%49 %2, 9%
Remplagons les deux fonctions &D par la série de Clebsch-Gordan
(IV 8.5)., On obtient :

b
?R Tﬁ 4,2) T;

S kg 5&
"—'gi-% J.%M g{z)z<%q£c{ﬁf<g(>

) Z‘ <hialkgh B alql) <hig f 9.9, %) 94#—;“%
Lok

A 'S
11%; U) q! Zi <f% qq zq )%'i4+?l§> éD

2

(2.7)

AN AL
) %4 < %40‘}4 %a ?”a4)£ﬁ><£¢"qt" ‘Ee?' q-q/' %I$\>' (z2.8)

La somme sur (%l donne gkk’ en vertu de la propriété d'orthogona-
lité (II 2.8) des coefficients de Clebsch-Gordan. Par conséquent

‘ r-«?z + 'Y‘ [ / %4 '."—rgz
?‘R lg}u,z)?ﬁ = 5’:—9{; ®9ril+€i£,9r <k, q, %qulpar,;j‘+9ri_> T% (4) lgré (2). (2.9)

- - » i ..
En posant q'= q;+-ﬁ£ s, On élimine 12 de telle sorte que
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— ,g_ 7—;'24 ‘&?_
7% 5 <kelk -4 kDT 0 TS )

-
T% J% (1,2) T¥+

- Z o%%f TP{ (1,2)
¢ 91 ¥

en utilisant la définition (2.4). L'expression (2.4) satisfait donc la

(2.10)

relation de définition (1.9) d'un opérateur tensoriel irréductible
de rang k, ce qui termine la démonstration.

Comme exemple de produit tensoriel, considérons le cas ol
les variables 1 et 2 sont les coordonnées angulaires d'un m@me point
sur la sphére unité et les opérateurs tensoriels irréductibles sont
des harmoniques sphériques. La relation (2.4) s'écrit alors

—k
lc% (5, ¢) = % <k g R 9-9,1%g> YMM (®,y) \/&24_%(9»5)- (2.11)

La forme explicite de l'opérateur produit i (¢ > P ) est facile a
déterminer. C'est en effet une fonction définie sur la sphére unité
qui posseéde les propriétés d'un tenseuﬁde rang k. Or les harmoniques
sphériques constituent un systéme complet de fonctions définies sur
la sphére unité et possédent un caractére tensoriel bien défini. Daés
lors Tk (8 s } doit &tre proportionnel & Y%i ( 9,lf), la constante
de proportionnalité étant indépendante de i :

ok )
[ol,y) = Clh &, k) Y%ﬂ (8, ¢). (2.12)

On obtient la valeur de la constante de proportionnalité en multipli-
*
ant la relation (2.11) par ykﬁ- (0 2 ), en intégrant par rapport &
b et ¢ et en tenant compte des relations (I 3.u48) et (IV 10.19)

, (zfmﬂ(zﬂzw)T% -
C(%Mp(?"w T Y (2kea) <%40%20Hw>%<£4$q£eq_%[£gf>

4
[ b)) (2%,44) )7
) (2t,44) (2%,40) |2 <k, o gzo) go> . (2.13)
L Yo ('1‘2+4) J -
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Cn a donc établi que

%4 < ‘E,I ﬁq P(?. ?‘?}4} gﬁ_> yﬁ,,?q (9’\1&) \/‘22 q_gh [8’?)

2R, 41 Z*E,_M di
n[c& i )J <hokolkoN y&ﬁ 8,¢).

Y1 (2k44)
L'inverse de la relation (2.4) permet de développer le pro-

(2.14)

duit ordinaire d'opérateurs tensoriels irréductibles en une somme
d'opérateurs tensoriels irréductibles :
T

1

\"'l'av_ %
Dl we ¢ <l hgheg ST, e

bk
: % <kgkog|Rgg> [T () x T &J%%- (2.15)

Par exemple, pour un produit d'harmoniques sphériques calculées au
méme point, on a :

i
z
yg (9’\{,) \/B [&L{:) - % [ (ZL-}") (2&,—_»}’1)] <g:,| o ga Dl 20>
" 242 e (2hea)
x <k, 2. kg, | 9,49, > y%)?ﬁﬁz 8,p)- (2.18)
Dans le produit tensoriel (2.u#),le rang du tenseur résultant peut
varier par pas de 1 entre les limites k = kl - k2 et k = kl + k2'

Si ki = ko, 1l est possible de construire un invariant, c'est-3-dire
un tenseur de rang nul :

0 .
To{4,2)= % < %4 . %ﬂ‘ﬂﬂ J00> ‘qu (1) T

hog
s () k 3
= %}] [_)—_ rT * {4) T

T q, Y (1), (2.17)
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en tenant compte de la valeur explicite du coefficient de Clebsch-
Gordan. Dans (2.17), le facteur (-1) L (2kl+l)_7 peut €tre sorti
de la sommation et absorbé dans TO (1, 2). On obtient alors un inva-
riant proportionnel a (2.17), qui est par définition le produit sca-
laire * des tenseurs Tkl (1) et T 2 (2)

Tﬂh(4)-]T1L£a)= b 04)% rT%4 (1) qﬂ£4 (2) - (2.18)
e % -4
Cet invariant a été obtenu en contractant deux tenseurs de méme rang
d'aprés la loi de multiplication (2.4). Pour kl = 1, le produit sca-
laire de tenseurs se réduit au produit scalaire ordinaire de vecteurs,
Un exemple d'application du processus de contraction (2.18)

est fourni par le théoréme d'addition des harmoniques sphériques
(IV 9.9)., En effet, en tenant compte de la propriété (I 3. 489) des

harmoniques sphériques, ce théordme se récrit

yfm., (-s":%r) yD,m (9’211102);- % (-1) ye_,m (9'1;‘194) y{)% (BZ/LPZ)

= 29+4 £, («08,). (2.19)

I1 exprime le fait que le produit scalaire des deux opérateurs tenso-
riels irréductibles de rang 2 YQM (9%, &ol) et yf'm (92 le 9eS‘t

un invariant dont la valeur est egale a o ?e(cos 912 s Ou 12
représente l'angle que font entre elles les directions d'angles polai-

res ( 91, ¢ et ( 92, PN

¥ On n'utilise la notion de produit scalaire que pour des opérateurs
tensoriels de rang entier, pour lesquels la Phase (—l)q'd est réelle.
Pour les opérateurs de rang demi-entier, il est plus commode de conti-
nuer 3 travailler avec le produit tensoriel de rang nul, dans lequel

ki- 91

la phase (-1) est réelle.
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3. Définition de Racah des opérateurs tensoriels irréductibles

Dans le paragraphe 1l,nous avons défini les opérateurs tenso-
riels irréductibles par leurs propriétés de transformation par rota-
tion. Racah a donné une autre définition au moyen des relations de
commutation des composantes tensorielles avec les opérateurs de moment
cinétique : l'ensemble des 2k+1 opérateurs X (ﬁ ==k, =kt+l,...k)
constitue un opérateur tensoriel irréductible si les relations de com-
mutation

[L:T ] [ Tq) E*qw)] ‘Tfh’) (3.1a)

[I f—f% ‘qu?;’ (3.1b)

sont satlsfaltese Nous allons montrer maintenant que cette définition
est équivalente 3 celle contenue dans la relation (1,9).

e

Récrivons la relatlon (1.9) pour une rotation infinitésimale
d'angle d& autour de n

d€ w3 3 -idEa T ok (5T
e Ti . :% [ <ky'le [hg, 3.2)

cu en se limitant aux termes du premier ordre en dé

(1+0d8 a;,f)rri (1-cd§7.T)- %_ 'Ti, <1Q¢q_f((f{-l-f@l§5_1.§)[£9t>. (3.3)

Il en résulte que

[ Tgi} Z_r¥? <%4}m jl%¢> (3.4)

Prenons successmvement n = el, e2 et e3 et utilisons la valeur expli-

cite des éléments de matrice de n.J, contenue dans les relations
(I 8.32), (I 8.33) et (I 8.29). On trouve

A

Ik & 5
I”!‘Tij :%[(%~3 )(%4—@#):} lﬁ**“ + 3[(£+¢;)(‘2—9r+4)J T?J 5 (3.5a)

faf->
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[J;_}Tg: =-%[(‘E_i)[%+q+4)J Ti+1+é[(‘£c+q_)('2‘6}_+4)]zrf§_1) (3.5b)

[L)‘Ti}z q 'T? . (3.5¢)

En se servant des relations (3.5a) et (3,.,5b), on trouve pour les com=~
binaisons J, ¢ i J, le résultat contenu dans la relation (3,la). On a
donc montré que la définition des opérateurs tensoriels irréductibles
par leurs propriétés de transformation par rotation implique les rela-
tions de commutation avec les opérateurs de moment cinétique données
dans (3.1). La propriété inverse suivant laquelle les relations de
comnutation (3.1) imposent les propriétés de transformation (1.9) est
liée au fait que les relations de commutation (3.1) expriment la
validité des propriétés de transformation (1.9) pour des rotations
infinitésimales et 3 la possibilité d'engendrer toute rotation finie
au moyen d'une succession de rotations infinitésimales.

Un exemple de relations de commutation (3.1) est fourni par
les opérateurs de moment cinétique total eux-mémes. Dans la base sphé-
rique, les trois composantes J (? = +1, o, =1) du moment cinétique

1

sont

J.. 4
¥ r r
Jo =7, , (3.8)
_ijz_ = ..4.._. .
(7 < =7

1

(L+8)--2 73,

2

-1 =

Les relations de commutation (I 8.1l) se récrivent sous la forme
i T B [7,3.] T [1.,0,,)-73,,

(3,8 ]=7 7, ‘[JO;JJ:Q) [1,7, ]-71,, @D
[3' L=, [3,1.]--1.,, [3,1.]--

Ce sont les relations de commutation (3.1) pour un opérateur tensoriel

1

irréductible de rang l. Lorsqu'on contracte 1l'opérateur J avec lui-
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méme, on obtient le scalaire

I . %(-4)(jr qu J,,g , (3.8)

qui satisfait les relations de commutation

[J_-}_-,jz:lz[;“o)j:zjzo (3.9)

d'un opérateur tensoriel irréductible de rang nul,

I1 est utile d'écrire les relations de commutation (3.1) com-
plétement dans la base sphérique. En multipliant (3.la) par T4/{2
on obtient

[ji4, VF%] B H (%1@)(21“9{4,4)]2 Tg (3.10a)

gt1 >
[]o, *‘Ti]: g FT’;‘, (3.10b)

Le premier membre de ces relations contient le produit ordinaire des
composantes de deux opérateurs tensoriels irréductibles de rang 1 et k
respectivement. En vertu de la relation (2.15), le coefficient qui
apparait dans le deuxidme membre doit &tre proportionnel au coeffi-
cient de Clebsch-Gordan qui effectue le couplage des moments cinéti-
ques 1 et k pour former le moment cinétique k., En consultant une table
de coefficients de Clebsch-Gordan ou en appliquant la formule générale
(IT 5.20), on trouve gque

ol

[ (heg)(hegen)) =

Ko pfhgpy—— 3
VA (Esa) [43(&4'%)(%*?“)]

/\.:O - (3.11)

o

Par conséquent, les relations (3,10) peuvent se récrire sous la forme

i k
rT = % 4 & + k £+4 T
L9en Ty D= <hyop kg JREG T

De la m@me maniére, on peut récrire les éléments de matrice des opéra-

PWEN

/¢=+@g-4. (3.12)
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teurs de moment cinétique, donnés dans les relations (I 8.28) et
(I 8.29), sous la forme

<Gl lem>- 5, s <emiplimy>e aas

U, Thécréme de Wigner-Eckart

Ayant établi dans le paragraphe précédent les relations de
commutation des composantes d'un opérateur tensoriel irréductible avec
les opérateurs de moment cinétique, nous allons maintenant examiner
les propriétés des éléments de matrice de ces composantes tensorielles
entre des états propres du moment cinétique.

Suivant le théoré&me de Wigner-Eckart, que nous allons démon-
trer, la dépendance de 1'élément de matrice <TX’J' M* ) Tk) ¥yd M:>
en les nombres quantiques magnétiques M', et M est eitiérement
contenue dans le coefficient de Clebsch-Gordan <jJ M k:@] J! M'j) :

<YM T%;H’Jm - <THhe [THS YT THETS

La quantité -<XJJWITk}|XJ>> est appelée 1'élément de matrice réduit

de l'opérateur tensoriel irréductible 'I'k

. Comme 1l'indigque la notation,
elle est indépendante de M', 9 et M. La présence du coefficient de
Clebsch-Gordan dans (4.1) indique que 1'élément de matrice

Ly'ar M'l T;’ Y J M > s'annule sauf si
SlThI) e M'e Mg (4.2)

La démonstration du thécréme de Wigner-Eckart est basée sur
les relations de commutation des composantes Tk avec les opérateurs
de moment cinétique. Les éléments de matrice de la relation (3.1b)
sont

4

SEEN ‘Ti: (Y Th > - <25':r’M’/T%1

J. XJM>=?<K’JH’{T§ [yt (4. 3)
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Faisons opérer JO a gauche dans le premier &lément de matrice et 3
droite dans le second. On obtient

(M-M-q) <{J’M’|T§JHM>:0 , (4. 4)

d'ou il résulte que

YT ’Tilww o smf s Mk Mg (4.9

C'est la régle de conservation des nombres quantiques magnétiques,
Les éléments de matrice du commutateur (3,la) sont

<YM 3, T grl\ﬂ/JH> <‘(JH"T Te |y In>
[Uﬂg{ %*‘qrw:] <5Jn’[ Tfh }XJH>- (4,6)

Faisons opérer J, & gauche dans le premier &lément de matrice (ol il
- - + ~ -

a le méme effet que J_ =J; ax‘yylﬁ>9et a dreoilte dans le second. On a

en vertu de la relation (I 8.28)

REELRICE: H’mf <y I Mgq “]"f; lYaM>

eI ] T T TS

k
Toi4‘XJM>' (4.7)

La comparaison des relations (4%.7) et (II 3.4), (II 3.5) mon-
tre que 1'élément de matrice <fX’J' M'I TE [X’J M>> satisfait aux
mémes relations de récurrence que le coefficient de Clebsch-Gordan
<JI Mk 9 i J!t M':> » Dés lors la dépendance de ces deux quantités

en les nombres quantiques M', % s M dolit Btre la méme, ce qui démontre

- [(%Iﬁ)(%tgu)]z <y'a'H]

la relation de proportionnalité (4.1).

Le théoreéme de Wigner-Eckart est trés important pour diverses
raisons. En premier lieu, il permet une séparation des caractéristiques
d'un processus physique qui dépendent de la géométrie et des proprié-
tés de symétrie du systéme, qul sont contenues dans le coefficient de
Clebsch-Gordan, de celles qui dépendent de la description physique dé-
taillée du systéme (apparaissant par l'intermédiaire des nombres quan-
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tiques Y et K’ >, qui sont contenues dans 1'élé&ment de matrice pé-
duit. En second lieu, le théoréme constitue une expression formelle
des lois de conservation du moment cinétique (4.2), dans la mesure

ol ces lois sont entidrement contenues dans le coefficient de Clebsch-
Gordan., Quand Tk représente un opérateur de transition qui fait pas-
ser d'un état initial ]X J M>> a un état final IX)J' M'>» par ab-
sorption d'une radiation, les lois (L.2) expriment simplement le fait
que la somme (vectorielle) des moments cinétiques de 1'é&tat initial et
de la radiation est égale au moment cinétique de 1'état final. Fina-
lement d'un point de vue pratique, le théoréme de Wigner-Eckart permet
de calculer tous les éléments de matrice d'un opérateur tensoriel
irréductible & partir de 1'un quelconque d'entre eux. On a en effet
d'aprés (4.1)

<3Mgg|3%ﬂ>
<IM g [I'ED>

pourvu que <J M kg [ J'ﬁ'> o,

Comme exemple, considérons les éléments de matrice d'une

S _
YT YT - <a«’:ﬁw{¢§lmw>, (4.8)

harmonique sphérique entre des é&tats propres du moment cinétique or-
bital, D'aprés la relation (IV 10.19)

T T
<P.f,m!l y%q (BJLP))PM>: J o|95‘.fm9f cltf YE'%’ (6,v) \/2“:"] (9,v) \/P%(Q,lf)

4
(2b41)(2844) 2
J ‘ (4,8)

yrr (20%4)

= o g | V'S <o ko] 26 [

Le théoréme de Wigner-Eckart indique que les &léments de matrice

réduits des harmoniques sphériques sont donnés par

4
(z@+«)(2£+4)!}3

g (284 4)

Uy e - <A go]m[

(4.10)

Comme autre exemple, considérons les éléments de matrice des

opérateurs de moment cinétique donnés dans la relation (3,13)
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gl gy = <gmaplim > ilp) 5y (4.11)

L'élément de matrice réduit du moment cinétique est donc

<lalhg> =g Sa-a" (4.12)

On trouve en particulier pour le moment cinétique orbital

LUNANLS < JHTAY by (4.13)

et pour le moment cinétique de spin

T E RS B EANN iy (4.18)

2

5. Adjeoint hermitique d'un opérateur tensoriel irréductible

Prenons l'adjoint hermitique des relations de commutation
(3.1) des composantes d'un opérateur tensoriel irréductible avec les
opérateurs de moment cinétique. En tenant compte des propriétés

+
J, = & eﬁ JO = Jo s on trouve

okt . %+ T 4t
[ji>‘Tq :—-[ 1’{Tﬁ ]: [(%iq)[ﬁiﬁ+ﬂj T€t4 5 (5.1a)
k * S rﬂg'+
):jo)rfq‘ = [Io, qu = ﬂ Jg} . (5.1b)
Ces relations se récrivent en changeant le signe de ? sous la forme

4 +
L )T_&j:" [(giﬁt)(&qu)y Tg (5.2a)

-(4%1)
k -k o+
1%, ‘T{ K ‘JC1l _ (5.2b)

" +
La présence du signe meins dans la relation (5.2a) empé&che Tk d'&étre
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la composante d'un opérateur tensoriel irréductible, Ce probléme est
facilement surmonté en introduisant dans l'opérateur une phase (—l;? .
L'opérateur de composantes ¢ (k) (-1) ?F ¥ s Ol ¢ (k) est une
bphase arbitraire dépendant seulement de k, satisfait les mémes rela-
tions de commutation avec les opérateurs de moment cinétique que 1l'o-
pérateur de composantes Tk : (P(k) (-1)9r ?# ¥ est donc la compo-
sante 9 d'un opérateur ienforiel irréductible de rang k que l'on ap-
pelle l'adjoint hermitique T de l'opérateur T. Le choix de la phase

? (k) varie suivant les auteurs . Nous prendrons

%
T+g 9 TE+

g = (-1) 4 (5.3)
définition qui a l'avantage d'avoir un sens bien défini pour les rangs
demi-entiers aussi bien que pour les rangs entilers,

Un opérateur tensoriel irréductible auto-adjoint est défini
par la propriété
T“; - FT%; - (-@Lq T“ﬂr . (5.4)

Le produit tensoriel de deux opérateurs auto-adjoints qui commutent

Lo+

est lui-méme auto-adjoint. Pour le prouver, il faut montrer que si

= %4 %4* 1 gz; + %z ’PQZ‘ z 21 +
4, (4}= (1) ' fr_ﬁq () T g, [2)‘= (-1) i iquz 2) (5.5)
%4 X
et [ q‘g (4, qﬂiz(z)] =0 (5.6)

” L b - b+
alors [ frg4m)er%th}J‘1 = (1) * [ quqh)erglhjjdﬂ . (5.7)

Développons le second membre de la relation (5.7). On a

) Y B+
M [T

%-q — R *
= (1) % <%4 -iq %a “q+ﬁ4|%‘?}> [ T—ﬁm (1) T_;% (Z)J en vertu de (2.4)
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(4 (2) en vertu de (II 4,28) et (5.,5)

A
E{'l)x T%z(l)]?
b ok ok
=[T () x mji ,

ce quil démontre la relaticn (5.7).

it
Py
1
X
—
e
=
Y
4
[
2=
[
!
™~
-
—

Ecrivons le théoréme de Wigner-Eckart pour l'adjoint d'un opé-
rateur tensoriel irréductible :

W T E YTy - <Trkg | TS T TS e

Mais d'autre part

<}g’5’r~r’|f“”e | Y IM> < () k-4 <¥'3'M!| T TIYIH>

= (-1 —q- ,f}%
(-) <HH|T_%[HM>. (5.9)

En appliquant le théoréme de Wigner-Eckart au second membre de la
relation (5.9), on obtient

kg
T[Ty H Y T < kg [T Gl Ty

T4k T

- () 2744

<THEQ|I™M> <¥T[T gl)zy:r>) (5.10)

ol l'on a tenu compte du caractére réel des coefficients de Clebsch-
Gordan et de leurs propriétés de symétrie (II 4.13) et (II 4.28). La
comparaison de (5.8) et (5.10) montre que les éléments de matrice ré-

duits d'un cpérateur tensoriel irréductible et de son adjoint sont liés

2341
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par la relation

J

T+ET -
<y'7| TH‘HN> ey ;/i‘f" <yl Tﬁllx’fy. (5.11)
41

En particulier, les éléments de matrice réduits d'un opérateur auto-

adjoint possédent la propriété de symétrie

j4£~j} 2T+ ¥
GIITH > - e” T ED qrfrhryt o
Prenons comme exemple les harmoniques‘sphériques

) 9 = y%ﬁi (9,\[))- (5.13)

Leur adjoint hermitique est d'aprés la relation (5.3)

it %'ﬁ yi* (9)?). (5.14)

l z_,} = ("4)

La propriété (I 3.49), suivant laquelle

* i
Y%q (Biy) = (-0 Y%aﬁ () (5.15)
entralne que
otk k R
JH = (1) \/J;UqL (6,¢) = {£1) Tﬁ . | (5.186)

Par conséquent lorsqu'on adeopte la définition (5.3) pour 1'adjoint
d'un opérateur tensoriel irréductible , l'adjoint d'uEe harmonique
sphérique Y% différe de celle-ci par la phase (-1) |,

E§

6. Eléments de matrice du produit tensoriel de deux opérateurs

tensoriels irréductibles

6.1. Opérateurs tensoriels agissant sur le méme systéme

Ky k2
Scient T et T deux opérateurs tensoriels irréductibles
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dépendant des mémes variables (que nous n'éerirons pas). Le théoréme

de Wigner-Eckart (4.,1) appliqué & leur produit tensoriel donne

Q o) jl gl {
<y [Thx Tﬁz]q IHS =<TMhe [TM/S<y H[TE}T e 1)

On a par ailleurs par définition du produit tensoriel et par applica-
tion de la relation de fermeture

<Y'3'w| [T'D‘“x 7" i YTMD>

=?Z? <kig, kg, | ko> <X’J’M’[*‘r§“ Tﬁt [yau>

1o 1 i epdty ) VL] B?- —
-2 2 <g4g4%2qzi£?><X’JM]TihJH‘><XJH}T$Z!XJH>.

?4?1 K)LTHH)] (6.2)

L'application du th&or@me de Wigner-Eckart aux &léments de matrice de
Tkl et de TX2 conduit & l'expression

41 42
Paed gy Eﬁ Ez &
YIw| [T T ]? [YTH>

) w%wq L SRR T T <y, [T

ra

Y3 ‘Tg“]l ‘5"3"><‘6"J”HT%Z EDE (6.3)

La somme sur M", ?l et ?2 peut &tre é&valuée en tenant compte des
relaticns (II %,13), (III 1.10) et (III 2.1). On trouve

T4k, 37
G habalie 07y e
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AR S R
(1) <A g T H'[THS
Tekr b, T |
= () <&qJHij><m&&J%)JJﬁ£M(QJLT;T>
Tikotd T ke T.T' Ros k4TI
= (1) (-1) < IM Q\QI’ } J{H'> (1)
T o b, 2
e E" 1 2 ”-}-’5 ) z
[ hen 3"y gj fjw}
heJeT' . A
N 4 L(z£+1)[zj .5_4)‘] <3H ggljfh,1> {ﬁ" fel_zf i{,n} .

(6.4)

En introduisant cette relation dans (§.3) et en comparant 3 (6.1), on

obtient 1'élément de matrice réduit du produit tensoriel en fonction
des €léments de matrice réduits des opérateurs :

o2
7 s>
b7, T!

= £4%z b i) 1
= (1) \(2E+4 Z” \(13"+4 { T J’J”} <yJ U ‘TL “ Y'7">

¥'J

<y 3| [‘Tg“ T

x <KW“HTLUXI>- (6.5)

6.2. Opérateurs tensoriels agissant sur des systeémes différents

k k
Soient T l(l) et T 2(2) deux opérateurs tensoriels irréduc-
tibles agissant sur des systdmes différents 1 et 2 ou sur des parties

différentes 1 et 2 d'un méme systéme (ceci implique qu'ils commutent)

Nous allons exprimer 1'élément de matrice réduit de leur produit ten-

soriel dans la représentation couplée en fonction des éléments de ma-
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trice réduits des opérateurs individuels dans la représentation non
couplée. Désignons par jl’ m, 32, m, les nombres quantiques des par-
ties 1 et 2 et par J, M ceux du systéme entier.

Appliquons d'abord le théoréme de Wigner-Eckart aux éléments
de matrice du produit tensoriel dans la base couplée :

b
<¥ ghq T [TL (1) x TEZ“)JQ ) Y. TH >

(ol oy ﬁz ¢
= kg [ TW> <Yy gt 3 T T SN PR S

D'autre part, développons le produit tensoriel suivant la
formule (2.4) et les vecteurs de la base couplée en fonction de ceux

de la base non couplée
D] T e R
YL I [ [T w7 m] [ Y40, T8>

ﬂzﬂr m%mr%l <’Daﬂ9m &211I£ﬁ> <34"”46‘z“”2-p”> <32"”f"3£'m,2]jl”,>

’é
Y ghm, 3’1"“12)Ti (y T (z)}‘(gm fam > (6.7)

En vertu de la relation de fermeture, 1'élément de matrice du second

membre se récrit sous la forme

! | j f %
<532”“4'&a%21 4)T z))Xﬁ'm 31 >

i

xZ - Y gaml g lT {4))53 433"'""2>
431

<u" gl ! )TP%":. © | Y geme e

— Iy | ! ] %’l

Vgl g

¥ gt 4l r>]
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[ Sy St m <w”awab%lTitwl¥%Wéfﬁ>J

= Z'BXQV%

Ti: (1) ) }’H 34 ™M >

ke
x <\6”’<1':_'*“J2_\Tﬁ (2) lYﬂLmL>J .
i (6.8)

L'applicatiin du théoréme de Wigner-Eckart aux éléments de matrice de

1 Z
T “(1) et T “(2) donne
h 92

i

< X] at\ﬂm,/l }}z,'ml

T ()T " ()
T

%

X 64 M ?]z. ML>

314'“"}4><31m1 21(42_13;.”“2>

- <qum’l %'4 9}4

— L, | 0 '2’31'.
X % Eg T W) y"4,> <Xl T fl)““l>' (6.9)

Aprés avoir introduit la relation (6.9) dans (6.7), la somme sur 41
qos My Mgy m'l et m'2 peut &tre effectude en utilisant la relation
(III 4.6). On obtient :

o k
<$£@LIW)[TLMKT%uﬂ11X&&5”>-
1

= [(?32+45[1&2+4)(2&+4)[Zj+1)J : <'3WW‘%Q JJ,H':>

AR bl Tl
< %4 . < ,4 qui 1;4 u;a 2] S
5 < | T ol ><d el T wiYe >

o J
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Finalement, la comparaison avec l'expressicn (6.6) conduit & la rela-
tion cherchée

) "”E" :
SEIFR [T%“Mx e ] e I

T (44
- [[aa[,_w\(z;]t;'._w) (zpc+4)(23+4\] LA
32 4 I’
x % <Yl T* [4)||634><K”’”T ‘wlye> (6.11)

En particularisant cette formule, on obtient un certain nom-

bre de relations utiles , que nous allens maintenant établir.

8.3. Produit scalaire d'opérateurs tensoriels agissant sur des

systémes différents

En faisant k; = k, (entier) et k = o dans la formule (6.11),
on obtient 1l'é&lément de matrice réduit du preduilt scalaire T (1).
X (2) , défini d'aprés (2.17) et (2.18) par

'TJRU). ‘Tgu): (1) \/ U [“ « T (a)] 6.12)

Il suffit de remarquer que d'apreés la propriété de symétrie (III4,15)
et la relation (III 4.23), on a

4o 40 J (4 4
ML B PR
7 1,
94*'32*&*3 _
IR C) {ai f ] }
3’7 b * ] (6.13)

\/[z%us (2T44)
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Par conséquent

[ ) ?ﬁ
¥ 4h 43 H T%u). T 457>

44+32+ J 5 Pogl
= i ! ¢ é” 32.. j
= 53,1 (-1 [ (232+4)[232+4)] { 4 1 4 }

« 2 <Y TRl > <l THalve>-
§ (6.14)

6.4, Un seul opérateur tensoriel dans la représentation couplée

Pour obtenir 1'é&lément de matrice rédult dans la re résenta-
5 P

d¢'un opérateur tensoriel irréductible Tk(l) agissant
= ¢ et

tion couplée,
seulement sur la partie 1 du systéme, il suffit de poser K,

Tk2 (2) = 1 dans la formule (6.11), On obtient
%
¥4 4n T H Y NM,];},_I>

% @ QL J
= [ (2aa+4)(23;+4)(13&w13[13+43] { 2 o &
54 T

(6.,15)

) TR s
x < T @Y. > 2y

Par application des propriétés de symétrie (III 4.,15), (III 4.,17) et

de la relation (IIT 4.23), cn &

4y 3 4 3 14 4
Lo k 4o b J J 4 4
6!’1 /&L .‘TJ ‘2’_ [ ‘?z % ’E’i =]

i
1)
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gﬁ+gz+ Jp 2

o {I' 4 ;;L}
- > (6.186)
V(aja+4)(zﬁ+4) IR

d'ou

<V 4 7] Tho) Y44 T

’ had, + T rk
= 5 [__4)6 'J

[[2$VM)(ZI#ﬂJ { 1” 32} ]

T 2 4)“ X912>

(6.17)

De mé&me, pour obtenir 1'é€lément de matrice redult dans la

tensoriel .
représentation couplée, d'un opérateur/irréductible T (2) agissant

seulement sur la partie 2 du systéme, il suffit de poser
k -
et T"1 (1) =

= 0

1
1 dans la formule (6.11}. Un calcul analogue & celui
qui conduit & la relation (6.17) donne

L TR Y45 TS

daty, + T4 4 i 4.
44, [“41“’“3*”} { a}%anmwllxw

(6.18)
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VI APPLICATION A LA STRUCTURE FINE ET HYPERFINE

DES SPECTRES ATOMIQUES

1. Atomes hydrogénoldes

Dans ce chapitre, nous allons appliquer les méthodes dévelop~-
pées dans les chapitres précédents & 1'é€tude de la structure fine et
hyperfine des spectres des atomes a plusieurs électrons. Avant d'abor-
der cette étude, rappelons quelques propriétés des atomes hydrogé-
noldes.

La caractéristique essentielle des spectres atomiques est le
groupement des niveaux en couches d'énergie. On rend compte de cette
structure en couches par la prépondérance de l'interaction coulombien-
ne attractive entre les &lectrons et le noyau supposé ponctuel. Pour
les atomes hydrogénoides (voir chap, I § 6), le hamiltonien est donné

en premiére approximation par

2ot
Ho. T - . (1.1)
VA

Ses niveaux d'énergie sont caractérisés par une valeur donnée du nom-
bre quantique principal N, & laquelle correspondent en général plu-
sieurs valeurs des nombres quantiques n (nombre de noeuds radiaux),

{ (moment cinétique orbital ) et m (projection du moment cinétique
orbital sur l'axe de quantification).

Expérimentalement, on observe une levée de dégénérescence des
niveaux caractérisés par une méme valeur de N, mails cette levée de
dégénérescence est trés faible vis-a-vis de la distance entre les
niveaux appartenant & deux couches voisines (c'est-3d-dire deux valeurs
voisines de N). La levée de dégénérescence se fait de telle maniére
gue chaque niveau & { donné se sépare en deux niveaux caractérisés

par une valeur donnée du moment cinétique total 3, J = ¢ -'% et

. 4
j = Q +%f (sauf pour e o pour lequel on a seulement ] = I')
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c'est la structure fine des niveaux du spectre. On ne peut rendre
compte de cette structure fine que par la résolution de l'équation
de Dirac quil assure le traitement relativiste correct du probléme.
La théorie de Dirac prévoit que le rapport de la distance entre les

niveaux les plus éloignés d'une méme couche et de la distance entre

deux couches voisines est ?e l'orgre de Zz\xz, ol o« est la constante
de structure fine, « = q§~— =135 - A 1l'ordre le plus bas en v2/c2,
<

la structure fine est due 3 la présence dans le hamiltonien de Dirac
du terme d'interaction spin-orbite

H, - § 1.5, (1.2)

2 2
ﬁ("—) i 4 1 o (“ Ze ): Ze L_
2mtet O dn n 2mbct 3

Quand on passe aux atomes & plusieurs électrons, la premiére

(1-3)

étape consiste en la résolution de l'approximation non relativiste,
correspondant & la généralisation du hamiltonien (1.1) pour plusieurs
particules. Contrairement au cas des atomes hydrogénolides, il n'est
plus possible de trouver une sclution exacte du probléme et il a donc
fallu développer des méthodes d'approximation. Dans le paragraphe sui-
vant, nous exposons le principe de l'approximation des particules in-
dépendantes, qui joue un rdle fondamental dans la théorie des atomes

a plusieurs électrons.

2. Atomes complexes : approximation des particules indépendantes

A l'approximation non relativiste (en négligeant donc les
termes d'interaction spin-orbite), le hamiltonien d'un atome de Z élec-

trons dans le champ du noyau supposé ponctuel s'écrit sous la forme

2 T
H: Z (T{C)_Ze " Z.

L) l<f=2 Izu[_IQJ

(2.0
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L'approximation des particules indépendantes consiste a séparer H en
un hamiltonien & particules indépendantes

z z
Ho e Z b 2 [ Twe Vi ] (2.2)

r'="
et une interaction résiduelle W, que l'on néglige 3 l'ordre le plus

bas du caleul

He Ho 2.5

L'approximation la plus simple, qui consiste 3 prendre pour le poten-
tiel moyen v l'interaction coulombienne noyau~électron, est insatis-
faisante, Pour obtenir une approximation de départ raisonnable, il
' faut introduire dans V en plus de l'attraction du noyau, l'effet
moyen df 4 la répulsion des autres électrons. Ce dernier effet dépend
évidemment de 1'état dynamique des autres électrons; le méme poten-
tiel V ne saurait donc rendre compte, méme approximativement, de la
totalité du spectre de l'atome. Cependant, si on se limite & la re-
cherche de l'état fondamental et des premiers &tats excités, on peut
se fixer V une fois pour toutes. L'approximation est d'autant meil-
leure que ce potentiel a été judicieusement choisi.

I1 est facile de deviner la forme semi-quantitative du poten-
tiel moyen V. En gros, l'effet des électrons est de faire écran au
champ coulombien pur du noyau et cet effet est d'autant plus sensible
que l'on s'é€loigne du noyau. Pour un &lectron au voisinage immédiat
du noyauyc'est-a-dire 3 une distance r' proche de zéro, les autres
électrons ont une probabilité de présence aux distancesr>r' voisine
de 1 et le champ dans lequel baigne l1'é€lectron est donc trds sembla-
ble au champ coulombien pur du noyau. Par contre, lorsque l'électron
se trouve a4 une grande distance r" du noyau, les autres &lectrons
ont une probabilité de présence aux distancesr < r" voisine de 1 et
le champ dans lequel baigne 1l'é€lectron est donc trés semblable &
celui d'une charge e, différence entre la charge +Ze du noyau et la
charge -(Z-1)e des 7-1 électrons intérieurs. Par conséquent V(r) se
comporte comme - %f au voisinage de l'origine, dévie de plus en

plus de cette forme coulombiennezpure au fur et & mesure que r aug-
mente et se comporte comme - %f dans la zone asymptotique.
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La détermination quantitative de V(r) peut se faire par la

méthode de Hartree-Fock ou méthode du champ self-consistant.

La méthode de Hartree-Fock est basée sur l'utilisation de la méthode
variationnelle. Dans celle-ci, on choisit pour décrire 1'état fonda-
mental du systéme une fonction d'essail 84 dépendant d'un certain nom-
bre de paramétres. La valeur moyenne du hamiltonien du systéme dans
1'état représenté par ”P\ constitue une borne supérieure de 1l'éner-
gie exacte de l'état fondamental, On obtient la meilleure fonction
d'onde du type considéré en minimisant la valeur moyenne du hamilto-
nien par rapport aux paramdtres, Cecl revient & annuler la variation
premiére de la valeur moyenne de H,

SJ“}T”‘H?M::) (2.%)

2

powvu que la condition de normalisation

J’\l’*? de = 1 (2.5)

solt satisfaite.

Le succés de la méthode variationnelle dépend du choix de
la fonction d'essai. Dans la méthode de Hartree-Fock, on prend pour
 une fonction d'onde de particules indépendantes. Les fonctions pro-
pres d'un hamiltonien & particules indépendantes du type de HO (enco-
re indéterminé) s'obtiennent en formant le produit de fonctions pro-
pres des hamiltoniens individuels ho(i) et en antisymétrisant ce
produit par rapport aux permutations des particules pocur tenir compte
du principe de Pauli, Dans une premiére version simplifiée de la
méthode de Hartree-Fock, connue sous le nom de méthode de Hartree ,
on néglige 1'antisymétrisation de la fonction d'onde et on travaille
avec une fonction d'essai se présentant sous forme d'un simple

produit,

XP (EU))X(U . E(z)) _ ?ﬁ(EU))?Z(EuJ)'” ts Fﬂz)). (2.6)

Nous allons d'abord examiner cette méthode, puis nous étudierons
les effets dus & l'antisyméirisaticn.

Déterminons la meilleure fonction d'onde gui puisse s'écrire
sous la forme factorisée (2.8), Ceci revient & effectuer, dans le
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principe variationnel (2.4), la variation par rapport aux fonctions
d'onde individuelles yt(itw) elles-mémes. Nous avons d'abord &
calculer la valeur moyenne par rapport & la fonetion d'onde (2.6) d'un
hamiltonien du type

Z Z

H - 24 {'Tuu \/[c)] + 3 0,23'—74 Vied), A (2.7)
R

dans lequel Vng): V(L;)_ d (2.8)

Dans le probléme qui nous intéresse

Z T
Vi) = - &5 (2.9)
Lti)
et
e'L
V(i,i)= ) (2.10)
02|

Comme les opérateurs T (i) et V (i) n'agissent que sur les coordon-
nées du i® 8lectron et l'opérateur V (i,j) sur celles des i€ et 3¢

électrons, on obtient

Jq/* TRV OIS = ()
= ZL 4( Lfc* (R4 {TU)-‘- \/[c)] kﬁ.(}{“)) O[-/-LLL‘)

¥ e - - — {4 ) - (4
Z [ @) ¢ G9) Vieg) g 60) yy (0) EED,

A
T 5
\3%:3 -
les fonctlons \ﬂ(mu)) étant normées. L'égalité (2.u4), soumise a la

+

condition supplémentaire (2.5), se transforme en l'expression
¥ —(c) i (§) (j)
? J Skﬂ (7*) { Tw) ¢+ Vi 3?&“ fk(’ V[Lj) \10 (A8) o §

- - L
?C(&U}) an 2 + complexe conjugué = o , (2.12)
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. s * . s
dans laquelle les variations S?Z satisfont les conditions

— (&) — [t v
j-g?f(m[ ) ?°( LJ) dﬂ[ (2.13)

On tient compte des conditions supplémentaires (2.12) en introduisant
des multiplicateurs de Lagrange ¢ et en remplagant l'équation
(2,12) par

2 f&&*(ﬁ“’) {thn Ve e Z fxpg ) Ve, ¢, G9) 5

("

= (¢ — ()
_E"'}\ﬁ'(ﬂ't)) & z0. (2.14%)

Cette derniére équation doit &tre satisfaite quelles que soient les
variations indépendantes X?? + Elle est donc équivalente au sys-
téme d'équations

T : sy Ve ) £ . 7).
[ Toa Ve« 20 [er 69) ey g, 29) &0 g ] 1, (7):

i=1, 2,...2. (2,15)

. ) .
Les fonections d'onde ﬁ,(kt ) sont donc fonctions propres
d'un hamiltonien ho(i) dans lequel le potentiel moyen est donné par

Vi) = Vo) + ™ f\p (79)) Ve g)yo (JLW) 4= (2.16)

et est donc la scmme du potentiel moyen de départ (le potentiel cou-
lombien attractif du noyau) et de l'interaction moyenne du i€ &lectron
avec les autres électrons. Les énergies individuelles Ei sont les
multiplicateurs de Lagrange du probléme variationnel. La difficulté
réside dans le fait que le potentiel moyen (2.16) dépend lui-méme

des fonctions d'onde individuelles qui sont & déterminer : le systéme
(2.15) est un systéme linéaire d'équations intégro-~différentielles

par rappert aux fonctions inconnues P15 Pos oo PZ' Pour résoudre

ce systéme, Hartree a proposé une méthode d'approximations successives.
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On choisit un ensemble de fonctions d'ecnde ? 50),{p20), ...yDéO)

comme approximation d'ordre zéroc ; ce sont par exemple des fonctions
d'onde hydrogénoides. Avec ces fonctions d'onde, on calcule l'appro-

ximation d'ordre zéro du potentiel moyen

V(OJ () - \/(u) . 3§L JH";D}*[E{J)J \/U/J) (f’j[o)[—":[j)) d;—(;])) (2.17)

qui tient compte des interactions du i€ électron avec tous les autres
glectrons dans des états décrits par les fonctions fﬁd . On substi-
tue cette valeur & l'expression (2.16) dans le systéme (2.15) et

l'on obtient un systéme d'équations

= (o) o) ) ()
[TUH V) - g ] P (3" )=o i=1, 2, «es2 5, (2.18)

dont la résolution fournit les fonctions d'onde %Dil), wél),,,. pél)

dans l'approximation d'ordre un. Avec ces nouvelles fonctions d'cnde,

on calcule 1l'approximation d'ordre un du potentiel moyen

VWU)ZVM+ i{jwﬁ%@m)VmpvyﬁmﬁWQ)

(2.19)
qui sert & cobtenir les fonctions d'onde kEUJ) Q:ﬁ)“. ?Z{v dans
l'approximation d'ordre 2

- oW (1) @) ) .
{_ T(.L) ‘i' V LL)— El: \‘F{: [il. ):O L= /])2}_‘. Z - (2020)

On continue le processus jusqu'a ce qu'il converge, c'est-d-dire
jusqu'd ce que l'on obtienne une énergie potentielle

i _ 5 (a)* ) ey =
\/ (_L) :\/L&) + /G[%L jL‘DQ [;L[ﬂ’) V["aa) Lpg (rJEU)OI,L 3) (2.21)

qui, introduite dans le systéme d4d'équations

['Tu) N g ) Ecw ] \ﬁm»r) O , (2.22)
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s " : (nt1)
conduit & un ensemble de fonctions . qul sont presque les mémes

que celles utilisées pour calculer l'expression (2.21) .
Le champ moyen v (i) que l'on obtient n'est pas en général
un champ & symétrie sphérique

V)= V(). (2,23)

En pratique, on prend la moyenne du champ self-consistant de Hartree

—

par rapport & toutes les directions du rayon vecteur %- 3 1l'énergie

potentielle devient alors & symétrie sphérique

Ve, () = J\/(EC) sin8: dB: dyp. . (2.24%)
Cecli permet de chercher une solution q%(EUJ) sous la forme du pro-
duit d'une harmonique sphérique et d'une fonction dépendant seulement
de a&) o

Les valeurs des & dans les équations (2.15) déterminent
les énergies des électrons individuels dans l'atome., L'état fondamen-
tal de l'atome correspond 3 la distribution des Z &lectrons dans les
états d'énergie la plus basse, en accord avec le principe de Pauli
(c'est-d-dire avec au plus deux &lectrons dans un état orbital donné).
Les premiers états excités de l'atome sont obtenus en transférant un
€lectron dans un des états non occupés d'énergie plus élevée, Dans
cette transition, le champ self-consistant change. Cependant, comme
on a mentionné plus haut, il est modifié seulement faiblement pour de
petits changements dans 1'état d'un seul électron (puisque V est dé-
terminé par 1l'état dynamique de tous les &lectrons de l'atome). Ce
changement peut &tre négligé dans des calculs approchés.

L'énergie totale E des électrons de l'atome est déterminée
par l'expression (2.11) si on y remplace les fonctions ?L par les
solutions du systéme (2.15). Cette énergie n'est pas égale 3 la somme
des énergies & des états de particule indépendante . En effet

d'aprés (2.15) on a
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£ = Jxﬂ_* (7.4) [—Tu) + V{u)] 0. (A o)

+ z J ‘P:( (Z) ‘P; (749 \/((13) \Pj (;;{g}) ¢, (E“J) clz[”dz‘a‘)

are (2.25)

F
Dans la somme Z; & s l'énergie d'interaction entre les élec-
=

trons est comptée deux fois., Par conséquent

E-2¢ 37 2 \Df(i“’w;ﬁfa")\/(c,g)?j(I(f”)mx“’)ézwolzfﬂ. (2.26)

1
z i
L

I1 reste maintenant & examiner l'approximation de Hartree-
Fock compléte, dans laquelle on antisymétrise convenablement la
fonction d'essai (2.6). Exposons la méthode dans le cas le plus simple,
celul des atomes a deux électrons, par exemple 1'hélium. Avec 1'hypo-
thése d'un champ moyen 3 symétrie sphérique, les &tats du systéme de
deux électrons sont caractérisés par une valeur donnée du moment
cinétique total J, du moment cinétique orbital total L et du moment
cinétique de spin total S. Nous avons donné leur forme générale dans
le chapitre III § 5.1. Ils se séparent en deux classes principales
les &tats a S = o, pour lesquels la fonction de spin est antisymétri-
que et la fonction orbitale symétrique, et les états & S = 1 , pour
lesquels la fonction de spin est symétrique et la fonction orbitale
antisymétrique. Les premiers sont les états du parahélium, les seconds
ceux de l'orthohé&lium. L'état fondamental de 1'hélium appartient au
parahélium et correspond 3 deux &électrons dans un état Os. Les pre-
miers états excités correspondent 3 l'excitation d'un des &lectrons
vers un état ls, Op, 2s, 1lp, 0d, etc. Nous reproduisons ci-aprés le
spectre expérimental de 1'hélium,
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Pour 1'hélium, le hamiltonien (2.7) se ré&duit 3

1
1]
. ‘\qh

[‘TUM V(U] + V(1,2) . (2.27)

L=

it

Cherchons les équations qui déterminent les &tats du parahélium,

dans le cas oU les états de particule indépendante sont différents
(électrons inéquivalents ), par exemple Os et 1ls. Désignons en abrégé
par a et b les nombres quantiques 0%)&_ et mk,&, des deux orbites.
Dans les états du parahélium, la fonction orbitale est symétrique et
par conséquent, dans l'intégrale (2.4), il faut choisir une fonction

d'essai de la forme

{\:{./ = :{-4_2: I: ¢, (1) kffL (2) + LPK (2) \FL (4)] . (2,28)
On obtient

j“if* HY dz“ &£
= J‘{’: (1) [ T (1) + \/("J] v, (1) &0 + l(\lof(z)[ T(Q+ V(z)] L (2) J}Eh)
+ j\o: () ) 2) Via,2) gy (2] g, () dxl" dztt)

. J Pl ol ) Vi2) () ) da drlt), (2.29)

La variation de cette expression par rapport aux fonctions P et
P, conservant la normalisation de celles-ci, conduit & 1'équa-
tion variationnelle

3 j@* Llww)&zm_&fao:%cﬁhngﬂ*%gp" o (2.30)
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De cette maniére, on obtient le systéme de deux &quations

[T+\/+ VLL - Ea} Y, t va Y, <o, (2.31a)

l_T-{-\/-[- \/aa_ EL] \F!S + \/O.,Ia (79&:0. (2,31b)

Dans ces équations,

ViL - J‘FL* (2 V(12) g (2) dx® (2.32)

est une intégrale qui tient compte de 1'interaction coulombienne d'un
€lectron dans 1'état P, avec un électron dans 1l'état Y sans
tenir compte de la corrélation dans le mouvement des &lectrons. L'in-
tégrale v@a est définie de maniére analogue. L'intégrale

VLQ = ‘thf (2) Vi4,2) Y, (2) thz) (2.33)

est 1l'intégrale d'échange qui tient compte de la corrélation dans le
mouvement des Eélectrons due & la symétrisation de la fonction d'onde
orbitale.

Dans les états de l'orthohélium, la fonction orbitale est
antisymétrique, de telle sorte qu'il faut choisir une fonction d'essai
de la forme

Y

ik

[ o () gy (2) - g, () ‘f’L(”] : (2.34)

On arrive dans ce cas au systéme d'équations

[T+ \/4_\/“)_}?&] kfa._\/LA V=0, (2.35a)
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{‘T+ VeV, - EL] YL - A v, =0 . (2.35b)

Le systéme d'équations (2,35) différe du systdme (2.31) par le signe
des intégrales d'échange. Si l'on ne tient pas compte de la symétrie
correcte des fonctions d'onde, les imtégrales d'échange dans (2.31) et
(2.35) sont absentes. Dans ce cas, les deux systémes d'équations coin-
cident et redonnent simplement les équations de Hartree, dans lesquel-
les les énergies des états du parahélium et de 1'orthohélium sont les
mémes,

La résolution des systdmes (2.31) et (2.35) se fait comme
précédemment par une méthode d'approximations successives, L'énergie
totale E des &lectrons de l'atome différe de la somme E_ + E_ des

b
énergies de particule indépendante

Ex Er € - | giwyte) Vi) g o g ) &

¥ J 6. (1) op () Vinz) ) g, (2) R (2.36)

N

Le signe - correspond au parahélium, le signe + 3 1'orthohélium.
On généralise facilement la méthode de Hartree-Fock aux atomes

& plus de deux électrons.

3. Atomescomplexes : couplage spin-orbite

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les corrections rela-
tivistes 4 l'approximation des particules indépendantes. A 1'ordre le
plus bas en vz/cz, elles sont dues au terme d'interaction spin-orbite

He = Z 509) L5 (3.1)

So oo
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dans lequel la fonction %(m) est donnée par (1.3). A cet ordre

d'approximation, le hamiltonien total de l'atome s'écrit sous la forme

! Z z
H:ZT@)-ZZ L2 L

— =2 |5 5@ |

A
&

+ :i ?Uﬁ“)@:.ﬁ,

(3.2)

Le hamiltonien (3.2) étant invariant par rotation admet comme
nombres guantiques le moment cinétique total des électrons J et sa
projection M. Les trois premiers termes de (3.2) possé&dent de plus
la propriété d'étre invariants par rotation des coordonnées dans
l'espace ordinaire seul. Ils conservent donc également le moment ciné-
tique orbital total L et le moment cinétique de spin total S, de telle
sorte qu'ils sont diagonaux en couplage {-s. Le dernier terme de
(3.2 ) peut se récrire sous la forme

259 s . Z5a) L3 ..@Zz_‘é‘ﬁ] 5 (3.3)

il conserve les moments cinétiquestotaux ji des divers électrons et
de ce fait est diagonal en couplage j-j. I1 en résulte gu'aucun des
deux schémas de couplage ne diagonalise exactement le hamiltonien
(3.2). Néanmoins, dans les atomes légers et moyens, une approximation
est possible du fait que le terme de couplage spin-orbite est un terme
de correction relativiste qul ne prend une grande importance que pour
les valeurs élevées de Z. Dans ces atomes, l'effet des corrélations
entre les électrons (3e terme) est prépondérant de telle sorte que
les états propres de H' y sont donnés en premidre approximation par
les états du couplage L-s. Cependant, dans les atomes lourds ( &
partir du plomb environ), les corrélations et le couplage spin-orbite
deviennent du mé&me ordre de grandeur de telle sorte que les &tats
propres de H' sont intermédiaires entre ceux du couplage eus et ceux
du couplage j-J.

Dans les atomes légers et moyens, l'effet du terme de coupla-
ge spin~-orbite peut &tre évalué au premier ordre du calcul des pertur-
bations. Avant l'établissement de la perturbation, les niveaux carac-
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térisés par une valeur commune de § (nombres quantiques nécessaires
pour compléter la classification), L et S et des valeurs différentes
de J et M sont dégénérés, La perturbation a pour effet de lever la
dégénérescence en J (non celle en M). L'énergie du niveau de moment
cinétique total J est modifiéde par la quantité
£’ - <}{LSJM) Z?(ML’)P"-.E./ELSJH> .
so A C v A (3.4)

Calculons 1'énergie de spin-orbite dans le cas d'une configu-
ration de deux électrons dans la méme orbite de nombres quantiques
n, £ . Dans ce cas, X = (n{ % )2 et, en vertu de (III 5,16)

]XLSJM>A = JYLSTM > (3.5)
d condition que L + S soit pair. Le produit des deux fonctions anti-
symétriques <j’LSJMJ et JX’LSJM:> est une fonction symétrique,
par conséquent
__:l- () -
Es = <¥LSTM| ¥ VLS vesamnS
cyLsTIM] ST 5 [ yLsTae>
= 2<5’LSIHJ \i(a‘4))€4.§;{2(LSJH>. (3.6)
L'opérateur %(m“J) E; est un opérateur vectoriel agissant seule-

ment sur la partie orbitale de la fonction d'onde, tandis que 1'opé-
rateur 51 agit seulement sur la partie de spin., L'application des
relations (V 4.1), (II 5.24) et (V 6.14) donne

Bl e 2 <THeo TN S <YLsT| §) T 5 [ytsT>

So
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2 <YLST [ 50} L E [yLsTS

4

L+S+ T z
2 (1) A [(2L+4)(ZS+4)] { Ls J 5

S L 4

3]

H

x <BYL] Y ), l O LA SR S>. Gun

81 1'on se limite & la dépendance de Eio par rapport & J, on obtient

EJ’ A (J)L+S+J {LSI} )

SD S L /f (3.8)

ol A est une constante. Le 6j apparaissant dans la relation (3.8) se

calcule aisément au moyen de la formule de Racah (III 2,3). On trouve:

= (1) . (3.9)

{a L e a+bic +1 2 [a(“H) + LUJ-M) _c(c+4)J
o)

[Ea(2a+4)(2a+z) QL[2L+4)(LL+ZJJE

Par conséquent

J

Se

E - B [.J'(j+4)_ L(L+1)_ S[S+4)] , (3.10)

ol B est une constante. On peut montrer que le résultat obtenu est
valable également lorsque les deux électrons occupent des orbites
différentes et d'une maniére générale pour un nombre guelconque
d'électrons.,

Prenons comme exemple la configuration fondamentale de 1l'atome
de carbone (Os)2 (15)2 (Op)z. Les deux é€lectrons dans chacune des
couches Os et 1s sont caractérisés par L = S = o et ne jouent par
conséquent aucun r8le dans les couplages de moments cinétiques ; le

orbital
moment cinétiqueAtotal et le spin total des électrons de l'atome sont
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ceux des électrons dans la couche Op. Si l'on tient compte des corré-
lations entre les &lectrons, mais non du couplage spin-orbite, la con-
figuration fondamentale comporte les trois niveaux 3P, 1D et lS repré-
sentés dans la partie b de la figure ci-dessous. Lorsque 1'on intro-
duit le couplage spin-orbite, les niveaux lD et lS restent inchangés,
tandis que le niveau 3P se sépare en trois sous-niveaux, correspondant
ad =20, 1, 2 respectivement. Expérimentalement, on trouve que la
constante B est positive, ce qui donne le spectre de la partie c de

la figure ci-dessous.

4 A
S L S,
—
/I
p)
/ D D,
/! ,’ ““““““““
s
I,//,
///
2. 2 A
(0s) &s) (op) *
[ \\
hY
A Y
AY
AY
hY
N\
hY
\ £
\ P,
. 3p -
) < 3
:::::‘_""-- Pﬂ-
P,

(a) () (c)

Niveaux de la configuration fondamentale de l'atome de carbone

(a) sans corrélation entre les &lectrons et sans couplage spin-orbite
(b) avec corrélations entre les électrons et sans couplage spin-
orbite

(c) avec corrélations entre les électrons et couplage spin-orbite.
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4, Structure hyperfine

Jusqu'd présent, nous avons traité le noyau comme une charge
ponctuelle. En réalité, le noyau possé&de une structure interne, qui
a une influence sur le mouvement électronique. Il en résulte des
corrections 4 la structure fine des spectres électroniques, qui
portent le nom de structure hyperfine.

Le noyau posséde un moment cin&tique, que nous désignerons
par I . Il s'ajoute au moment cinétique total J des électrons pour
donner le moment cinétique total F de 1'atome

F=T4J (3.1)
Les valeurs possibles de T sont données par les régles d'inégalités
triangulaires

1T-J) < F¢ T+ 7. (4.2)

Lorsque l'on abandonne l'hypothése relative au caractére ponc-
tuel du noyau, le hamiltonien de l'atome se compose de trois parties

H: H H + H (4.3)

N + e L2

ol HN est le hamiltonien du noyau, Hy le hamiltonien des électrons
dans le champ du noyau supposé ponctuel et Hi la correction au
hamiltonien électronique provenant de la structure du noyau., Comme
nous le verrons plus loin, les corrections conduisant & la struc-
ture hyperfine sont trés faibles vis-a-vis de la structure fine.
Par conséquent, le hamiltonien E; peut &tre traité au moyen du cal-
cul des perturbations du premier ordre, Dans le hamiltonien non
perturbé, Hy + H,, il y a découplage entre les mouvements nucléaires
et électroniques de sorte que ses vecteurs propres sont le produit
d'un vecteur propre nucléaire et d'un vecteur propre &lectronique
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HN | IMI> = k. |« TM: > (4.4)
He ](SJMJ>= EPJ|FJHJ>) (4.8

(HN * H"-) g IHI> )(5 JHJ>: (EaaI +E J)]dIHI> )FJHJ>‘(L}'6)

En effectuant le couplage de moments cinétiques (4.1), on obtient

(Hs ) b TIFHS = (B 6s) e TIFMS .

Iei &« et @ désignent les nombres quantiques nécessaires pour
compléter la spécification des fonctions d'onde nucléaire et élec-
tronique respectivement. La correction d'énergie due au hamiltonien
Hi est donnée par

AE:<@!FIJFHJHLI=¥(§IJFH>, (4.8)

La contribution la plus importante & la structure hyperfine
provient du fait que le noyau , & l'exemple de 1'électron, possdde
un moment dipolaire magnétique. Le moment magnétique de 1'é&lectron

se mesure en magnétons de Bohr

Fy = eh (4.9)
/B 2mec ?

ol m est la masse de 1l'é€lectron. Le moment magnétique du noyau se
mesure en magnétons nucléaires

/U'N = ek (4.10)

sMe
ol M est la masse du proton. On trouve expérimentalement que le mo-

ment magnétique du noyau est donné par
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]I . /“N g T ; (4.11)

ol g est un facteur positif ou négatif, de l'ordre de 1'unité,

qui varie d'un noyau & l'autre et que 1l'on appelle facteur gyromagné-—
tique. Du fait de son moment magnétique, le noyau crée un champ
magnétique qui interagit avec le moment magnétique orbital des &lec-
trons: cette interaction est responsable de la structure hyperfine
magnétique. Comme la structure fine est due & l'interaction du moment
magnétique intrinsi&que de 1'électron avec son moment magnétique
orbital et que

Fu o /8 , (4.12)
1836
la structure hyperfine (magnétique) est un effet environ 107° fois
plus petit que la structure fine,

La contribution suivante 3 la structure hyperfine provient de
l'extension finie de la densité de charge nucléaire et plus particu~
liérement de 1l'existence, dans un certain nombre de noyaux, d'un
moment quadrupolaire électrique non nul : c'est la structure hyper-

fine électrostatique, connue aussi sous le nom d'effet Casimir.

5. Structure hyperfine magnétique

Du fait de son moment magnétique /& s le noyau crée un champ
magnétique qui interagit avec la densité de courant 5(F) des &lec-
trons. Suivant l'électrodynamique, l'énergie d'interaction magnétique
vaut

L

H.\’n“j =_jc_ J'A“(E) .E(I) dx , (5.1)

oll A(F) est le potentiel vecteur créé par le noyau. En dehors du
ncyau, le potentiel?ﬂi)est le potentiel d'un dipole magnétique, soit
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ﬂ[z) = E_if__ . (5.2)
JL3

Par conséquent

FARY.S TAS

Ho ¢ . -2 E_/:___Azz_i . dr . (5.3)

L C 3 c /M

A

Or le champ magnétique créé par la densité de courant s (r) au point

r = ¢ est donné par

T R AS
H - 4 J dr (5.4)
et 1l'on trouve donc gque

H:Wg= _/:.T{, :

Notons que cette expression n'est valable gque quand la partie de la

(5.5)

distribution de courant s qul se trouve & l'intérieur du noyau ne
contribue pas de maniére appréciable & H.. C'est le cas sauf pour
les électrons s. Méme pour ceux-ci, on trouve que la partie de s
qui se trouve & l'intérieur du noyau n'apporte qu'une faible correc-
tion, que l'on peut négliger en premiére approximation. Introduisant
dans (5.5) l'expression (4.,11), on obtient finalement

Y . T H (5.6)
t /LM d -

La correction d'énergie due au hamiltonien (5.6) est donnée

par l'expression (4.8), soit

AE“""“Sz_hg <NFIJFM)E,H‘D)%1‘3;M>. (5.7)

Le moment cinétique du noyau I n'agit que sur la partie nucléaire
de la fonction d'onde, tandis que le champ HJ ne dépend que des coor-
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données des électrons. On peut donc appliquer la famule (V 6.14) &
l'élément de matrice (5.7) :

l’:

4

¢TI TS <pT | HollpT> (5.8)

AEM%;:, _4I+J+F - 4 s 1
g ) [ T+ (2T44) ] {J

—

Si l'on se limite & la dépendance de AE par rapport au moment
cinétique total F de l'atome, on obtient

L+JeF 1 5
J I 4 (5.9)

AErmmg = A [_,4)

ou

AE“"“? - B [ F(F+a) - I (I-M)_ J(J.M)]) (5.10)

en tenant compte de la relation (3.9). Ici A et B sont des quantités
indépendantes de F.

Lorsqu'on effectue des mesures spectroscopiques grossieéres,
on voit des niveaux électroniques caractérisés chacun par une valeur
donnée de J. Mais si l'on effectue des mesures plus fines, on cons-
tate qu'en réalité chaque niveau est subdivisé en sous-niveaux ca-

ractérisés chacun par une valeur donnée de F (comprise entre II -JW
et T + J ). Ces sous-niveaux sont au nombre de 2I + 1 ou 23 + 1
suivant que J > I ou J ¢ I. Considérons l'exemple d'un atome dont

le noyau a un moment cinétique I = 3/2 et supposons que deux niveaux
voisins du spectre électronique possé&dent les moments cinétiques

J = 4 et J = 1 respectivement. On observe que le niveau & J = 1 se
subdivise en sous-niveaux caractérisés par F = 1/2, 3/2 et 5/2,
tandis que le niveau & J = 4 se sépare en sous-niveaux caractérisés
par F = 5/2, 7/2, 9/2 et 11/2.
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. Fz5/2

:]—:ﬂ . :'_..__'_‘;":"_;___ F- 32
B Fz=al2

- F:"’I/Z

J= 4 - Fegl
TSI F= 32

F= Q/Z.

Exemple de structure hyperfine magnétique

Lorsque la valeur de J est élevée, le nombre de sous-niveaux
de structure hyperfine est &gal & 2I + 1., Il fournit donc une mesure
directe et facile du moment cinétique du noyau. Une fois que celui-
cl a été déterminé, le moment magnétique du noyau sera connu, en
vertu de la relation (4.11), dés que l'on aura pu mesurer le facteur
gyromagnétique'g, Or la constante B de la relation (5.10), qui
détermine 1l'espacement des sous-niveaux de structure hyperfine, est
proportionnelle & g, L'observation de la structure hyperfine consti-
tue donc une méthode de mesure du moment magnétique du noyau. Cette
méthode est couramment utilisée dans la pratique.

6. Effet Casimir

La principale correction & la structure hyperfine magnétique
provient du caractére non ponctuel de la densité de charge du noyau.
La contribution au hamiltonien H; provenant de l'extension finie du
noyau est donnée par

0 Z Z 2 z
H° z z
L = +

L t= 3:4 ]E“J_WG’]

Zeot

> (6.1)

Lz

)?.U')
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oﬁ.gﬁl)(i =1, ...Z) est la coordonnée du i% &lectron et §(3) celle
du je proton du noyau.
La formule de Neumann
¢
/ OZU = P (cou)
= — Gy (6.2)
) ﬁ:o Q 'e ’ °
ko +
[T-R | 2,
avec (ef. (IV 9.9) )
b x
/%(md)z Va ﬁ%(w)%%(ﬂ)) (6.3)
28 44 m
ou o« est l'angle entre n et R etn et X sont respective-

< >

ment la plus petite et la plus grande des longueurs .2 et R , permet

de développer Hiel en multipoles

".S-: =1 (J?'u))s =
z Z 2 Z
AP R P ST Mk
“4=7 pl3) =1, ) 3 m Uz A = (gfanz
Z Z
Yz . ¥ v Q_(} .
+-§T- % L‘Z:4 (a”) YZM( [‘})HZ:/! _Y_.(,__“_.B_J.;.} bour J?.M<R 3 (6.4)
(x9)

Parmi les termes extérieurs (r(l)>> R(j)), le premier a &tre

différent de zéro est le terme dipolaire

(6.5)

2 * C) Z . .
Smpz 3 T &7 HZ RV, (@)
=1 A

"5‘ m l::’l (];_LL‘ })'r.
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Cependant, étant de parité impaire, ce terme ne donne aucune contri-
bution & la valeur moyenne (4.8), Il en est ainsi de tous les multi-
poles impairs. Dés lors, le premier terme qui donne une contribution

non nulle est le terme quadrupolaire

z v o Z o2 :
ez )2 e Y, (29
()’

5 o =4 41 (6.6)
Il est responsable de l'effet Casimir. Sa dépendance en les variables
angulaires des protons 51%) en fait un terme fonction du moment
cinétique du noyau, c'est-d-dire un terme affectant spécifiquement
la structure hyperfine. Nous allons étudier ci-dessous son effet.
Parmi les termes intérieurs (r(i)<lR(j)), le premier terme

non nul est le terme menopolaire

(6.7)

Z Z
2l 2 L z

L= Qu) 3:4 R[j)
Comme il ne dépend pas des variables angulaires des protons, il
ntaffecte pas la structure hyperfine. Il provogue un déplacement
d'ensemble du multiplet de structure hyperfine, déplacement qui est
du mé8me ordre de grandeur que la structure hyperfine elle-méme
cfest l'effet de volume., Comme nous nous intéressons & la structure
hyperfine, nous n'allons pas étudier cet effet ici,

Pour l'étude des corrections 3 la structure hyperfine magné-
tique dues & l'extension finie de la distributicn de charge du noyau,

on est donc amend 3 considérer le hamiltonien

Z : z
) 2
Yy 2 5 (@ ) 0 ;
P L A BTNV 2 (Ra)) A NS
S =4 a3 1= 2
Q&l\.))
La correction d'énergie due 3 ce hamiltonien est donnée par l'expres-
sion (4.8), soit
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?’Q . 2 o Z Z[w[u‘) z L2 .
b g tor] (2, ))[32 (=9) YL(Q[J))>II°(PIJF>'(6,9)

L=a (}LLc)]‘?‘

En vertu de la relation (V 6.14), on obtient

4 . TedeF o T (T
AE™ - - ETE e () [(?—L“)“J“)] iJ I z?f
< <1 2 (RD) Y ()] «T>
7 {v)
?_(w
el g B
_ (Jz,u))s (6.10)

Le symbole 6j qui apparait dans cette expression se calcule aisément
au moyen de la formule de Racah (III 2.3). On trouve :

ab e s 2[3X(X—1)-¥¢(LH)ML+0J
{L a ig =) ,(6.11)
[(201) 20 (26 41) (2a+2) (2a+3) (2b-1) 2b(zh 42)(ebs) L?_L+3)T/Z‘

ol &= a+ b+ ¢, (6.12)
X = alata) + I::([:-M) ..C_(C+1) . (6.13)
Ln posant

Ko F(Fsa)- I(I+4)_LJ[J+4)) {6.14)

la formule (6.10) se transforme en
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. 2
DE® o A 5 K(Kar) s I(IM)JCJM):] <°<I“% RDY Y (D)) 1>

x <F3” Z- %( i {“s‘> (6.15)

ou A est une constante independante de F.
En vertu du théoréme de Wigner-Eckart (V 4,1l) correspondant &

k = 2, g = o, 1'élément de matrice réduit nucléaire est égal &
?
@y (3)
< QZ RD) Y (W) «T

? "1 4)
<Q.<II\ z (RIDY Y, (2 H“II> _ (6.16)

o

{IT 20 [IT
Le coefficilent de Clebsch-Gordan qui apparait au dénominateur de la

relation (6.16) vaut en vertu de ( II 5,20)
4

2T (27.4) 2
{IT2o|II> = (6.17)
(2T+2) (2 T+3)

[Dﬁiv est égale en vertu de (I 3.47) &

~

et la fonetion Y;
o

(4) s 2 o)
Yo (2 ):"%JT-W_ (2070 1) (6.18)

Par conséquent

1] § ROV Y (2@)] T

[ )2 T (209 Ty

4
Ny 2T (2I.4)
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L'élément de matrice du membre de droite porte le nom de moment qua-
drupolaire électrique du noyau

z .
Q = <«TT| éZ [ (29) ROy 1S (6.20)

~24

et se mesure en barns (= 10 cmz), On trouve donc finalement que

(L

)

)
AE - RQ [3K K+4)..‘{I[I+1)J[J+4)]<(33” ”(5_]'> (6.21)

ou B est une constante indépendante de F.

La premiére caractéristique importante de la correction d'é-
nergie (6.21) est qu'elle modifie l'espacement entre les sous-niveaux
de structure hyperfine, dif & 1l'interaction magnétique. La dépendance
par rapport au moment cinétique total T de l'atome est entidrement
contenue dans le terme entre crochets.,

La seconde caractéristique impertante de la correction d'éner-
gie (6,21) est qu'elle est proportionnelle au moment quadrupolaire
€lectrique du noyau. Examinons la signification Physique de cette
quantité. On peut récrire la relation (6.20) sous la forme

Q= <«II | E [2(2{3'))"_ (X“‘})Lﬂ(ym))‘] < IT. (6.22)

Lorsque la distribution de charge du noyau est & symétrie sphérique,
on a

Z Z .
{«11 | an (XD) |«T1> = <« IT] aZ” (YOP 1>

Z ‘
s «IT] z (297wt (6.23)

et le moment quadrupolaire est nul. Lorsque la distribution de charge

est allongée dans le sens de l'axe z, on a
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2 o AN
el 2 (@9, S | 2 Ty

et le moment quadrupolaire est positif, Inversement lorsque la dis-

tribution de charge est aplatie, le moment quadrupolaire est négatif.

% I &
(D I

Q.—_o @>D Q<0

Moment quadrupolaire d'une distribution de charge

Le moment quadrupolaire donne donc des renseignements précieux sur
la déformation des noyaux.

L'effet Casimir n'existe que dans les atomes dont le noyau
est déformé. Il a &té observé pour la premidre fois en 1935 par
Schiiler et Schmidt dans le spectre hyperfin des é&léments Fu et Lu
et expliqué 1l'année suivante par Casimir. La découverte de Schiiler
et Schmidt a été la premiére indicatiocn d'une distribution de
charge nucléaire non sphérique. A ce jour, on a déterminé le moment
quadrupelaire d'environ 150 noyaux, Actuellement, on sait qu'il
existe dans le tableau périodique trois régions dans lesquelles les
noyaux sont déformés : les noyaux dont le nombre de masse A est
voisin de 25, la région des terres rares (150 < A < 190), & laquelle
appartiennent Eu et Lu, et celle des noyaux trés lourds (A >> 215).
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APPENDICE

A.I, Nous examinerons d'abord (AI, AII, AIII) des systémes

liés. Dans ce cas un potentiel 3 symétrie sphérique conduit toujours
aux nombres quantigues n (radial) et ¢ (orbital). affectant les
fonctions radiales.En conséquence,nous introduirons ces nombres
quantiques dés le départ,

L'équation radiale (I 4.2) doit &tre examinée en fonc-
tion de 1l'énergie potentielle‘particuliére quli y figure

i~ 2(0ea)
[_Ai& + E.Ai - i - Ua) 4 £ 0 ] ng(a)uo . (AL)

y: 2

Il est pratique d'opérer le changement de fonction qui supprime la

dérivée premiére dans l'opérateur d'énergie cinétique

S'n@ (2) = 2 ng (“’) > (A2)

changement qui entrafine

4
[az, - B gy fmg] S0 @ =0 (a3)

n

Dans les deux cas gui nous intéresseront ici, v(r) est non singu-
lier & l'origine. En ce cas le terme dominant est l'opérateur

. 2z .. .
"centrifuge" E[€+4)//A » Autour de l'origine les deux solutions

linéairement indépendantes se comportent comme

L4 /
5 ~  n ¥ cfest-d-dire R P& 2 (AW)
me ~ M

et
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{ ' s gz
Sm€ NS clest-d-dire R b a N (AS)
Cette dernidre solution est rejetée pour des raisons physiques.
A 1'infini par contre, l'opérateur "centrifuge" ne joue
aucun ré8le ; le terme dominant doit &tre recherché soit dans é%y

soit dans v(r).

A, II Oscillateur harmonigue (voir chapitre I, § 6)
_ v
\/ 4 Onwiﬂ.z _ m i
Dand ce cas nous avons = 3 et 1 = —— .

terme qui dominera évidemment le comportement asymptotique. Pour
obtenir ce comportement asymptotique, il nous suffit de retenir

dans 1l'équation en Sme les termes dominants & l'infini. Nous

obtenons ainsi

L

of o
[+ 7 - (22) 2] 570, (a6)
avec o n}
- % -
> = e (A7)
et
oo 'hl o |
E . £ - fiﬁ«’w- (A8)

Ce comportement asymptotique est indépendant des nombres quantiques,
Les comportements 3 l'origine et & 1'infini étant déterminés,

-~

nous définissons une nouvelle fonction & partir de

Q (&)

R"n?. - X 3 %ng . (A9)

Elle satisfait & 1'équation
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{01; +2(€Qi - Tf. Q)J,L +[£m9 - (2&3)%2]} fm?:o.(AlO)

Si l'on recherchait une solution #m? sous forme de série, il
apparaitrait immédiatement que cette série ne comporterait que
les puissances paires (ou impaires) de r. Du fait que =2 a déja

-

extrait de Rme le comportement 3 l'origine, il résulte que

JF«Q () = 4. («2%) = §,q (). (A11)

En posant

’

Ep = Eap - (2843) :%i (A12)

et en désignant par g la dérivée par rapport & la nouvelle varia-
ble 4 ,nous avons

/

. F
Bz_?:_,‘:’..)' AP
M.gﬂe * ( t 3 E o " gme * Yo gmg © (AL3)

Cette équation peut &tre identifie 3 celle de la fonction hypergéo-

métrique confluente A E1( a;c;‘u) N

u,g + (- w) g _.ag =0 (A1W)

moyennant les identifications

mw
v 1 (AL5)
o .

23 2 e (A16)
) p]
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/
Emd
Y

L'égquation (Al5) fixe le paramétre &

= - &. (A17)

Le probléme est maintenant mlr pour &tre quantifié. Les
fonctions lFl ne convergent pas & 1'infini. Pour obtenir une
fonction d'onde de carré sommable, il est nécessaire de tronquer

la fonction lFl en un polyndme, compte tenu de la convergence de S

= =M 3 (A18)

oin =0, 1, 2, ... désigne le nombre de noeuds radiaux (origine et
infini exclus). Nous avons donc

€0 g0 - (2de3) =
= - . d = M
Yo y e (A19)
ou
n? Z (A20)
Finalement, les fonctions radiales sont décrites par
s
2
R T p PR
oR L F(ems bed s Y (a1
ou
Lz:i. (A22)

M)

La norme se calcule au moyen de la fonction génératrice des polynd-

‘mes de Laguerre, car

m{ rj(d+4)

: L“(%)' (A23)
J P(M+a+4))

Aﬁq(_ﬁ;d+4}3) =

o0
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Cette norme vaut

i
3 FA
4 2 T{meds E)
: (A24)
3
F‘(&.z) ! Azhs
A. III Systemes hydrogénoides (voir chapitre I § 6)
— Z 7. ot
Dans ce cas nous avons Ve %2
2
T
212, %, ¥
et UV E e e ol a =
a,n me?

Cette fois c'est l'énergie qui dominera le comportement asymptotique
ainsi que le montre 1l'éguation

7 =]
(42 & Eme] S,p = 0 (A25)
avecg
oo “\— £ 3
mt
Sme - e ] (A26)

Le comportement asymptotique dépend de l'état considéré. Il a été

supposé que le systéme était 1lié en imposant :

a) que EmE <o et b) que la solution soit convergente (expo-
nentielle décroissante),
Parallélement au traitement de l'oscillateur harmonique,
NOuUsS posons

P < (A27)
RmQ =7 Sm? ¥m9

et nous obtenons 1'équation :

{ di, +2 ({j_{l ‘\{“—E;‘E ) dy 4 ";j:”[ Z. 2 _\/;—Em? (Q+,,)J}£hp=°-(1\28)

@y
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Cette égquation est trés proche de celle de la fonction hypergéomé-
trique lFl (a3 ¢3 z). Pour permettre l'identification, il suffit
d'opérer une dilatation

n= & ? . | (A29)
C qu ZZ

Nous avons alors, en posant -3 -ag(p+d et en désignant

o

par ﬁ la dérivée par rapport a F

??m@*l(ﬂ+4““m§’>?m9+%cﬂg=o. (A30)

L'identification a l'éguation (Alk4) entralne :

Qe p = 1 (A31)
Wee = ¢ (A32)
«C < _a. (A33)

L'équation (A3l) fixe le paramétre .
Pour obtenir une fonction d'onde de carré sommable, 1l est
nécessaire de tronquer la fonction F en un polyndme, compte tenu

o 171
de la convergence de S mb

C{_,:-'n/ 5 (Asu‘)
oin=0, 1, 2, sce est le nombre de noeuds radiaux. Nous en
tirons

2
F me zZ, %2,

awl =~ . (A35)

ltz %+@+4
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Dans le chapitre I, § 6, nous avions fait Zl = 1 et 22 = Z, Les

fonctions d'onde radiales sont décrites par

Z 7. N
Q B NQ Zqz?-
= c -m’ '
Rag 1) ¢ 2 o (- eheey 2 ’L) ) (A.36)
Na,
o N =n+d +1=1,2,3, ...
La relatiocn d.C, =n renqupntrée ci-dessus a un contenu
physique important car elle implique que
Z, %,
reu R (mebea). (A.37)

L'interaction coulombienne entre particules de méme charge
correspond au potentiel

V. hne

(A.38)
P

n
qui conduit & la relation

ZZ,
- = = \‘J‘thQ (m+€+4) , (A.39)

impossible & satisfaire. Il n'est, en effet, pas possible de former

un état lié i partir de deux particules se repoussant d toute inter-
distance.

La norme des fonctions radiales des systémes hydrogénolides
se calcule d'une maniére analogue 3 celle des fonctions de 1'oscill-

lateur harmonique. Cette norme vaut

P, 4

(QZ 5 z [ (N £)! }E 4
—_— . (A.40)
N ml LN (2041)! |
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A. IV Fonctions hydrogénoides de diffusion

Nous examinons ici les fonctions hydrogénoldes a &o .
Cette énergie étant fixée a priori elle n'est pas affectée de nombres
quantiques.

Nous avons successivement

S‘p ':\I—Eﬂﬂ..

E = € (A-”‘l)

§°lzm + i(h—: + L\J—?) d, + %[ 2 +LJ?(9+4)]} ‘9€0=0)(A.42)

a’b
¢ - 24,2 roacle (f4a), (A, 43)
~axife = 1, (A.5L)
alyz= ¢ (A.45)
¢ C,z - . (A.U46)

Cette dernidre relation s'écrit explicitement
2 2,
s VT

ol le signe de Zl, Z, ne joue pas de rdle essentiel. Les fonctions

a = 2+4 -t (A.47)

)

radiales s'écrivent

povf oA
RQ(R):’L e F (‘Q«L’f_.t Z,,Zz ‘2@4—2'-—2(.‘\}2 }l). (A 48)
E /in 1 ’ A »
A NE
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L'équation de Schrddinger relative & l'oscillateur harmoni-
que peut &tre traitée aisément dans d'autres systémes de coordonnées.
Ces systémes introduisent d'autres constantes de mouvement, donc
d'autres nombres quantiques.

pPartant des coordonnées sphériques (2 5, 8, ¥ ), la con-
servation de la symétrie cylindrique autour de l'axe z méne & deux
systémes de coordonnées ot 1'on a conservé la constante de mouvement

L = _it')Y avec son nombre quantique m

a) jes coordonnées cylindriques ( Ps3Is )
b) les coordonnées sphéroidales ( 3,/&, g ).

Si 1'on abandonne la symétrie cylindrique, le systéme de
coordonnées ol la séparabilité reste possible est le systéme carté-
sien (= Y s 3 ).

Dans le cas des systémes hydrogénoides, le reldchement de
1a symétrie sphérique exige cependant que la symétrie cylindrique
soit conservée. Les systémes ol la séparabilité subsiste sont :

al les coordonnées paraboliques (&g,v ,tf )

b) les cocrdonnées sphéroidales (¢ ,)L, ¥ ).
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