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Chapitre 1

Introduction

La résolution de I’équation de Schrodinger inhérente & 1’étude des sys-
témes microscopiques non relativistes n’est possible analytiquement que pour
un nombre limité de problémes. Des méthodes fournissant des solutions ap-
prochées sont donc bien souvent requises. La plus utilisée depuis les débuts
de la mécanique quantique est sans aucun doute la méthode variationnelle
[CDL73, GOTT7], et en particulier la version dans laquelle la solution est appro-
chée par un développement dans une base de fonctions choisies. Cette méthode
requiert I’évaluation des éléments de matrice du hamiltonien décrivant le sys-
téeme étudié. Ce hamiltonien peut étre décomposé en un terme cinétique et
un terme potentiel représentant les différentes interactions entre les particules
constituant le systéme physique, et avec d’éventuels champs extérieurs. La mé-
thode variationnelle présente souvent ’avantage de fournir des résultats précis
a I’aide d’une base contenant peu de fonctions, pour autant que ces derniéres
soient bien choisies, c’est-a-dire en accord avec les propriétés du systéme. L’in-
convénient majeur de la méthode provient de la difficulté liée au calcul des
éléments de matrice du potentiel, lorsque le potentiel et/ou les fonctions de
base prennent une forme compliquée.

C’est pour cette raison que des méthodes d’approximation sur réseau, ba-
sées sur I'approche variationnelle, ont été développées. Les plus connues sont
les méthodes de la variable discrétisée (DVR : discrete variable representa-
tion) [LHLS85] et du réseau de Fourier [Kos88]. Ces méthodes reposent sur le
choix d’une représentation, c’est-a-dire une base, caractérisée par un réseau
de points. Dans cette base, la matrice du potentiel est approchée par une ma-
trice diagonale simple, dont les éléments diagonaux correspondent au potentiel
évalué aux points du réseau. Ceci constitue une approximation équivalente a
I’emploi d’une régle de quadrature pour évaluer les éléments de matrice. Grace
a leur origine variationnelle, ces méthodes sur réseau fournissent une bonne
précision, et en particulier meilleure que celle de calculs par différences finies.

La méthode des réseaux de Lagrange est également une méthode d’approxi-
mation sur réseau de ce type. Bien que pouvant étre reliée a la méthode DVR
(voir le chapitre 3), cette méthode a été introduite indépendamment par Baye
et Heenen [BH86|. Leur but était d’expliquer les propriétés et notamment la
précision de calculs avec un réseau de points uniformément répartis dans le
cadre de problémes Hartree-Fock en physique nucléaire. La grande différence
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avec les méthodes sur réseau employées jusque la provient de 'utilisation expli-
cite d’'une base de fonctions, appelées fonctions de Lagrange, qui correspondent
a des fonctions d’interpolation aux points du réseau. Les éléments de matrice
du calcul variationnel dans cette base sont alors évalués en utilisant la regle
de quadrature de Gauss associée au réseau de points considéré. Contrairement
aux méthodes sur réseau traditionnelles, qui ne fournissent que les valeurs de
la fonction d’onde aux points du réseau, la méthode des réseaux de Lagrange
conduit a une approximation analytique de celle-ci, ce qui permet son évalua-
tion en tout point du domaine. En plus d’un réseau a pas constant basé sur des
fonctions trigonométriques, Baye et Heenen présentent dans leur article une
technique pour construire des réseaux basés sur des polynémes orthogonaux
et les fonctions de Lagrange associées. Ils appliquent leur nouvelle méthode
a quelques problémes simples de mécanique quantique tels que l'oscillateur
harmonique, ainsi qu’a des problémes Hartree-Fock nucléaires, pour lesquels
ils obtiennent de trés bons résultats. Par contre, dans le cas de I'atome d’hy-
drogéne, la précision est fortement réduite a cause de la singularité a l’origine
du potentiel coulombien, pour laquelle la quadrature de Gauss ne constitue
pas une bonne approximation. L’intérét de la méthode pour traiter des pro-
blémes en physique atomique et moléculaire est ainsi limité [GLH89], & moins
d’utiliser des techniques pour éliminer la singularité, comme par exemple en
considérant le systéme de coordonnées semi-paraboliques qui rejette celle-ci a
'infini [BV91].

En 1993, Vincke, Malegat et Baye [VMB93| résolvent le probléme des sin-
gularités de maniére générale en développant une technique de régularisation
des réseaux de Lagrange. Couplée a cette technique de régularisation, la mé-
thode des réseaux de Lagrange a pu étre appliquée avec succes a I’étude de
systémes atomiques a deux électrons [MV94| et de systémes nucléaires a trois
corps |[BKV94, Bay97|. La méthode des réseaux de Lagrange ainsi développée
se révéle a la fois trés simple et trés précise, ce qui la rend compétitive vis-a-vis
d’autres méthodes de résolution.

L’objectif de ce travail est d’approfondir les différents aspects de la mé-
thode des réseaux de Lagrange, et en particulier d’identifier ses avantages et
inconvénients, ainsi que ses éventuelles limitations. Nous cherchons également
a élargir son champ d’application en mécanique quantique.

Les systémes a deux corps constituent une application simple qui permet
d’analyser la précision de la méthode en ce qui concerne les énergies et les
fonctions d’onde associées. Etudier un tel systéme est équivalent a détermi-
ner le spectre correspondant au potentiel d’interaction entre les deux corps.
Nous envisageons ainsi 'application de la méthode des réseaux de Lagrange au
probléme & deux corps afin de déterminer si ses propriétés la rendent compé-
titive vis-a-vis d’autres techniques telle que la méthode des différences finies.
D’autre part nous examinons la possibilité d’étendre la méthode a la résolu-
tion d’équations régies par une dynamique différente de celle de I’équation de
Schrodinger.

Notre ambition est également d’étudier les états liés de systémes a trois
corps. Ces problémes, dont la résolution approchée peut s’avérer difficile, peu-
vent étre traités par exemple a l'aide des méthodes de Faddéev ou des co-



ordonnées hypersphériques [Glo83, ZDF193], qui sont précises mais lourdes.
La méthode des réseaux de Lagrange pourrait se révéler compétitive pour ce
type de problémes grace a sa simplicité de mise en ceuvre.

Deux domaines d’application sont envisagés, la physique nucléaire et la phy-
sique atomique et moléculaire, qui différent essentiellement par les interactions
entre particules. En physique nucléaire, les interactions dépendent souvent du
spin des nucléons constituant le noyau et des moments cinétiques orbitaux
relatifs entre particules. Quant aux atomes et molécules, ils sont caractérisés
en premiére approximation par des interactions purement coulombiennes. Ce
dernier probléme requiert une attention particuliére lors d’un traitement sur
réseau de Lagrange en raison des singularités a l'origine des potentiels coulom-
biens.

Le chapitre 2 contient une présentation détaillée de la méthode des ré-
seaux de Lagrange. Le réseau et les fonctions de Lagrange y sont définis, et
le lien avec la méthode variationnelle y est établi. Une méthode générale de
construction de ceux-ci est développée, et est particularisée au cas important
des réseaux de Lagrange basés sur des polyndmes orthogonaux. La technique
de régularisation, permettant I’élimination des singularités du potentiel, est
également discutée.

Le chapitre 3 reprend une comparaison de différentes méthodes de réso-
lution sur réseau d’équations de type Schrédinger. En particulier ce chapitre
permet de situer la méthode des réseaux de Lagrange vis-a-vis d’autres mé-
thodes couramment utilisées, telles que les méthodes DVR ou du réseau de
Fourier.

Au chapitre 4 est présentée I’étude d’états liés de systémes a deux corps,
dont l'interaction est représentée par un potentiel ne dépendant que de la dis-
tance entre les deux corps. Une comparaison, qui porte sur les énergies des
états liés et sur les fonctions d’onde correspondantes, est effectuée entre diffé-
rents calculs sur réseaux de Lagrange et les calculs variationnels équivalents.
Une généralisation relativiste de I’équation de Schrédinger, appelée équation
de Salpeter sans spin, est aussi examinée.

Le chapitre 5 traite de collisions. Les déphasages, qui définissent la matrice
de collision et caractérisent les états libres, sont déterminés en couplant les
méthodes des réseaux de Lagrange et de la matrice R. Le cas particulier du
développement en portée effective qui définit le comportement du déphasage
aux basses énergies est également considéré.

Le chapitre 6 contient une analyse générale du traitement d’un probléme a
trois corps a ’aide de la méthode des réseaux de Lagrange. Quatre systémes de
coordonnées sont comparés lors de la détermination de I’énergie de 1’état fon-
damental, en utilisant des potentiels d’oscillateur harmonique, gaussiens ou de
type coulombien. Le cas du potentiel de type coulombien permet en particulier
d’étudier le probléme posé par des singularités dans ce type d’application.

Au chapitre 7 est présenté un modéle a trois corps du noyau a halo de
neutrons ‘He. Deux approches, les méthodes mixte et “tout réseau”, qui dif-
ferent par le nombre de coordonnées auxquelles sont couplées des réseaux de
Lagrange, sont utilisées pour étudier 1’état fondamental de ce noyau. Ce pro-
bléme permet une analyse du traitement de termes spin-orbite et tensoriel en



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

plus des termes centraux dans les potentiels d’interaction.

Le chapitre 8 est consacré a I’étude des états S et P de systémes atomiques
et moléculaires a trois corps sur réseaux de Lagrange. La méthode est appliquée
en particulier & 'atome d’hélium, aux ions hydrogéne et positronium, & I'ion
moléculaire d’hydrogéne et a la molécule muonique dtu. Aprés avoir déterminé
les énergies des états liés, les fonctions d’onde correspondantes sont utilisées
pour calculer les valeurs moyennes de différentes observables tels que les rayons
moyens.

Nos conclusions et perspectives sont présentées au chapitre 9



Chapitre 2

Réseaux et fonctions de Lagrange

2.1 Définitions

La méthode des réseaux de Lagrange est une méthode variationnelle appro-
chée [BH86]. Cette méthode est basée sur I'existence d’une base de fonctions,
dites fonctions de Lagrange, qui possédent certaines propriétés vis-a-vis d’un
réseau de points [Bay94|. Les fonctions de Lagrange ne doivent pas étre confon-
dues avec les polynomes d’interpolation de Lagrange [Pre75|. Ces derniers sont
définis localement, c¢’est-a-dire uniquement sur une fraction du domaine de dé-
finition du probléme étudié, alors que les fonctions de Lagrange, dont il est
question ici, sont définies de maniére globale sur tout le domaine et sont indé-
finiment dérivables.

Un réseau de Lagrange est caractérisé par différents éléments. Comme tout
réseau il est défini par un certain ensemble de points. Ce qui le particularise
vis-a-vis des autres réseaux est qu’a chacun de ces points sont associés un
poids constant et une fonction de Lagrange. [.’ensemble des poids est tel qu’il
définit avec ’ensemble des points du réseau une régle de quadrature de Gauss.
Les fonctions de Lagrange associées servent quant a elles de fonctions de base
a un calcul variationnel, et permettent de caractériser le réseau de Lagrange
par une matrice correspondant a 'opérateur d’énergie cinétique. Nous allons
maintenant examiner plus en détails ces différents points.

Considérons un réseau a une dimension formé des N points z; appartenant
a un intervalle (a,b). Les fonctions de Lagrange associées a ce réseau sont des
fonctions f;(z) orthonormées, indéfiniment dérivables sur cet intervalle, et qui
vérifient avec les N points z; du réseau les conditions suivantes

filzy) = A6y, (2.1)

c’est-a-dire que la fonction de Lagrange f; s’annule en tout point du réseau,
sauf au point x; qui lui est associé. Nous désignons ces conditions sous la
dénomination de conditions de Lagrange.

Les point x; et les poids \; définissent ensemble une régle de quadrature de
Gauss [AS65, SS66|

[ otee =3 o) 2:2)

5
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permettant d’approcher trés simplememt l'intégrale d’une fonction g par la
somme des valeurs prises par cette fonction aux points du réseau pondérées
par les poids A;, qui sont également appelés nombres de Christoffel.

Les propriétés principales des régles de quadrature de Gauss basées sur
des polynémes orthogonaux sont rappelées a 'annexe A. Bien qu’il en existe
d’autres, basées par exemple sur des fonctions trigonométriques, la plupart des
formules de quadrature de la forme (2.2) utilisées dans ce travail sont basées
sur des polynomes orthogonaux. Dans ce cas, les N points x; sont les zéros du
polynome de degré N.

La caractéristique la plus importante est que la régle de quadrature (2.2) est
exacte lorsque la fonction g(x) est le produit de la fonction poids intervenant
dans la relation d’orthogonalité des polynomes, et d’un polynome de degré
inférieur ou égal & 2N — 1. Dans tous les autres cas la formule (2.2) ne fournit
qu’une approximation de l'intégrale, dont une estimation de I’erreur peut étre
déterminée a l'aide de (A.70).

L’utilisation systématique de la régle de quadrature de Gauss (2.2) dans
les calculs d’éléments de matrice est & 'origine de la grande simplicité de la
méthode des réseaux de Lagrange.

A un réseau de Lagrange donné est habituellement associée une matrice
correspondant a 'opérateur —% d’énergie cinétique calculé dans la base des
fonctions de Lagrange. Cette matrice a donc pour éléments

Ty =~ [ duf@) ). (23)

Cette intégrale peut étre évaluée de plusieurs facons. La plus simple, et celle
généralement employée dans la méthode des réseaux de Lagrange, consiste a
utiliser 'approximation de Gauss (2.2). Nous obtenons alors

Ty~ =N f] (@), (2.4)

et les éléments de matrice T;; prennent une forme compacte simple. Pour cer-
tains réseaux de Lagrange la relation (2.4) se révéle exacte. Cependant, dans
la plupart des cas la condition rendant la régle de quadrature de Gauss exacte
n’est pas vérifiée, et la formule (2.4) ne constitue qu'une approximation de
I’élément, de matrice. Néanmoins nous utilisons toujours cette approximation,
sauf dans les cas particuliers ou elle se révéle trés peu précise. Cela se produit
par exemple lorsque la matrice cinétique ainsi construite n’est pas symétrique,
ce qui n’est pas acceptable puisque 'opérateur cinétique est hermitique. Deux
méthodes permettent de régler ce probléme. La premiére solution consiste a
rendre la matrice symétrique en remplagant la formule (2.4) par

1 1 1
Ty m =5 (N1 (@) + 01 (). (2.5)

qui fournit, comme (2.4), des expressions simples. La deuxiéme solution revient
a symétriser la formule (2.3) en intégrant par parties

Ty = - [ drf) @)
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S [T I YA
-/ " defl(2) £ () (2.6)

en supposant que les fonctions de base de Lagrange satisfont les conditions
aux limites et s’annulent aux deux extrémités de lintervalle (a,b). Lorsque
la régle de quadrature de Gauss ne fournit qu’une trés mauvaise estimation
des éléments T;;, et qu’il n’existe pas d’expression analytique exacte pour ces
éléments, il est nécessaire d’effectuer une intégration numérique. Dans ce cas
également l'utilisation de la définition (2.6) nous garantit I’hermiticité de la
matrice d’énergie cinétique.

Quelle que soit la maniére dont ces éléments T;; sont évalués, ils le sont une
fois pour toutes dés que le réseau de Lagrange a été construit.

2.2 Meéthode variationnelle et base de Lagrange

Les différents éléments intervenant dans la définition d’un réseau de La-
grange étant introduits, examinons ce qu’ils impliquent dans la mise en ceuvre
de la méthode des réseaux de Lagrange.

Pour mettre en évidence ses particularités, replacons cette méthode dans
le contexte général des méthodes variationnelles. Considérons un systéme phy-
sique caractérisé par un hamiltonien H défini par

H=—+V( 2.7
V(@) (27)
ou V(x) est un potentiel d’interaction. La résolution de I’équation de Schro-
dinger stationnaire correspondante

HU = EV (2.8)

nous fournit les énergies E définissant le spectre du systéme, ainsi que les fonc-
tions d’ondes associées. A partir de celles-ci il est alors possible de déterminer
différentes propriétés du systéme physique considéré, comme par exemple des
probabilités de transition entre différents états d’énergie.

Les méthodes variationnelles de résolution [CDL73, GOT77| consistent a
approcher la fonction d’onde correspondant a un certain état du systéme a
I’aide d’une fonction d’essai ® dépendant de N paramétres ¢;

O =P(cy, -+, 0n). (2.9)

En général, une dépendance linéaire en ces parameétres est choisie pour la
fonction d’essai ®. Celle-ci prend alors la forme d’une combinaison linéaire de
fonctions ¢; choisies en fonction du probléme étudié

N
=1
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Les parameétres variationnels ¢; sont déterminés de maniére & minimiser la
fonctionnelle W définie par

(PIH]®)

=)

(2.11)
Ce choix des paramétres c¢; assure la stationnarité de la fonctionnelle W au
voisinage de la valeur F de I'énergie de I’état étudié. Dans le cas d’une fonction
d’essai de la forme (2.10), la condition de stationnarité de la fonctionnelle W
est équivalente au systéme d’équations suivant

N

=1

ou H;; = (¢;|H|¢p;) représente 1'élément de matrice du hamiltonien pris entre
les fonctions ¢;, et N;j = (¢i|¢;) est le produit scalaire des deux fonctions ¢;
et ¢;. Le principe variationnel nous assure que W est toujours supérieur ou
égal a I’énergie de ’état considéré, le cas de 1’égalité ne se produisant que si la
fonction d’essai est proportionnelle & la fonction d’onde recherchée.

La résolution de ce systéme d’équations nous fournit la valeur approchée
W de I'énergie, ainsi que les coefficients c; définissant ’approximation de la
fonction d’onde correspondante. En décomposant le hamiltonien en la somme
de DI’énergie cinétique 7T et de I’énergie potentielle V', nous pouvons encore
écrire

Hij = {¢i|T + V]¢;) = Tij + Vi (2.13)
La détermination de la matrice hamiltonienne d’éléments H;; requiert donc
le calcul des éléments de matrice du potentiel entre les fonctions ¢; choisies.
[’évaluation de ces éléments de matrice peut s’avérer trés ardue, et représenter
la plus grande part du travail en termes de difficulté et de temps, selon les
expressions du potentiel et des fonctions ¢; choisies.

Analysons maintenant le cas particulier de la méthode des réseaux de La-
grange. L’ensemble des fonctions ¢; correspond alors a une base de fonctions de
Lagrange f;. Dans ce travail, nous utilisons également la dénomination “base”
pour désigner un ensemble fini de fonctions linéairement indépendantes. Dans
le cas le plus courant des réseaux de Lagrange basés sur des polynémes ortho-
gonaux, la base des fonctions de Lagrange est équivalente & une base compléte
tronquée. Ceci nous garantit la convergence des résultats lorsque nous aug-
mentons la taille du réseau. L’équation de Schrédinger se raméne au systéme
d’équations (2.12)

N
(Hy; —Wéi)e; =0  i=1,--- N, (2.14)

j=1
ot N;; = d;; puisque les fonctions de Lagrange sont orthonormeées, et
Hij = (filH|f;) = Tij + Vi (2.15)

Les termes d’énergie potentielle sont dans ce cas évalués trés simplement (sans
calcul analytique) a I’aide de la régle de quadrature de Gauss associée au réseau
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de Lagrange (2.2), et des conditions de Lagrange (2.1)

‘/ij = fz|V|f]>
== i dwfz fj( )
N
~ Z)\kfi(ﬂfk)v(ﬂfk)fj(gfk)
k=1
~ V(x:)oy (2.16)

ot x; est le i point du réseau de Lagrange. La détermination des éléments
de matrice V;; ne nécessite donc que I'évaluation du potentiel aux points du
réseau, la matrice potentielle résultante étant de plus purement diagonale.
La matrice T;; est également fort simple, et peut, dans certains cas, s’écrire
sous une forme compacte, comme décrit précédemment. Finalement, le systéme
d’équations (2.12) se réécrit

N
> (T + V(xi)6i; — Wij)e; =0 i=1,---,N (2.17)

J=1

et prend la forme simple d’équations sur réseau.
Dans la base des fonctions de Lagrange, la fonction d’onde approchée s’écrit

N

()~ Y e fi(e) ZAW@ () f:(2) (2.18)

=1

en vertu des conditions de Lagrange (2.1). Le coefficient ¢; est donc directement
relié & la valeur de la fonction d’onde au point z; du réseau. Cependant la
fonction d’onde peut étre calculée en tout point du domaine & l'aide de la
relation (2.18), et non pas uniquement aux points du réseau. Cette derniére
propriété différentie la méthode des réseaux de Lagrange des méthodes sur
réseau classiques.

2.3 Construction du réseau et des fonctions de
Lagrange

Nous allons maintenant présenter une méthode générale de construction

d’un réseau et des fonctions de Lagrange associées |[Bay95]. Nous étudierons

ensuite une méthode plus spécifique s’appliquant au cas important des réseaux
basés sur des polynomes orthogonaux [BV99).

2.3.1 Meéthode générale

Nous considérons un ensemble de N fonctions ¢y (x) indéfiniment dérivables
qui vérifient les conditions d’orthonormalité

(i) = [ pie)aands = b (2.19)
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sur un intervalle (a, b). L’éventuelle fonction poids intervenant dans le produit
scalaire est introduite dans la définition des fonctions .

Dans l'intervalle (a,b), N points z; sont choisis, auxquels sont associés les
N nombres

= Li::l ‘@k(xl)‘2] _1_ (2.20)

Les points x; et les poids \; définissent ensemble une régle de quadrature de
Gauss (2.2)

b N
/ glx)dr = Y Nig(as) (2.21)
a i=1
permettant d’approcher I'intégrale d’une fonction ¢ sur l'intervalle (a, b).
Nous introduisons ensuite une nouvelle base de N fonctions f;(z), qui
prennent la forme de combinaisons linéaires des fonctions ¢y ()

N
1/2 «
fila) = N Y i) pnle). (2.22)
k=1
Ces fonctions f; sont appelées fonctions de Lagrange si elles satisfont les condi-
tions de Lagrange (2.1)

filzy) = A2y (2.23)

aux points x; du réseau. Ces conditions entrainent 1'orthonormalité des fonc-
tions de Lagrange f;

Gli = [ @) e = o (2:24)

sur l'intervalle (a,b). En effet, les fonctions f; définies par (2.22) satisfont les
propriétés suivantes

ilfs) = N2 fr () = N2 i) (2.25)

en vertu de (2.19). L’approximation (2.21) est alors exacte pour tout produit
fi f; (et également pour tout produit ¢y ¢;).

Pour ¢ # j, les conditions de Lagrange et d’orthogonalité, appliquées a la
définition (2.22) des fonctions f;, impose w conditions sur le choix des N
points z; du réseau. Celles-ci, combinées avec (2.20) pour i = j, s’écrivent

N
Z Deor(x) = N1 (2.26)

Lorsque N > 4, le nombre de conditions est plus grand que N. Ceci a pour
conséquence qu’il n’existe pas nécessairement de réseau de Lagrange pour tout
ensemble de fonctions ¢;. Cependant, la relation (2.26) est automatiquement
satisfaite si 'approximation de Gauss (2.21) est exacte pour le produit scalaire
(prler). En effet, dans ce cas, nous avons

Z Aipr(m3)pr(5) = O (2.27)
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ce qui implique que la matrice d’éléments )\Z-l/zgpk(xi) est unitaire, et (2.26) est
satisfaite [DC68, LHL85|. Des fonctions de Lagrange existent donc toujours si
une approximation de type Gauss est exacte pour (@x|v;).

Etant donné la relation (2.22) et l'unitarité de la matrice d’éléments
)\i/ngk(xi), la base des fonctions de Lagrange f; est équivalente a la base des
fonctions ¢y. Ceci induit que ces deux bases fournissent des résultats stric-
tement identiques lorsqu’elles sont utilisées dans un calcul variationnel ezact.
L’avantage de la base de Lagrange est bien entendu de conduire & une matrice
potentielle diagonale extrémement simple, grace a I'utilisation de ’approxima-
tion de Gauss et des conditions de Lagrange.

2.3.2 Réseaux basés sur des polynémes orthogonaux

La méthode de construction d’un réseau de Lagrange présentée dans cette
section est un cas particulier de la méthode décrite précédemment, lorsque
les fonctions ¢y sont des polynomes orthogonaux [BV99|. Cette technique de
construction est intéressante car elle permet d’obtenir facilement des expres-
sions compactes pour les fonctions de Lagrange, et par extension pour leurs
dérivées. De plus, les réseaux basés sur les polyndmes orthogonaux classiques
constituent un cas trés important, car ce sont les réseaux les plus couramment
utilisés jusqu’a présent dans les applications.

Soit un intervalle (a, b), avec a et b finis ou non, et une famille de polynomes
pr(z) orthogonaux sur cet intervalle vis-a-vis de la fonction poids w(x)

/a (@) p(@)pi()dz = hedig (2.28)

ou hy, représente le carré de la norme du polynoéme pg(z). Soient x; les N zéros
du polynome de degré N
pn(x;) = 0. (2.29)

Ces points fournissent avec les nombres de Christoffel \; la régle de quadrature
de Gauss (2.21). D’aprés les propriétés exposées a I'annexe A, cette régle est
en fait exacte lorsque la fonction g(z) est le produit de la fonction poids w(x)
et d’un polynome en = de degré inférieur ou égal & 2N — 1. Les constantes \;
peuvent étre calculées a l'aide des relations (A.48) et (A.54)

/ ' '
[)\iw(l'iﬂ_l _ k'N—le(xl)pN—l(xz)
hy_1kn

(2.30)

oil ky est le coefficient du terme en 2V dans py(z). Dans le cas des polynomes
orthogonaux classiques, il existe une relation entre les polynomes py et pny_;
en un point z; du réseau, et (2.30) se simplifie, d’aprés (A.56), en

_kN—10<Ii) [plN(%)]Q

hN—lk;NCNaS\})

iw ()]~ =

(2.31)

ou la fonction o(x) et les coefficients cy et aly) sont définis 4 'annexe A.
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Les fonctions de Lagrange sont, quant a elles, définies par

filz) = [ w(@)r/z( Py () (2.32)

Aiw(x; xr— )Py (Ti)

Ces fonctions, équivalentes a des combinaisons linéaires des fonctions
[w(z)]"? py(a), avec k = 0,---, N — 1, prennent donc la forme d’un produit
d’un polynome de degré N — 1 et de la racine carrée de la fonction poids w(z).
Il est facile de vérifier que ces fonctions f;(x) satisfont bien les conditions de
Lagrange (2.23). De plus, elles sont orthonormées puisque 1’approximation de
Gauss sur (a,b) est exacte pour w(z) multiplié par des polynomes en z de
degré inférieur ou égal a 2N — 1.

Comme nous l'avons vu précédemment, les éléments de matrice (2.3) de
lopérateur cinétique —% prennent une forme simple (2.4) lorsqu’ils sont éva-
lués en utilisant la formule de quadrature de Gauss. Leur expression dépend
alors de la dérivée seconde de la fonction de Lagrange f;(x) calculée au point
du réseau x;. Bien qu’il ne soit pas possible d’expliciter complétement ces ex-
pressions avant d’avoir déterminés les polynomes py(x), nous allons néanmoins
établir des formules pour les dérivées premiére et seconde des fonctions de
Lagrange f;(x) aux points du réseau, en fonction des polynomes et de leurs
dérivées en ces mémes points. Afin d’alléger les notations, nous regroupons les
différents termes constants de (2.32) dans la constante Cj, ce qui nous permet
d’écrire

fa) = Ciule)® 242, (2.33)
G o= [(w(@) " py(a)] (2.34)

La dérivée premiére de la fonction f;(z) s’écrit alors avec la constante C;

0 (w(a))2 @) (2.35)

(x — )%

En un point x; du réseau avec j # i, cette fonction se réduit a un seul terme
puisque z; est un zéro du polynéme py(z), et nous obtenons

Pour évaluer la dérivée f/(x) au point du réseau x; qui lui est associé, il est
nécessaire de passer a la limite pour x tendant vers x; dans la formule (2.35)
afin d’éviter les indéterminations du type %. En procédant ainsi ’expression
(2.35) se réduit a

fa) = N [w'(mi) p'fv(l‘z‘)] ' (2.37)

2 |w(zi)  ph(x)
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La dérivation de (2.35) nous fournit l’expression suivante pour la dérivée se-
conde de f;(z)

o) = =3 (@) () 2
+Ci (w(x)) 2 w/(f’”)i/N_(?i — C; (w(x)) ™ u/(:lﬁ)(gf:.@i))2

Gy (w2 B o () )

T — T (x — x;)?

120, (w(x)) /2 (ffj(;”))g (2.38)

()™ (') 2

G
2

En un point du réseau xz;, avec j # i, cette expression se limite aux trois termes
suivants

w(z) Py(e:) oy — i [w(zg)  pylzy) x5 —w
Dans le cas du point z; associé a la fonction f;(x), nous procédons comme pour

la dérivée premiére en passant a la limite pour x tendant vers x;. Ceci conduit
a I'expression suivante pour f/'(z;)

Py = M (W) AT (@)
P 4 w(x;) 2 w(w)
AP () plho(e) N ()

+= +

2wl ph(e) 3 pla); (2:40)

Dés que la fonction poids w(x) et les polynomes py(x) sont choisis, les formules
(2.39) et (2.40) permettent d’écrire les éléments de matrice (2.3) de 'opérateur
cinétique calculés a I'approximation de Gauss sous une forme compacte (2.4).
Lorsque les polynomes py () font partie de la famille des polynémes ortho-
gonaux classiques, les relations (2.31) et (A.22) permettent des simplifications
supplémentaires. Les expressions (2.36), (2.37), (2.39) et (2.40) deviennent res-
pectivement
o(x;)) 1
o(z;) xj — x;

filay) = (=) A2 (2.41)

A2 [w’(m) 7(2;

file:) = =5 1 (2.42)
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ou n’apparaissent plus que les points z; et les poids \; du réseau, ainsi que la
fonction poids w(z), et les fonctions o(x), 7(x) et dy intervenant dans 1’équa-
tion différentielle (A.22) définissant les polynomes orthogonaux classiques.

2.4 Extension de la famille des réseaux de La-
grange

Aux deux sections précédentes nous avons vu comment un réseau de La-
grange peut étre construit a partir de fonctions orthogonales pour lesquelles
il existe une régle de quadrature de Gauss. Nous présentons ici une technique
pour agrandir la famille des réseaux de Lagrange, et qui permet & priori de
créer une infinité de réseaux de Lagrange a partir de ceux existants.

Considérons un réseau de Lagrange constitué des N points u; appartenant
a un intervalle (¢, d). Ceux-ci et les poids associés \; définissent une régle de
quadrature de Gauss (2.21) sur (¢, d)

/Cdg(u)du A Z: Xig(u;). (2.45)

Nous notons ﬁ(u) les fonctions de Lagrange correspondantes qui vérifient les
conditions de Lagrange aux points u; du réseau

Nous introduisons maintenant une transformation bijective indéfiniment
dérivable
u=t(z) (2.47)

de (a,b) sur (c,d). Cette transformation nous fournit un nouveau réseau de
Lagrange dont les points z; sont reliés aux points u; par

x; =t (). (2.48)
Ces points définissent une régle de quadrature de Gauss sur (a, b)
b N
[ atu)ds = 3 ng) (2.49)
avec les poids A; qui sont donnés par
o= N[t (2.50)

Ceci s’obtient en comparant les formules (2.45) et (2.49) avec le changement
de variable (2.47). Bien entendu les conditions sur la fonction g(t(x)) pour que
I'approximation de Gauss (2.49) soit exacte ne sont pas les mémes que celles sur
g(u) rendant 'approximation (2.45) exacte, a cause du facteur supplémentaire
t'(x) dans l'intégrant.
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Les fonctions de Lagrange correspondant & ce nouveau réseau s’obtiennent
a partir des fonctions de Lagrange f;(u) selon

filx) = [t'(2)]"? fi(t(x)) (2.51)

ou t'(x) est la dérivée de la transformation ¢(z). Il est facile de vérifier que ces
fonctions f;(z) satisfont les conditions de Lagrange (2.23).

Les dérivées premiére et seconde de la fonction de Lagrange (2.51) peuvent
s’écrire en fonction des dérivées de la transformation t(z) et des fonctions de
Lagrange initiales f;(u). Elles sont explicitement données par

fil@) = 5 @ @) + @ Fe), @5)
@) = — W@ R @F Fe@) + 5 @] @) )
2 [t (@) (@) f{(t(@)) + [ @) J (1(2), (2.53)

en utilisant la notation suivante pour les dérivées

ﬂ@unzLZﬁwﬂ | (254

u=t(x)

Les valeurs prises par les dérivées de fi(r) aux points x; du réseau peuvent
donc étre déterminées a partir des valeurs des dérivées de t(x) en ces mémes
points, ainsi que de celles des dérivées des fonctions de Lagrange initiales f;(u)
aux points u;.

Le choix de la transformation u = #(z) étant libre, il est & priori possible de
construire une infinité de nouveaux réseaux de Lagrange. Les formules (2.47)
a (2.51) permettent théoriquement de créer des réseaux sur mesure, avec des
propriétés spécifiques qui les rendent bien adaptés a I’étude d’un probléme
particulier.

Il est important de noter que 'approximation de Gauss n’est généralement
pas exacte, ni méme précise lors de I'évaluation des éléments de matrice T;;
(2.3). En effet, dans la plupart des cas, il n’est pas possible de mettre en
évidence la racine carrée de la fonction poids dans f7'(x) (2.53). Ceci implique
que, dans l'intégrale (2.3), n’apparait pas la fonction poids w(z) nécessaire a
'utilisation de la régle de quadrature de Gauss associée au réseau (A.45).

2.5 Reégularisation

Dans certaines applications, le hamiltonien décrivant le systéme étudié pré-
sente des singularités. Les exemples les plus simples sont les termes centrifuges
en 1/x%, ou encore les termes d’interaction coulombienne en 1/x. Ces singu-
larités peuvent poser probléme. En effet, pour pouvoir utiliser une régle de
quadrature de Gauss et ainsi obtenir une bonne estimation d’une intégrale, il
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faut que l'intégrant contienne la fonction poids associée (A.45). L’erreur in-
duite par cette approximation est alors bornée par un majorant d’'une dérivée
de la fonction a intégrer (A.70).

Nous supposons que les intégrales des termes contenant une singularité
convergent. Cependant, du fait de la présence d’une singularité, I'intégrant n’a
plus en général la forme d’'un produit d’un polynome avec la fonction poids
correspondante. Rien ne garantit dans ce cas que la régle de quadrature de
Gauss fournit de bons résultats lors de 1’évaluation de I'intégrale, 'erreur sur
la valeur de celle-ci pouvant alors étre trés grande. Ceci a pour conséquence
de réduire considérablement, voire de détruire, la précision de la méthode des
réseaux de Lagrange.

Pour résoudre ce type de probléme, une technique de régularisation a été
développée dans le cas de singularités concentrées en un point [VMB93|. Nous
supposons que toutes les singularités sont localisées a I'origine des coordonnées,
et nous nous limitons en particulier aux singularités en 1/x et 1/2%, qui sont
les seules considérées dans ce travail. Nous définissons alors les fonctions de
Lagrange régularisées par

filx) = fi(zx) (2.55)

r(x;)
ol fz(:c) est la fonction de Lagrange initiale, telle que définie aux sections pré-
cédentes, et r(x) est le facteur de régularisation. Ce facteur n’est évidemment
pas quelconque puisqu’il est contraint par le comportement a ’origine de la
fonction d’onde correspondant a 1’état étudié. Le terme r(z;), représentant le
facteur de régularisation calculé au point du réseau z;, a pour role de pré-
server les conditions de Lagrange (2.23). Ces nouvelles fonctions ne sont pas
orthonormées a cause du facteur r*(z) apparaissant dans 'intégrale du produit
scalaire. Cependant elles restent orthonormées a 'approximation de Gauss

/a " (@) fi(2) ~ Oy (2.56)

c’est-a-dire que leur produit scalaire vaut bien d;; si nous évaluons l'intégrale
a l'aide de la régle de quadrature de Gauss. Il est important de remarquer
que si les fonctions de Lagrange (au sens large) ne sont exactement orthogo-
nales que dans certains cas particuliers, elles sont, par construction, toujours
orthonormées a I’approximation de Gauss.

Considérons le cas d'un terme centrifuge “@;“, ol [ est le moment cinétique
orbital, qui est un entier positif ou nul, dans I’équation de Schrédinger radiale

(x € [0, 00) ,
( d N I(1+1)

— pe + V(x)) U(zx) = EV(x) (2.57)

ot V est un potentiel suffisamment régulier (c’est-a-dire tel que z*V(z) 29
0), ¥ la fonction d’onde et E son énergie. Dans la méthode des réseaux de
Lagrange, la fonction d’onde W est approchée par un développement sur la
base des N fonctions de Lagrange (2.55)

N

U(z) = cifi(z) (2.58)

i=1



2.6. FACTEUR D’ECHELLE 17

ou les ¢; sont des coefficients variationnels. La présence dans (2.57) du terme
centrifuge lorsque [ est différent de zéro, fait de l'origine = 0 un point singu-
lier régulier. Celui-ci impose donc le comportement a I'origine de la fonction
d’onde [Mes59|

U(z) =9 g (2.59)
Ces considérations suggérent le facteur de régularisation
r(z) = o', (2.60)

permettant d’éliminer la singularité dans I'intégrale des éléments de matrice de
l(lx%l) et de reproduire le bon comportement & l'origine de la fonction d’onde.
Cependant, le choix (2.60) n’est pas le plus avantageux en pratique. Il induit
en effet une dépendance en le moment cinétique orbital [ des fonctions de base
de Lagrange, ce qui complique leur utilisation dans des applications ou des
valeurs de [ sont couplées (voir le chapitre 5). En fait la singularité du terme

centrifuge est déja éliminée en utilisant le facteur de régularisation
r(z) = x. (2.61)

Bien entendu avec ce facteur les fonctions de base de Lagrange ne présentent
plus le bon comportement & 'origine (2.59). Celui-ci devra donc étre simulé
par la combinaison (2.58) de ces fonctions. Les éléments de matrice du terme
centrifuge dans la base des fonctions f; (2.55) avec (2.61) valent

[ 0" e = D [ e
_ W;l)@j (2.62)

(2

en vertu de l'orthonormalité des fonctions de Lagrange initiales ﬁ Le choix
(2.61) présente ainsi ’avantage que les éléments de matrice du terme centrifuge
sont évalués exactement a 'approximation de Gauss. Ceci n’est pas vrai avec
le choix (2.60) lorsque [ est différent de zéro, ’approximation de Gauss a N
points s’avérant de moins en moins précise lorsque [ augmente, en raison de
l'augmentation du degré polynomial du facteur de régularisation r(z).

Cette technique de régularisation introduit dans 'intégrant des éléments de
matrice un facteur supplémentaire de la forme d’une puissance de la variable
d’intégration. La matrice d’énergie cinétique (2.3) n’est donc pas exactement
équivalente a (2.4). De plus, pour la méme raison, 'approximation de Gauss
peut poser probléme en ce qui concerne la précision et I’hermiticité des éléments
T;j. 11 convient donc d’étre prudent lors de la détermination de la matrice
définissant I’énergie cinétique lorsque des fonctions de Lagrange régularisées
sont utilisées.

2.6 Facteur d’échelle

Les sections précédentes décrivent comment les réseaux de Lagrange sont
définis et construits. Lors de la mise en ceuvre de la méthode des réseaux de
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Lagrange pour traiter un probléme physique, il est souvent utile d’introduire un
facteur d’échelle h. Celui-ci a pour role d’adapter U'intervalle (a, b) de définition
des points du réseau au probléme considéré. Les points du réseau sont alors
répartis dans 'intervalle (ha,hb). L’introduction de ce facteur d’échelle est
équivalente a la transformation u = t(x) = hx, et les développements effectués
a la section 2.4 sont également d’application dans cette section. La fonction
d’onde W¥(x) décrivant Pétat du systéme s’écrit en fonction des N fonctions de
Lagrange f; selon

U(r) = ;ijj(ﬂf/h)- (2.63)

A titre d’exemple, dans le cas de I’équation de Schrédinger (2.8), les équations
sur réseau (2.17) se réécrivent, aprés I'introduction du facteur d’échelle h sous
la forme

N
j=

Dans ces équations intervient maintenant le potentiel évalué aux points hx;,
ol x; est un point du réseau de Lagrange. Le facteur d’échelle i doit donc étre
choisi de sorte que le potentiel V' (z) soit bien représenté par sa discrétisation
aux points hx;.

Le facteur h peut aussi étre vu comme un paramétre variationnel dans la
méthode. Cependant, en pratique, les résultats sont peu sensibles a la valeur
précise de h. En effet, la dépendance de ceux-ci en fonction de A présente un
plateau plus ou moins étendu selon la valeur du nombre N de points du réseau.

La premiére étape lors de I’étude d’une application consiste a analyser les
résultats lors d’une variation du facteur d’échelle h, en effectuant des calculs
avec un réseau de Lagrange contenant peu de points. De cette analyse est
ensuite extrait un “bon” facteur h, c’est-a-dire une valeur correspondant au
plateau. Cette valeur est alors utilisée dans des calculs faisant intervenir des
réseaux de Lagrange a plus grand nombre de points.

Le facteur d’échelle peut également servir a tester la précision des résultats,
a partir d’une étude de la stabilité de ceux-ci vis-a-vis de petites variations de
la valeur de h.

2.7 Exemples de réseaux de Lagrange

Dans cette section, nous présentons quelques réseaux de Lagrange, que nous
utiliserons lors de ’étude de différentes applications aux chapitres suivants. Les
fonctions de Lagrange sont données sous une forme explicite compacte, et leurs
dérivées premiére et seconde, intervenant dans le calcul des éléments de matrice
des termes d’énergie cinétique sont également introduites. Les valeurs particu-
liéres prises par ces fonctions aux points du réseau sont précisées. L’opérateur
d’énergie cinétique étant souvent lié a I'opérateur dérivée seconde, nous pré-
sentons les éléments de matrice de cet opérateur entre fonctions de Lagrange,
sous une forme explicite compacte lorsque c’est possible.
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2.7.1 Réseaux a pas constant et & pas exponentiel

Le réseau le plus simple pouvant étre construit sur un intervalle fini est
le réseau a pas constant, dans lequel tous les points sont équidistants. Nous
pouvons associer a ce réseau des fonctions sinusoidales. Plusieurs ensembles
de fonctions sont possibles selon les conditions aux limites choisies [Bay95]. A
titre d’exemple nous présentons le réseau de Lagrange basé sur des fonctions
sinus définies sur l'intervalle [0, 1]. Nous considérons donc 1’ensemble formé par
les fonctions orthonormées suivantes

op(z) = V2sin(rkz). (2.65)

Les fonctions de Lagrange sont alors données par (2.22)

N
filz) = 2AM? > sin(rka;) sin(rkz) (2.66)
k=1
N N
= A2 <Z cos(mk(z — z;)) — Y cos(mk(z + xl))> (2.67)
k=1 k=1
en utilisant les relations trigonométriques. La relation de sommation
N N+1 in &
Zcos (ka+0b) —cos( - a+b) o 2aa (2.68)
= 2 sin §
nous permet d’écrire
N+1 in 5
> cos(krz) = cos < i 7rx> - 2;? (2.69)
2 sin ¢
= lsm[(wj D3zl 1 (2.70)
2 sin 5@ 2

Les N fonctions de Lagrange prennent alors la forme explicite suivante

fi(z) =

/\}/2 lsm[(ZN +1)5(x — ;)] sin[(2N + 1) 5 (2 + ;)]

5 ] . (2.71)

sin Z(x — x;) a sin 3 (z + ;)

Les points x; du réseau sont déterminés a l'aide des relations (2.26), qui
s’écrivent

1 [Sin[@N +1)5 (25 — )] 3111[(2]\7 +1)5 (2 + Ij)]] _0

2

2.72
sin §(z; — ;) sin §(z; + x;) (2.72)

pour ¢ # j. Ces expressions s’annulent lorsque les deux numeérateurs sont
simultanément nuls. Si nous rejetons les solutions pour lesquelles 0 ou 1 est
un point du réseau, deux réseaux de points z; avec un espacement constant
2/(2N + 1) sont obtenus, tels que

2t —1
2N +1

Tr; =

(2.73)



20 CHAPITRE 2. RESEAUX ET FONCTIONS DE LAGRANGE

et .
21

TOAN+1
Ces réseaux sont mutuellement symétriques par rapport au centre de l'inter-
valle. Les poids \; sont quant a eux calculés avec (2.20), et valent

2
A= .
2N +1

X

(2.74)

(2.75)

L’expression (2.72) s’annule également lorsque les deux termes prennent la
méme valeur 1 ou —1. A nouveau, si nous excluons les solutions faisant inter-
venir 0 ou 1 comme point du réseau, nous obtenons un troisiéme réseau avec
un pas de 1/(N + 1) défini par

o
N+ 1

Ce réseau est symétrique par rapport a r = % D’aprés (2.20), les poids cor-

respondants sont
1

&_N+r
Sur la figure 2.1 sont représentées les fonctions de Lagrange (2.71) associées au
réseau défini par (2.76), avec N = 4. Les quatre points du réseau sont indiqués
par des croix. Nous constatons que les fonctions de Lagrange vérifient bien les
conditions de Lagrange (2.23) puisqu’elles s’annulent en tout point du réseau
sauf un. Les fonctions de Lagrange s’annulent également aux deux extrémités
de lintervalle [0, 1] car elles sont basées sur les fonctions sinusoidales (2.65)
qui vérifient ces conditions aux limites.

(2.77)

2.5 . . . T

0 0.2 04 0.6 08 1

F1G. 2.1 — Fonctions de Lagrange associées a un réseau a pas constant de N =4
points. La position des points du réseau est indiquée par des croix.

Déterminons maintenant la matrice d’énergie cinétique d’éléments 7;; (2.3)
associée a ce réseau de Lagrange. Ces éléments de matrice sont dans ce cas-ci
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donnés par
1
T, = - /0 dafi(x) ! (x). (2.78)

Les fonctions de Lagrange f; étant équivalentes a une combinaison linéaire de
fonctions sinus (2.66), leur dérivée seconde s’exprime sous une forme semblable.
La régle de quadrature de Gauss associée au réseau étant exacte pour tout
produit de fonctions sinus, les éléments T;; sont exactement donnés par (2.4),

Ty = =N f] (z:). (2.79)

Nous pouvons donc les évaluer simplement en calculant les valeurs prises par
la dérivée seconde de la fonction de Lagrange f; aux points x; du réseau. En
posant
sin |(2N + 1)Z(z + )
3(a,5) = LV DG+ D) (2.80)
sin {g(:v + ﬁ)}

nous pouvons réécrire (2.79) sous la forme

Ai
E]’ = —5 (q)”(l'i, —l’j) — (I)”(.ﬁlfi, iL'])) . (281)

En dérivant deux fois (2.80) et en utilisant les formules trigonométriques, nous
obtenons
2 2

o = —Jev+12+1] "o w2 cos[(N + )r(z + B)]
@) [( 17+ } 4 (z,B) 2 sin? [g(x + 5)}
—(2N + 1)7rjcos (N + 1)m(x + 3)] cos? [g@ n ﬁ)}
2 sin? {g(x + 5)}
—(2N + 1)7rjsin (N + D)7 (x + B)] cos [g(m + ﬁ)}

2 sin [%(z + 0)]

stin [(N + 1)7n(z + 3)] cos [g(x + 6)}
2 sin® {g(m + ﬁ)}

(2.82)

Pour pouvoir expliciter d’avantage cette expression, nous devons spécifier le
réseau choisi parmi les trois réseaux possibles (2.73, 2.74 et 2.76). A titre
d’exemple, nous optons pour le troisitme réseau (2.76). Les expressions ex-
plicites présentées dans la suite ne seront donc valables que pour ce réseau
particulier. Puisque § = #£x;, et en vertu de (2.76), nous avons

sin[(N + U)m(x; £2;)] = 0, (2.83)
cos [N + Dr(z; £ z;)] = (=), (2.84)

Lorsque 7 # 7, la fonction @ évaluée en x; se réduit a

(zy, da;) = (=) (2.85)
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et nous obtenons alors ’expression suivante pour la dérivée seconde de ¢ au
point x;

" (z;, ;) = (=) (N +1)%7% — (N + 1)7T28m2 [(W_(Iz m)} ) (2.86)

Etant donnée la relation (2.77) entre le poids A; et le nombre de points N,
I'élément de matrice Tj; avec ¢ # j est donné par 1'expression

2 1 1
I, = (™| - ' 2.87
(=) 2 |sin? E(% - %)] sin’ E@l + xj)} -

Lorsque i = 7, la fonction ®”(x, 3) doit étre évalué differemment selon la valeur
de (. Si B vaut z;, la dérivée seconde est & nouveau donnée par (2.86). Par
contre lorsque (3 est égal & —x;, I’évaluation de ®(x;, —x;) nécessite le passage
a la limite pour x tendant vers z; dans (2.82) afin de lever les indéterminations
dues aux dénominateurs qui s’annulent. En procédant ainsi nous obtenons

O(w;, —1;) = —W;N(N+ 1)(2N + 1), (2.88)

ce qui nous fournit I’élément T;;

272 1
7(N+1)2+§—

T 1
213

T — -
* sin?(7a;)

(2.89)

A partir du réseau a pas constant (2.76), il est possible de construire de
nouveaux réseaux par la technique décrite a la section 2.4. Le réseau a pas
exponentiel est ainsi construit en effectuant sur le réseau (2.76) la transforma-
tion

w = t(x) = im 1+ (e — 1)a] (2.90)

qui applique l'intervalle [0, 1] sur lui-méme, et o « est un paramétre. Cette
transformation est utilisée par exemple dans les méthodes de discrétisation
de I'équation de Schrodinger dépendante du temps [Mel97|. Les points de ce
nouveau réseau sont définis par

T = ——— (2.91)

ol u; est un point du réseau a pas constant (2.76). La répartition des points x;
sur [0, 1] est tel que représenté sur la figure 2.7.1, et présente un espacement
qui augmente exponentiellement. La concentration des points prés de I'origine
est importante. Par contre peu de points (voire aucun selon la valeur de «)
sont situés a proximité de I'extrémité x = 1 de l’intervalle de définition du
réseau.

Les fonctions de Lagrange associées aux points x; sont déterminées en com-
binant les relations (2.51) et (2.71). Ces fonctions sont représentées a la figure
2.7.1 dans le cas d'un réseau de N = 4 points, et pour un parameétre o égal



2.7. EXEMPLES DE RESEAUX DE LAGRANGE 23

T T T T
XXX X X x x x x x x
fr+++ + + + o+ + + + + + + + + +
1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fi1G. 2.2 — Distribution des points du réseau a pas exponentiel avec N—20
points. Le paramétre o vaut 4 pour les + et 8 pour les x. La répartition des
points correspondant & a = 8 a été dilatée d’un facteur 1.2 de sorte que la
position du dernier point soit la méme pour les deux réseaux.

10 T T T T

0 02 04 06 0.8 1

F1G. 2.3 — Fonctions de Lagrange pour le réseau a pas exponentiel. Les 4 points
du réseau sont indiqués par des X, et le parameétre o vaut 4.

a 4. Comme les fonctions de Lagrange du réseau a pas constant, ces fonctions
s’annulent aux deux extrémités de U'intervalle [0, 1].

Contrairement au cas du réseau a pas constant, I’approximation de Gauss
n’est pas exacte lors de 'évaluation des éléments de matrice T;; de I'énergie
cinétique. Nous pouvons néanmoins les calculer analytiquement, et les écrire

sous la forme N

> sin(rku;) sin(7lu;) Ty (2.92)
k=1

~\1/2

T = (5\1’/\]')

ol \; est le poids défini par (2.77), et

5a? + 2m2 (k% + 1?)
do? + m2(k — 1)?] [4a® + 72(k + 1)?]
(2.93)

o (ea — 1)2 —2a
Tkl = 47T2T (1 — (—)k+l€ 2 ) kl[
2.7.2 Réseaux de Legendre et de Legendre translaté

Le réseau de Legendre est basé sur les polynomes de Legendre, qui sont
un cas particulier des polynomes de Jacobi et qui appartiennent & la famille
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des polynomes orthogonaux classiques (Annexe A). Nous allons donc suivre
la procédure de construction décrite a la section 2.3.2. Comme pour tous les
réseaux basés sur des polynomes orthogonaux, les points du réseau sont définis
par les zéros du polynome en question. Dans ce cas-ci, les points z; du réseau
de Lagrange-Legendre correspondent aux N zéros du polynome de Legendre
de degré N

Pyn(x;) =0 t=1,---,N. (2.94)

La distribution de ces N points dans l'intervalle [—1, 1] est représentée a la
figure 2.4. Ces points sont fortement concentrés autour des extrémités —1

1

1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

FiG. 2.4 — Distribution des points d’'un réseau de Lagrange-Legendre, avec
N=30

et 1 de l'intervalle, et se répartissent symétriquement par rapport a l’origine
x = 0. Il faut également remarquer que l'origine fait partie des points du réseau
lorsque N est impair. Les poids \; associés aux points x; du réseau peuvent
étre déterminées a l'aide de la relation (2.31)

1— 22

A= L [P ()] (2.95)

! 2
en utilisant les valeurs données dans ’annexe A pour les différents facteurs

apparaissant dans (2.31). D’aprés (2.32), les fonctions de Lagrange basées sur
les polynomes de Legendre s’écrivent sous la forme suivante

Py(z)

Ny —1/2
ou encore, en tirant Py (z;) de (2.95),
i 1— le PN(x)
filw) = (- 15 e (2.97

oil le facteur de phase (—)"*" découle de (2.95), car ); est toujours positif.

Les fonctions de Lagrange f;(x) (2.97) sont tracées sur la figure 2.5. Elles
correspondent a un réseau de N = 4 points, dont la position est indiquée par
des croix. Les 2 fonctions de Lagrange associées aux points x; et —x; sont
mutuellement symétriques par rapport a l'origine. Ceci peut se voir sur la
définition des fonctions f;(x) (2.97) car les polynomes de Legendre ont une
parité bien définie.

Nous allons maintenant déterminer les expressions des dérivées premiére et
seconde des fonctions de Lagrange-Legendre calculées aux points du réseau. En



2.7. EXEMPLES DE RESEAUX DE LAGRANGE 25

1

1 05 0 05 1

F1G. 2.5 — Fonctions de Lagrange-Legendre associées a un réseau de N = 4
points. Les points du réseau sont représentés par des croix.

particularisant les relations (2.41) a (2.44) au cas des polynomes de Legendre,
nous obtenons

)it |1 — g2
=) L (2.98)

L. _ 2’
T;—x; \ 1 T;

filag) ="

_ xX;
Hla) =X (299)
pour la dérivée premiére, et

o 202 —wix; —1 |1 — g2
M(xg) = 2(=) NP T : 2.100
fz (l']) ( ) j (1 _ x?)(:vy _ Iz’>2 1— $?7 ( )

A2 8 )
" 7

[ (@) = 50— 1o (N*+ N + 6)] (2.101)

pour la dérivée seconde.

Examinons maintenant les éléments de matrice (2.3) de I’énergie cinétique
entre fonctions de Lagrange-Legendre. Etant donné que la fonction poids w(x)
est une constante, la dérivée seconde de la fonction de Lagrange fi(z) a la
forme d’un polynome en = de degré N — 3. La régle de quadrature (2.21)
permet donc d’évaluer exactement les éléments Tj; & 'aide de (2.4) avec f}(x;)
qui est donnée par (2.100) et (2.101).

Le réseau de Legendre translaté est obtenu en effectuant une translation
sur les polynomes de Legendre, de maniére & ramener Uintervalle [—1, 1] sur
[0,1]. Ce nouveau réseau peut étre utile pour traiter des problémes faisant
intervenir une dimension radiale. Ce réseau découlant de la combinaison des
polynomes de Legendre et de la transformation bijective définie par

u=t(x)=2x—-1 x€]0,1], (2.102)
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nous pouvons déterminer ses caractéristiques a partir des expressions dévelop-
pées ci-dessus et a la section 2.4. Les points de ce nouveau réseau sont donc
donnés par la formule suivante

2

ou u; représente un zéro du polynome de Legendre de degré N, c’est-a-dire
Py (u;) = 0. Autrement dit, les points du réseau de Legendre translaté corres-
pondent aux points du réseau de Legendre effectivement translaté sur 'inter-
valle [0, 1]. Leur répartition est donc semblable & celle du réseau de Legendre,
et fait apparaitre une concentration autour des deux extrémités 0 et 1. Confor-
mément & (2.50), les poids A; du nouveau réseau sont reliés aux poids A; du
réseau de Legendre selon

z; (2.103)

A
A= 2t (2.104)
2

avec les poids \; qui sont donnés par (2.95).

En combinant les relations (2.51) et (2.97), nous obtenons les fonctions de
Lagrange correspondant a ce réseau de Legendre translaté

filz) = (=) Ja;(1 — :1:2-)]3]\;3(2_3:;1). (2.105)

Ces fonctions de Lagrange sont équivalentes aux fonctions de Lagrange corres-
pondant au réseau de Legendre (figure 2.5) translatées sur U'intervalle [0, 1].

Les valeurs des dérivées premiére et seconde de f;(x) aux points z; du réseau
sont obtenues & Paide des expressions (2.52) et (2.53) en les combinant avec
les relations (2.98) a (2.101) correspondant au réseau de Legendre sur [—1, 1].

Comme dans le cas du réseau de Legendre sur [—1, 1], la dérivée seconde
fi (z) s’exprime sous la forme d'un polynome en x de degré N — 3. Les élé-
ments de matrice T;; de I'énergie cinétique (2.3) sont pour cette raison évalués
exactement par (2.4).

2.7.3 Réseau de Laguerre

Ce réseau est basé sur les polynomes de Laguerre, appartenant, comme
les polynomes de Legendre, a la famille des polynomes orthogonaux classiques
(Annexe A). Nous allons donc & nouveau suivre la procédure de construction
décrite a la section 2.3.2. Dans cette section, nous ne considérons que le cas
particulier des polynomes de Laguerre de paramétre o = 0 (Annexe A). Ces
polynomes sont définis sur intervalle [0, oo[, et sont orthogonaux relativement
a la fonction poids w(z) = e~*. Comme pour tous les réseaux basés sur des
polynémes orthogonaux, les points du réseau sont définis par les zéros du
polynéme en question. Dans ce cas-ci, les points x; du réseau de Lagrange-
Laguerre correspondent aux N zéros du polyndéme de Laguerre de degré N

Ly(z))=0 i=1,---,N. (2.106)

Ces N points se répartissent dans l'intervalle [0, 00| tel que représenté a la
figure 2.6. Ces points présentent un espacement qui augmente de facon ex-
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T T T T T T

Ft+ + + 4+ o+ + + + + + + + + + +

0 10 20 30 40 50 60 70
FiGg. 2.6 — Distribution des points d'un réseau de Lagrange-Laguerre, avec
N=20

ponentielle lorsque I'on s’éloigne de 'origine. La concentration des points est
donc importante prés de 'origine, et se réduit progressivement lorsque 7 tend
vers N.

Les poids \; associés aux points x; du réseau peuvent étre déterminés a
'aide de la relation (2.31)

’

(Ae ™)t = 2y (L ()2 (2.107)

D’aprés (2.32), les fonctions de Lagrange basées sur les polynoémes de Laguerre
s’écrivent sous la forme suivante

e\ 1/2
e Ly(z)
i\T) = 2.1
1= (5=) B (2108
ou encore, en tirant Ly (z;) de (2.107),
, L
filz) = (—)’wi/zxjv_?e‘x/? (2.109)

ot le facteur de phase (—)° découle de (2.107), car \; est toujours positif.

Sur la figure 2.7 sont représentées les fonctions de Lagrange f;(z) (2.109)
correspondant a un réseau de N = 4 points. Les points du réseau sont indiqués
a Paide de croix. Une caractéristique de ces fonctions f;(z) est leur décroissance
exponentielle lorsque z tend vers I'infini.

Comme pour le réseau de Lagrange-Legendre, nous déterminons les expres-
sions des dérivées premiére et seconde de la fonction de Lagrange-Laguerre en
un point du réseau de Laguerre en utilisant les relations (2.41) a (2.44) Lorsque
i # 7, nous obtenons pour la dérivée premiére

Vit [z
() = A2 [T 2.110
fz(’x]) ¥ :Uj_xi xj? ( )

et, lorsque 7 = j
A1/
o) = = 2—. 2.111

La dérivée seconde, quant a elle, s’écrit, pour @ # j

T O e e 2.112
Zj s

(@) — ;)
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1
0 2 4 6 8 10 12 14

F1G. 2.7 — Fonctions de Lagrange-Laguerre associées a un réseau de N = 4
points, représentés par des croix.

et, pour ¢ = j

22N + 1)z, + 8
1222 '

)

" o *1/2x12_
F) = A (2.113)

Les éléments de matrice de Popérateur —d?/dx? entre fonctions de Lagran-
ge-Laguerre s’expriment dans ce cas-ci selon

Ty == [ dafi@)f (@) = =N f) @), (2.114)

La présence de la fonction poids, qui a la forme d’une exponentielle, dans la
fonction de Lagrange-Laguerre f;(x) induit que la dérivée seconde de celle-ci
s’écrit sous la forme d’un polynome de méme degré que f;(z). Néanmoins ce
degré étant égal & N — 1, 'approximation de Gauss permet d’évaluer exacte-
ment l'intégrale définissant T;;.

2.7.4 Réseau de gaussiennes

Il s’agit d’un réseau basé sur des polynémes orthogonaux non-classiques. Il
a été développé a partir de I'analyse des fonctions gaussiennes suivantes

(z—an)?/2 _ ,—(a+an)?/2 (2.115)

Xn(x> =e

avecn = 1/2,--- (N—1)/2 ou N est pair, et a est un paramétre. Ces fonctions
Xn sont définies sur Uintervalle [0, co[ [BV99], et peuvent encore s’écrire

X (7) = 2¢ /2= sinh(anx) (2.116)

ou sinh(x) est la fonction sinus hyperbolique. Puisque n ne peut prendre que les
valeurs demi-entiéres comprises entre 1/2 et (N — 1)/2, nous posons n = k/2,
ou k est un entier impair. En changeant les notations, (2.116) s’écrit

Yu (@) = Yi(z) = 26/ 2 sinh(kaz /2). (2.117)
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Il est possible d’exprimer le facteur sinh(kaxz/2) en fonction de puissances de
la forme sinh™(az/2), ot m est, comme k, un entier impair. La base formée
des fonctions y(x) (2.117) est donc équivalente a celle des fonctions ¢ qui
s’écrivent

or(z) = e /% sinh(ax/2)py[sinh?(az/2)] (2.118)
avec le polynome py de degré k, on k =0,---, N — 1. La comparaison de cette
fonction ;. avec les expressions développées aux sections 2.3.2 et 2.4 nous
fournit la fonction poids

w(z) = e~ sinh?(az/2) (2.119)
et la transformation bijective
t(z) = sinh?(ax/2). (2.120)

A Taide de ces éléments il est alors possible de construire les polynomes py.
En effet, les coefficients de leur relation de récurrence peuvent étre déterminés
en utilisant les relations (A.16) et (A.17). Les polynomes étant définis, nous
pouvons identifier les N points du réseau aux zéros du polynéome de degré N.
Ceux-ci sont caractérisés par une distribution de la forme représentée a la figure
2.8. Ce réseau présente un pas presque constant, ce dernier n’augmentant que

T T T T T T T T
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X x x X x x x x
e S S S S S S S S + + + + +

L L L L L ! L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

F1G. 2.8 — Distribution des points de réseaux de Lagrange basé sur des gaus-
siennes , avec N=30. Les signes + correspondent a un parameétre a égal a 0.3,
et les x a a égal a 0.5. Pour faciliter la comparaison, les zéros obtenus avec
a = 0.3 ont subi une dilatation de 1.33 faisant correspondre le dernier point
avec celui du réseau avec a = 0.5.

tres légerement en s’éloignant de l'origine.

Les fonctions de Lagrange correspondantes sont quant a elles données par
(2.32) et (2.51). Elles sont représentées a la figure 2.9 dans le cas d’un réseau
de N = 4 points, et pour un paramétre a égal a 0.5. Ces fonctions présentent
une décroissance gaussienne a grande distance, et sont nulles a I'origine a cause
de la fonction poids (2.119).

N’ayant pas de formules compactes pour les coefficients intervenant dans la
relation de récurrence, nous ne donnons pas de forme explicite aux fonctions
de Lagrange. Pour la méme raison, et contrairement au cas des réseaux basés
sur des polynomes orthogonaux classiques, il n’existe pas de forme compacte
pour les termes d’énergie cinétique. Ceux-ci sont alors calculés numériquement
a partir de la formule (2.6)

Ty = [ defl(@) (). (2.121)
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F1G. 2.9 — Fonctions de Lagrange correspondant a un réseau de N = 4 points.
Le paramétre a du réseau vaut 0.5. Les croix indiquent la position des points
du réseau.

Par opposition au cas des réseaux “classiques”, 'approximation de Gauss n’est
ni exacte, ni méme précise dans ’évaluation de ces intégrales.

2.7.5 Reéseaux régularisés

Les propriétés des réseaux de Lagrange régularisés peuvent étre facilement
déduites de celles des réseaux non régularisés. A titre d’exemple, nous allons
examiner le cas de la régularisation d’une singularité en 1/z2, telle que présen-
tée & la section (2.5). Les fonctions de Lagrange régularisées s’écrivent alors

filw) = = fi(a). (2.122)

Les points du réseau ne sont évidemment pas modifiés. A partir de (2.122)
nous pouvons facilement déterminer les dérivées premiére et seconde de f; en
fonction de celles de f;. Elles sont données explicitement par

fila) = —fiw)+ i), (2123)
@) = 2+ 2 i) (2124)

Ces deux relations permettent d’évaluer ces dérivées en un point du réseau
connaissant les expressions des dérivées des fonctions de Lagrange non régula-
risées aux meémes points.

Nous pouvons examiner ce qu’il advient des expressions obtenues pré-
cédemment pour les éléments de matrice de Popérateur —d?/dx?. Nous ne
considérons pas le cas du réseau de Legendre, puisque, celui-ci étant défini sur
I'intervalle [—1, 1], 'origine ne constitue pas un point particulier du domaine,
et une régularisation du type (2.122) n’a pas d’intérét.
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Par contre le réseau de Legendre translaté, défini sur [0, 1], peut servir a
étudier des problémes radiaux pour lesquels des termes centrifuges ou coulom-
biens existent. La fonction de Lagrange-Legendre translatée et régularisée fait
donc intervenir un polynoéme de degré N, et sa dérivée seconde s’exprime alors
sous la forme d’un polynome de degré N — 2. L’intégrant intervenant dans
les éléments de matrice Tj; est alors polynomial de degré 2N — 2, et la regle
de quadrature de Gauss est toujours exacte. La formule (2.4) est donc encore
exacte, avec les fonctions de Lagrange f; (2.105) qui doivent étre remplacées
par les fonctions régularisées f; (2.122).

Dans le cas du réseau de Laguerre, les fonctions de Lagrange régularisées
font également apparaitre des polynomes de degré N. Il en est de méme pour
leur dérivée seconde, a cause de la fonction poids exponentielle. L’intégrant
intervenant dans 7;; dépend alors d’un polynéme de degré 2V, et I'approxi-
mation de Gauss n’est plus exacte. Deux traitements du terme T;; sont alors
possibles. Soit nous calculons exactement ces éléments de matrice, soit nous
utilisons 'approximation de Gauss pour en obtenir une valeur approchée.

Dans le premier cas, nous pouvons évaluer les éléments 7;; a I'aide des
relations vérifiées par les polynomes de Laguerre et présentées a I'annexe A.
Aprés calculs nous obtenons

= O it ()T (2.125)
VIT (2 — x)* A /TT
pour ¢ # 7j, et
Ti= q53 [4+ (4N = D, — o] (2.126)
pour ¢ = J. Z

Dans le deuxiéme cas, nous évaluons 7;; en utilisant la régle de quadrature
de Gauss, ce qui nous fournit les approximations
jwi]Gauss — ( ) ? J 5 (2127)
VIT; (2 — )

pour i # 7, et
TG — L T4y (AN 4 2)a; - 7] (2.128)
" 1227 !
pour 7 = j.

La différence entre les expressions exactes (2.125) et (2.126) et approchées
(2.127) et (2.128) se réduit a un terme qui vaut
_Yiti+l
Tvij o jﬂiGauss _ ( ) .

J 4‘ /T3
Ce terme est équivalent a 'erreur faite sur le produit scalaire des fonctions de
Lagrange-Laguerre régularisée lorsque I’approximation de Gauss est utilisée.
En effet nous pouvons calculer ce produit scalaire exactement, ce qui nous
donne L
(-)+

JVITiT;

(2.129)

/0 T dafi(2) f;(x) = 6y + (2.130)
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. ’ ’ . r3 2 2
L’erreur faite sur les éléments de matrice de 'opérateur —# est donc égale
au quart de celle sur le produit scalaire, lorsque ces éléments sont évalués a
I’aide de I'approximation de Gauss.



Chapitre 3

Méthodes de résolution sur réseau
de I’équation de Schrodinger

3.1 Introduction

Apreés avoir défini la méthode des réseaux de Lagrange au chapitre pré-
cédent, il est intéressant de la comparer a d’autres méthodes de résolution
d’équations différentielles du type de I’équation de Schrédinger. De maniére
générale ces méthodes peuvent se classer en deux familles, correspondant aux
méthodes locales et globales. Dans les méthodes locales, le domaine est sub-
divisé en plusieurs intervalles et les fonctions de base du calcul correspondent
a des fonctions définies par morceaux, correspondant & ces intervalles. Dans
les méthodes globales, les fonctions de base sont définies globalement sur tout
le domaine et sont indéfiniment dérivables. Remarquons que nous avons choisi
une définition relativement stricte des méthodes globales. Certains auteurs
[GBT74] parlent en effet de méthode globale méme lorsque leurs fonctions de
base ne sont pas indéfiniment dérivables.

Les méthodes locales ont pour avantage une flexibilité leur permettant de
traiter des géomeétries et des frontiéres de forme complexe. Il s’agit par exemple
des méthodes de différences finies [Euv94|, ou d’interpolation [Pre75]. De leur
coté, les méthodes globales présentent ’avantage de fournir une plus grande
précision de calcul que les méthodes locales, mais ne sont pas bien adaptées
aux géométries complexes. Nous retrouvons dans cette famille les méthodes
spectrales, telle que la méthode de Galerkin [MM81], et pseudo-spectrales,
comme la méthode DVR [LHLS85]. La méthode des réseaux de Lagrange fait
également partie de la famille des méthodes globales de résolution.

Nous allons maintenant examiner plus en détails quelques méthodes de ré-
solution afin d’établir des liens avec la méthode des réseaux de Lagrange. Dans
ce but nous considérons dans la suite 'exemple de I’équation de Schrédinger
a une dimension (2.8) avec le hamiltonien (2.7)

d2
H=——+V(x). (3.1)

dx?

33
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3.2 Méthodes locales

Dans les méthodes locales, le domaine de définition du probléme est subdi-
visé en un certain nombre d’intervalles. La solution de I’équation a résoudre y
est approchée par une fonction d’essai qui prend la forme d’une combinaison
linéaire de fonctions définies par morceaux, correspondant aux différents in-
tervalles. Les méthodes les plus connues sont probablement les méthodes aux
différences finies et aux éléments finis [Euv94|. Ces méthodes générent une
discrétisation des équations a résoudre. Celles-ci prennent la forme (2.17)

N

ou la matrice cinétique T;; s’écrit par exemple

dans le cas d’une discrétisation centrée a trois points de pas h [AS65, Euv94].
D’autres techniques de discrétisation a trois points ont été développées afin
d’améliorer la précision, telle que la méthode de Numérov [CXS93|. Bien en-
tendu la maniére la plus simple d’augmenter la précision consiste a utiliser une
discrétisation basée sur plus de trois points. Néanmoins la précision évoluant
comme une puissance du pas h, toutes ces méthodes nécessitent un petit pas,
et par conséquent un grand nombre de points (en pratique souvent quelques
milliers) pour représenter correctement tout le domaine, et fournir des résultats
précis. La matrice décrivant 'opérateur hamiltonien est donc de trés grande
taille, mais également fort creuse. Cette matrice présente en effet une structure
bande, dont la largeur dépend du nombre de points utilisés dans la discréti-
sation des opérateurs différentiels. Dans la méthode a trois points considérée
plus haut, la matrice hamiltonienne est tridiagonale (3.3).

Les méthodes locales sont basées sur les méthodes d’interpolation, telles
que les polyndomes d’interpolation de Lagrange et les fonctions splines [Sho73,
Pre75|. Les polynomes d’interpolation de Lagrange permettent notamment de
déterminer certaines formules de discrétisation de la méthode des différences
finies. La matrice (3.3) est par exemple obtenue & partir des polynémes d’in-
terpolation de Lagrange de degré deux et d’'un réseau a pas constant. Cette
méthode d’interpolation est également a ’origine du nom de la méthode des
réseaux de Lagrange. Cette dénomination découle en effet de la ressemblance
entre les conditions de Lagrange satisfaites par les fonctions de Lagrange, et les
conditions que vérifient les polyndémes d’interpolation de Lagrange aux points
d’interpolation. Les fonctions de Lagrange se distinguent cependant des poly-
nomes d’interpolation puisqu’elles sont indéfiniment dérivables.
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Les fonctions splines sont quant & elles fort utilisées en physique atomique
et moléculaire [Sho73, GB74, Pre75|. Dans cette méthode, le domaine est dé-
composé en intervalles délimités par un ensemble de points zj, appelés nceuds
(“knots” en anglais), généralement uniformément répartis [Pre75|. Les fonctions
splines de degré M sont alors définies comme des fonctions dont les dérivées
sont continues jusqu’a 'ordre M — 1, et qui prennent la forme d’'un polynéme
de degré M sur chaque intervalle. Il existe deux types de fonctions splines uti-
listes comme fonctions de base pour la fonction d’essai : les B-splines et les
splines cardinales. Une fonction B-spline d’ordre M est une fonction polyno-
miale non nulle uniquement sur M + 1 intervalles consécutifs. Sur chacun de
ceux-ci, elle prend la forme d’un polynéme de degré M. Ces polynémes sont
déterminés a partir des conditions de continuité aux nceuds. Les B-splines sont
de plus définies positives, et n’admettent qu’un seul maximum. Les splines car-
dinales |[GBT74] sont par contre définies sur tous les intervalles en satisfaisant
des conditions de continuité aux nceuds. Elles sont dénommeées cardinales car
elles possédent la propriété

¢i(x;) = bij, (3.4)
c’est-a-dire que la fonction spline cardinale ¢; s’annule en tous les nceuds z;
sauf un. La propriété (3.4) correspond aux conditions de Lagrange (2.1) dans
le cas de la méthode des réseaux de Lagrange. Ces splines cardinales présentent
ainsi une ressemblance avec les fonctions de Lagrange associées a un réseau a
pas constant. Elles ne sont cependant pas indéfiniment dérivables. Bien sou-
vent, lorsque les noeuds sont équidistants, les N fonctions splines de base sont
construites a partir d’'une méme fonction spline centrée successivement aux N
nceuds du réseau.

Si nous examinons la forme des termes cinétique et potentiel, nous consta-
tons que les deux types de base de splines conduisent a des expressions dif-
férentes. Elles ont néanmoins un point commun qui est de ne pas étre ortho-
gonales, c’est-a-dire que la résolution de I’équation de Schrodinger (2.8) fait
intervenir un probléme généralisé de la forme (2.12)

N
Z(HU —ENij)Cj :0 7= ]_,"',N (35)
j=1
ou H;; = (¢i|H|p;) et Nijj = (¢i|¢;) représentent les éléments de matrice du
hamiltonien et du produit scalaire, et les c; sont les coefficients définissant la
fonction d’essai dans la base des fonctions splines. Dans le cas des B-splines,
les matrices hamiltonienne et de norme ont une forme semblable a celle de la
méthode des différences finies, c’est-a-dire que ce sont des matrices bandes.
Les fonctions B-splines ne sont en effet non nulles que sur M + 1 intervalles.
La méthode des splines est en général basée sur 'approche de Galerkin (voir
plus loin), et les intégrales des termes cinétique, potentiel et de norme sont
calculées exactement ou numériquement. Elle se distingue donc principalement
des méthodes sur réseaux par le terme potentiel qui ne conduit pas a une
matrice purement diagonale. L’approche de collocation aux nceuds x; conduit
également & des matrices bandes, mais non symétriques. Elle fournit cependant
de moins bons résultats que 'approche de Galerkin [Sho73|. La méthode des
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splines cardinales est moins intéressante que les B-splines puisque les matrices
hamiltonienne et de norme sont pleines dans ce cas. Ces fonctions sont en effet
définies sur tout le domaine et ne s’annulent qu’aux nceuds z, contrairement
aux B-splines.

3.3 Meéthodes globales

Nous allons maintenant examiner les méthodes spectrales [GO77|, qui
peuvent étre vues comme un développement de la classe des schémas de discré-
tisation des équations différentielles connue sous le nom de méthode des résidus
pondérés. Les éléments clés de cette méthode sont les fonctions de base et les
fonctions test (encore appelées fonctions poids). Les fonctions de base sont
utilisées dans un développement tronqué de la solution. Quant aux fonctions
test, elles servent a s’assurer que ’équation différentielle est satisfaite autant
que possible par le développement limité. Ceci est obtenu en minimisant le
résidu, c’est-a-dire I'erreur dans ’équation différentielle produite par I'utilisa-
tion d’un développement tronqué, vis-a-vis d’une certaine norme. Autrement
dit une approximation de la solution de I’équation différentielle est obtenue en
imposant a 'intégrale du résidu multiplié par chaque fonction test d’étre nulle.

Dans les méthodes spectrales, les fonctions de base sont des fonctions glo-
bales, définies sur tout le domaine et indéfiniment dérivables. Selon le choix des
fonctions test, nous avons les versions de Galerkin et de collocation [MMS8I,
Pre75|. Dans Papproche de Galerkin, les fonctions test sont identiques aux
fonctions de base. Elles sont donc indéfiniment dérivables et satisfont toutes
les conditions aux limites. Cette approche correspond au calcul variationnel
utilisant les fonctions de base [MFHBO0O|. Dans la méthode de collocation,
les fonctions test sont des fonctions de Dirac translatées, centrées en certains
points, appelés points de collocation. Cette approche impose donc au résidu
d’étre nul aux points de collocation [Fri85, YP8S].

Pour mieux analyser le lien entre ces méthodes spectrales et la méthode
des réseaux de Lagrange, nous allons considérer un exemple simple. Soit un
systéme physique a une dimension, défini sur 'intervalle (a, b), et représenté par
le hamiltonien (3.1). Dans notre exemple, I’équation différentielle a résoudre
est I'équation de Schrodinger stationnaire (2.8). Dans les méthodes spectrales,
une solution approchée de I’équation est obtenue en imposant les conditions
suivantes

/bda:wi(x)(H—E)\IfN(x):O i=1,---,N (3.6)

ot w;(x) est une fonction test, et la fonction d’essai Wy (x) s’exprime en fonc-
tion des fonctions de base ¢;(x)

Uy(z) = ;Cﬂﬁj(w)- (3.7)

Les méthodes globales se distinguent entre elles par le type de fonctions de
base servant au développement tronqué (3.7) et par la maniére de calculer
les éléments de matrice des énergies cinétique et potentielle apparaissant dans
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(3.6). Le choix des fonctions de base découle en général d’un compromis entre
la précision en fonction du nombre N de fonctions et la simplicité des calculs.
En pratique le nombre N de fonctions pour un probléme & une dimension est
généralement de 'ordre de quelques dizaines.

Particularisons maintenant les conditions (3.6) au cas des approches de
Galerkin et de collocation. Dans le cas de la méthode de Galerkin, la fonction
test w;(z) est équivalente a la fonction de base ¢;(z). En explicitant 'opérateur
hamiltonien (3.1), les conditions (3.6) se réécrivent

S| [ o) + [ dsotaV0ose)- B [ wat,w)] -0
i=1,--- N. (38

Nous retrouvons alors 'expression variationnelle classique (2.12), pour une
fonction approchée qui a la forme d’une combinaison linéaire de fonctions de
base ¢;(x). L’emploi de fonctions de Lagrange (¢; = f;) et de I'approximation
de Gauss dans le calcul de ces différentes intégrales nous raméne aux équations
obtenues avec la méthode des réseaux de Lagrange (2.17)

fjcj[ V@) + (V) = B)dg] =0 i=1,-- N (3.9)

Jj=1

Dans le cas de la méthode de collocation, les fonctions test sont des fonc-
tions de Dirac
w;(z) = 6(x — x;) (3.10)

ou les z; désignent les points de collocation. Les conditions (3.6) se réduisent
alors aux expressions

S [~ (@) + Vi@)gi(w:) — Egj(w)| =0 i=1,--,N.  (3.11)

Jj=1

Ces équations sont identiques aux formules des réseaux de Lagrange (3.9) si
les fonctions de base ¢;(x) sont des fonctions de Lagrange f;(z) vérifiant les
conditions (2.1). La méthode des réseaux de Lagrange peut donc étre vue
comme un cas particulier des méthodes spectrales, située a l'intersection des
méthodes de Galerkin et de collocation.

Sur base de la présentation générale des méthodes spectrales faite ci-dessus,
nous pouvons analyser quelques méthodes rencontrées dans la littérature.

3.3.1 Meéthodes DVR et des réseaux de Lagrange

Une méthode fort utilisée, notamment en physique moléculaire, est la mé-
thode de la variable discrétisée (DVR : Discrete Variable Representation).
L’origine de cette méthode remonte aux années 60. En 1965, Harris, Enge-
rholm et Gwinn [HEG65]| présentent une technique pour résoudre I’équation
de Schrodinger. Elle consiste, a partir d’une base de fonctions ¢; choisies, a
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diagonaliser la représentation X dans cette base de 'opérateur position, dont
les éléments sont X;; = (| X|¢;)

X=T"'XT (3.12)

ou X est une matrice diagonale, et T" est une matrice de transformation uni-
taire. Ces auteurs font ensuite ’approximation selon laquelle la représentation
du potentiel V' est également diagonalisée a I'aide de la méme transformation
T'. La matrice représentant le potentiel V' dans la base des fonctions initiales ¢,
est donc déterminée & partir de la matrice diagonale V(X') formée du potentiel
évalué aux points x; = AXj;, correspondant aux valeurs propres de la matrice
X, et de la transformation inverse 7!

(@il Vgy) = (TV(X)T™) (3.13)

ij
Le terme cinétique est quant a lui évalué exactement dans la base des fonc-
tions ¢;. Les auteurs appliquent leur technique a un probléme d’oscillateur
anharmonique, en utilisant une base de fonctions d’oscillateur harmonique.
IlIs examinent également l'erreur faite sur la matrice potentielle sur base du
développement en série de Taylor de celui-ci. Cette méthode est également
appliquée au potentiel de Morse, et étendue & deux dimensions par Endres
[End67].

En 1968, Dickinson et Certain [DC68| effectuent une avancée importante
en établissant le lien entre la méthode de [HEG65| et la quadrature de Gauss
lorsque la base de fonctions est construite a partir de polynémes orthogonaux.
Néanmoins la méthode reste peu utilisée et il faut attendre les années 80 pour
observer un regain d’intérét pour celle-ci. Lill, Parker et Light [LPL82| et Hea-
ther et Light [HL83] introduisent la méthode DVR qu'’ils couplent a la méthode
de la base finie (FBR : Finite Basis Representation) pour étudier le probléme
des collisions en physique moléculaire. La méthode FBR correspond au cal-
cul avec une base de fonctions choisies, dans lequel les éléments de matrice
du potentiel sont déterminés en employant une régle de quadrature de Gauss.
La méthode DVR consiste quant a elle a utiliser la représentation, c’est-a-
dire la base, dans laquelle la matrice potentielle est approchée par une matrice
diagonale déterminée & partir du potentiel évalué aux points définissant la qua-
drature de Gauss. Les deux représentations, DVR et FBR, peuvent étre reliées
par une transformation unitaire (3.13), et sont donc équivalentes. Cette mé-
thode DVR, qualifiée de standard, reste basée sur les polynémes orthogonaux
classiques. Elle est donc équivalente a la méthode des réseaux de Lagrange,
mais différe dans sa mise en ceuvre puisque les fonctions de Lagrange n’y sont
pas construites.

Dans les années 80, Shizgal et Blackmore introduisent indépendemment une
méthode qu’ils dénomment DOM (Discrete Ordinate Method) [SB84, BS85].
Cette méthode est en fait totalement équivalente a la méthode DVR. Elle est
basée sur une base de polynomes orthogonaux et sur la quadrature de Gauss
associée. Les éléments de matrice des opérateurs différentiels y sont détermi-
nés en les calculant dans la base des polynomes orthogonaux et en effectuant
ensuite la transformation vers la représentation DVR, dans laquelle la matrice
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de l'opérateur X est diagonale. Les auteurs appliquent leur méthode a la ré-
solution de problémes aux valeurs propres caractérisés par divers opérateurs
différentiels.

En 1985, Light, Hamilton et Lill [LHL85| publient la premiére analyse ap-
profondie de la méthode DVR. Ces auteurs pronent 1'utilisation de la représen-
tation DVR, caractérisée par ’ensemble de points xj, comme représentation
principale, et non plus comme intermédiaire de calcul, tel que présenté dans
la plupart des travaux précédents (cf article [HEG65] ou la matrice diago-
nale du potentiel est ramenée dans la représentation des fonctions de base a
'aide d’une transformation unitaire). L’avantage de la représentation DVR est
de fournir une matrice du potentiel diagonale trés simple. La méthode DVR
est basée sur le couplage entre un ensemble de points z; et un ensemble de
fonctions ¢; reliés par une certaine transformation 7. Les fonctions ¢; sont
supposées étre les fonctions propres d’un hamiltonien simplifié, dont la ma-
trice dans la représentation DVR est déterminée exactement a partir de sa
représentation dans la base ¢;, et de la matrice de transformation 7. Bien que
les résultats soient meilleurs lorsque les deux ensembles définissent une régle
de quadrature de Gauss, la méthode est encore valable dans le cas de quadra-
tures plus générales. Ceci rejoint la motivation de la méthode DVR qui est de
fournir la meilleure précision possible & partir d’'un ensemble de points pou-
vant étre quelconque. En effet, en physique moléculaire, domaine d’origine de
la méthode, le potentiel n’est parfois connu qu’en certains points, et une qua-
drature de Gauss associée & ces points n’existe pas toujours. Dans leur article,
les auteurs effectuent une comparaison entre la DVR, la FBR et le calcul varia-
tionnel exact avec la base des fonctions ¢; (dénommé VBR, Variational Basis
Representation, par ces auteurs). Comme indiqué précédemment, les deux re-
présentations DVR et FBR sont équivalentes. Cet article marque le renouveau
de la méthode DVR, qui est par la suite de plus en plus utilisée. Nous pouvons
citer entre autres : Baci¢ et Light [BL86|, et Leforestier [Lef91| déterminent
avec la méthode DVR certains états liés de molécules triatomiques; Colbert
et Miller [CM92] I'utilisent, pour étudier des collisions entre molécules; Corey
et Lemoine |CL92a| s’en servent pour résoudre 'équation de Schrodinger dé-
pendante du temps ; Melezhik [Mel93] I'applique a I’atome d’hydrogéne a trois
dimensions plongé dans des champs électriques et magnétiques.

De son coté, Schwartz |Sch85| construit des fonctions d’interpolation asso-
ciées aux points d’un réseau. Se voulant général, il ne développe pas le lien
entre ses fonctions et 'approximation de Gauss. Il établit cependant les équa-
tions de type DVR pour un réseau a pas constant. C’est a cette époque que
Baye et Heenen [BH86| publient le premier article sur la méthode des réseaux
de Lagrange, ou ils développent le réseau de Fourier et les réseaux basés sur
des polynomes orthogonaux.

D’autres auteurs développent davantage la méthode DVR, ou I’étendent
a certains problémes particuliers. En 1988, Manolopoulos et Wyatt [MW8&8|
présentent une méthode similaire a la DVR mais en suivant une procédure
différente. Contrairement a la DVR “traditionnelle” [LHLS85|, dont le point de
départ est un ensemble de fonctions auquel est associé un ensemble de points,
les auteurs débutent avec un ensemble de points correspondant a une qua-
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drature de Lobatto, qui est une quadrature de Gauss dans laquelle deux des
points sont fixés aux extrémités de l'intervalle d’intégration. Des fonctions,
dites de Lobatto, sont ensuite définies comme les polynéomes d’interpolation
de Lagrange aux points de la quadrature. Ces fonctions sont alors utilisées
pour déterminer la matrice de I’énergie cinétique, tandis que la matrice po-
tentielle prend la forme diagonale typique de la méthode DVR. En se basant
sur [MW88|, Muckerman |[Muc90| considére la méthode DVR en explicitant la
base de fonctions s’annulant en tout point du réseau sauf un, a partir des fonc-
tions choisies initialement. En procédant ainsi, Muckerman rejoint 'optique de
la méthode des réseaux de Lagrange, les fonctions obtenues par sa procédure
étant les fonctions de Lagrange associées a son réseau. Weaver, Muckerman et
Uzer [WMU92]| utilisent la méme procédure pour construire des fonctions de
base, qui sont en fait des fonctions de Lagrange, pour étudier ’atome d’hydro-
geéne a deux dimensions. Ils n’établissent cependant pas d’expression compacte
pour leurs fonctions, qui sont basées sur les polynomes de Laguerre et de Le-
gendre. Dans leurs calculs ils emploient ’approximation de Gauss pour évaluer
non seulement le terme potentiel mais également le terme cinétique.

En 1992, Light |Lig92| passe en revue les formulations antérieures de la mé-
thode DVR, en remarquant que, bien que présentées de maniére générale, leur
mise en application est basée dans la plupart des cas sur un réseau de points
correspondant a une quadrature de Gauss. Light effectue également une com-
paraison avec la méthode de collocation, les équations de la DVR représentant
une méthode de collocation particuliére dont la précision est maximale. La
méthode de collocation basée sur les fonctions ¢; est équivalente & la DVR
standard [LPL82]| si trois conditions sont remplies :

— la matrice d’éléments ¢;(z;), oul x; est un point du réseau, est une matrice

orthogonale

— T"action de l'opérateur énergie cinétique sur une fonction de base ¢; pro-

duit une fonction pouvant étre représentée entiérement dans la base

— la base est orthonormée.

Néanmoins, en général, les points de collocation sont quelconques, et la matrice
hamiltonienne correspondante est non hermitique. Il s’ensuit que les valeurs
propres de cette matrice ne sont pas nécessairement toutes réelles. C’est en
ce sens que la méthode DVR peut étre vue comme une méthode de colloca-
tion de précision maximale. Light présente également la technique, décrite par
Muckerman [Muc90|, pour construire des fonctions satisfaisant les conditions
de Lagrange aux points du réseau a partir de fonctions de base ¢; choisies.
Il montre notamment que ces fonctions, qui sont des fonctions de Lagrange,
n’existent que si les produits scalaires de toutes les fonctions ¢; sont évalués
exactement par la quadrature a /N points associée au réseau.

Lemoine [Lem94a, Lem94b| étend la méthode DVR au problémes a deux
dimensions avec une base qui ne prend pas la forme d’un produit direct. Ceci
le conduit & analyser les transformations de Bessel cylindriques et sphériques
discrétes, apparaissant en considérant comme fonctions de base les fonctions
propres de l'opérateur laplacien. En utilisant ’exemple de la détermination
des états liés de 'oscillateur harmonique, il conclut que les transformations de
Bessel pour un produit non-direct de fonctions sont moins précises que pour
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un produit direct, mais la perte de précision reste cependant raisonnable. Sa
transformation de Bessel discréte est comparable a la transformation de Fourier
discréte, en ce qui concerne la précision et 'efficacité.

Hall et Rees [HR95] introduisent un ensemble de fonctions localisées or-
thonormées définies comme les fonctions propres de 'opérateur position, les
valeurs propres correspondant aux points d’un réseau. Ils établissent ainsi un
lien entre leurs fonctions et la méthode DVR. Leur développement est basé sur
les polynomes orthonormés. A partir de ceux-ci, ils construisent des fonctions
localisées aux points du réseau, c’est-a-dire qu’elles s’annulent en tout point
de ce réseau sauf un. Les fonctions ainsi obtenues sont en fait les fonctions de
Lagrange correspondant aux polynémes. Ces auteurs évaluent le potentiel aux
points du réseau sans utiliser ’approximation de Gauss. Ils étudient ensuite
I’erreur ainsi introduite dans le calcul des éléments de matrice dans la base de
leurs fonctions localisées.

Corey et Tromp [CT95] généralisent la méthode DVR en introduisant plus
de points x;, que de fonctions de base spectrales ¢;. Ceci leur permet de rétablir
le principe variationnel, les points supplémentaires servant a compenser ’erreur
introduite en employant une régle de quadrature.

Comme indiqué auparavant [LHL85|, la précision des résultats de la mé-
thode DVR est meilleure lorsque les points x; définissent avec les fonctions ¢;
une régle de quadrature de Gauss. Dans ce cas, nous retrouvons la méthode
des réseaux de Lagrange, la représentation {z;} étant alors équivalente a la
base des fonctions de Lagrange, et les fonctions ¢; sont les fonctions a I'origine
des fonctions de Lagrange. Par exemple pour les réseaux de Lagrange basés sur
des polynomes orthogonaux, les fonctions ¢; correspondent a ces polynomes
(voir chapitre 2). La méthode des réseaux de Lagrange constitue en ce sens
une sous-classe des méthodes DVR, pour laquelle la précision est améliorée.
Ceci apparait plus clairement dans la reformulation et la généralisation de la
méthode DVR, renommée GDVR (Generalized DVR), faite par Szalay [Sza96].

Soient une base x,(z) (n =0,---, N —1), non nécessairement polynomiale,
orthonormée avec la fonction poids réelle w(x), N points z; de 'espace des
configurations et N poids w; supposés réels. Les points x; et les poids w;
définissent une régle de quadrature permettant d’approcher I'intégrale d’une
fonction G(z)

/ab dxw(z)G(x) ~ ; w;G(x;). (3.14)

Les poids w; sont ainsi reliés aux poids \; apparaissant dans la méthode des
réseaux de Lagrange par w; = w(z;)A; (voir Pannexe A). La relation (3.14)
correspond a la régle de quadrature de Gauss lorsque les fonctions x,, sont des
polynémes orthogonaux. Szalay [Sza96| définit les fonctions de base GDVR
par les équations

¢i(x) = w'?(2) > xi() Fuli (3.15)
ki
ou les éléments de la matrice F' sont

Fy = XZ(xl)wll/2 (3.16)
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et ou U est la matrice de vecteurs propres de la matrice réelle définie positive
D =F'F, (3.17)

c’est-a-dire
DU =UA (3.18)

ou A représente la matrice diagonale des valeurs propres. Lors de la résolution
de I'équation de Schrédinger, le terme cinétique est calculé exactement dans
la base (3.15), tandis que les éléments de matrice du potentiel sont calculés a
'aide de I’approximation (3.14).

Les fonctions de base (3.15) ne sont pas orthogonales, mais vérifient

(ple") = A (3.19)

ol ¢ représente la matrice colonne formée par les fonctions ¢;. La notation de
Dirac représente le produit scalaire calculé exactement. Lorsque les intégrales
sont effectuées en utilisant la quadrature (3.14), la notation de Dirac (.|.)
est remplacée par la notation (.|.). Lorsque le produit scalaire est évalué en
utilisant cette quadrature nous obtenons

(ple™) = (plpT) = A% (3.20)

[’approximation (3.20) n’est donc pas exacte en général. Cependant le produit
scalaire peut encore étre déterminé exactement avec (3.14) en utilisant la forme

(ple™) = (A plp"). (3.21)
Ceci suggére le calcul des éléments de matrice du potentiel selon
(plVIe") = (A V]p") = UVUA, (3.22)

ou V est la matrice potentielle diagonale dans laquelle le potentiel est évalué
uniquement aux points z;. Ceci conduit finalement au systéme d’équations

(TD™' +V)(UAC) = E(UAO) (3.23)

ou le vecteur C' représente les coefficients de la fonction d’onde ¥y (3.7) dans
la base (3.15). La matrice cinétique 7" est définie par

T=FKF (3.24)

ol la matrice K est formée des éléments

Ky = (02 (@) (0)] — 2 ) (o) (3.25)

dans la base des fonctions x;. Il faut noter que la matrice hamiltonienne tirée
de (3.23) est asymétrique dans le cas général. Les valeurs de la fonction d’onde
Uy aux points z; définissant la base GDVR sont données par
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et sont donc obtenues directement en résolvant (3.23).

Dans le cas particulier de polyndomes orthogonaux avec les points et les
poids gaussiens correspondants, A est la matrice identité, et la formule (3.15)
définit les fonctions de Lagrange a partir des polyndémes orthogonaux. La ma-
trice U définit la transformation unitaire reliant la base des fonctions de La-
grange a celle des polynomes orthogonaux. L’équation de Schrodinger (3.23)
est alors équivalente a I’expression typique de la méthode des réseaux de La-
grange (3.9). Ceci confirme donc le lien entre les méthodes DVR et des réseaux
de Lagrange, cette derniére étant un cas particulier, plus précis, de la premiére.

De son coté, Schneider [Sch97] décrit une procédure pour construire une
base de fonctions orthonormées a partir d’'une fonction de base et d’une fonc-
tion poids choisies. Les fonctions ainsi obtenues n’étant pas nécessairement des
polynomes orthogonaux, il n’existe pas toujours de correspondance avec une
quadrature de Gauss. Cependant, d’aprés [HEG65], en diagonalisant la ma-
trice de 'opérateur position dans la base des fonctions, un réseau de points est
obtenu, qui peut servir dans un calcul DVR. Ceci constitue donc une méthode
générale de construction de fonctions avec le réseau de points associé pour un
calcul DVR.

Karabulut et Sibert IIT [KS97a| développent quant & eux des réseaux a
pas constant. En se basant sur [BH86], ils construisent les fonctions de La-
grange associées et déterminent les matrices d’énergie cinétique dans chaque
cas. Ils se référent néanmoins toujours a la DVR pour désigner leur méthode de
calcul. Dans larticle |KS97b], ces mémes auteurs construisent des polynomes
gaussiens distribués et les quadratures associées. Ils établissent également les
expressions des fonctions de Lagrange correspondantes. Suno, Andric, Grozda-
nov, et McCarroll [SAGMO0] utilisent le réseau de Lagrange-Laguerre [BHS6]
pour déterminer des sections efficaces de photoionisation. Bien qu’ils suivent la
formulation de la méthode des réseaux de Lagrange, ils qualifient leur calcul de
DVR. Ces deux exemples illustrent I'intérét porté a la méthode des réseaux de
Lagrange, mais également la confusion existant entre les méthodes des réseaux
de Lagrange et DVR, alors que leur motivation est différente. Le but de la
méthode DVR est en effet de fournir les meilleurs résultats possibles a partir
d’un réseau de points a priori quelconque, tandis que la méthode des réseaux
de Lagrange est basée sur '’emploi d’un réseau de points tel que des fonctions
de Lagrange, satisfaisant les conditions de Lagrange (2.1), existent.

3.3.2 Meéthode du réseau de Fourier

Il existe une autre méthode constituant un cas particulier de la méthode
DVR dans sa formulation originale [LHL85]. Il s’agit de la méthode du réseau
de Fourier [Kos88, MB89|. L’idée a la base de cette méthode est que le terme
potentiel de I’équation de Schrodinger est mieux représenté dans I'espace des
coordonnées |x), alors que le terme cinétique est mieux représenté dans I'espace
réciproque, c’est-a-dire I'espace des moments |k). Ces deux espaces sont reliés
a ’aide de la matrice de transformation d’éléments

(k|z) = e~k (3.27)

V2r
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Le terme potentiel est diagonal dans 'espace |x)
(2|V]z) = V(x)d(x — '), (3.28)
et le terme cinétique est diagonal dans I’espace |k)
(K|T|k) = Tpo(k — K') = kK*6(k — k') (3.29)

dans le cas de Popérateur cinétique défini dans (3.1). Exprimé dans Iespace
des coordonnées 'opérateur hamiltonien s’écrit

1 joo . /
(wlHlo') = 5 /_ Tk 4V (@)d(x - ). (3.30)

Le terme cinétique fait apparaitre une transformée de Fourier qui définit la
transformation d’une représentation a l'autre.

Dans la méthode du réseau de Fourier, la base continue des coordonnées x
est remplacée par un réseau discret de N points x; uniformément répartis

z;=jh (3.31)

ou h est I’écart constant entre les points du réseau. La normalisation de la
fonction d’onde Wy (x) prend la forme

N
Y =1 (3.32)
j=1

ou ¥; = Wy(z;). La taille et Pespacement du réseau choisi dans l’espace des
coordonnées déterminent la taille du réseau réciproque dans l’espace des mo-
ments. La longueur totale de ’espace des coordonnées couvert par le réseau
vaut N h. Cette longueur détermine la plus grande longueur d’onde, et donc
la plus petite fréquence, qui apparait dans I’espace des moments

_27T

Ak = —.
Nh

(3.33)
Cette relation nous fournit ’espacement du réseau dans ’espace des moments.
Le point central de ce réseau est pris en k = 0, et les points sont distribués sy-
métriquement autour de zéro. L’analogue discret du hamiltonien (3.30) s’écrit

finalement
o (N-1)/2

i~
H;; = N ; cos <l27TN> T+ V()04 (3.34)
avec le facteur 9
2wl
T, = <Nh> ) (3.35)

En fait la somme dans le terme cinétique peut étre effectuée, et conduit, comme
dans le cas du réseau de Lagrange a pas constant (section 2.7.1), & une expres-
sion compacte pour le terme 7T;;

B w2 N2 —1

= o (3.36)
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et
2 m(i—j)
21 cos NJ
212 = 2 w(i—j)
NZR2 sjp? 70=3)

Ty = (=)' (3.37)
pour ¢ # j. Les solutions de I’équation de Schrodinger sont obtenues par la
résolution du systéme d’équation
N
> (Hy; — Edi)¥; =0 i=1,--- N (3.38)

Jj=1

qui fournit I'énergie £ et les coefficients W; qui sont directement les valeurs
de la fonction d’onde aux points z; du réseau. La méthode du réseau de Fou-
rier a un avantage numérique : le passage entre les deux représentations |x)
et |k) peut étre effectué a l'aide de l'algorithme FFT (Fast Fourier Trans-
form) [Nus82|]. Etant donnée sa simplicité, cette méthode est fort utilisée. Par
exemple, Chu [Chu90], et Yao et Chu [YC92| couplent la méthode du réseau de
Fourier avec la méthode de la rotation complexe pour étudier des états de réso-
nance. Layton et Stade [LS93| et Layton |Lay93| I'utilisent avec la méthode de
la matrice R pour déterminer les déphasages, et développent un nouveau type
de transformation de Fourier discréte : la transformation de Fourier-Riccati-
Bessel discréte. Fattal, Baer et Kosloff [FBK96] généralisent la méthode du
réseau de Fourier en introduisant une transformation des coordonnées per-
mettant de modifier la répartition des points du réseau, ceux-ci n’étant plus
nécessairement uniformément répartis. Ils appliquent en particulier leur nou-
velle technique au probléme coulombien.

Cette méthode se démarque de la méthode DVR [LHLS85| en ce qui concerne
le traitement du terme cinétique. Ce dernier est en effet calculé a ’aide de 1’al-
gorithme FFT plutot qu’en utilisant la base de fonctions (3.27) et une matrice
de transformation pour se ramener a la représentation dans laquelle la matrice
potentielle est diagonale. L’algorithme FFT étant performant, cette procé-
dure constitue un avantage dans certaines applications, tels que les problémes
semi-relativistes [BS98|, dans lesquels le terme cinétique prend une forme com-
pliquée. Par contre, dans le cas de I’équation de Schrodinger, la construction
et l'utilisation des fonctions de Lagrange associées au réseau élimine l'inté-
rét de cette procédure. En effet, avec ces fonctions il est possible d’obtenir
directement une expression compacte simple pour le terme cinétique sans uti-
liser de transformation correspondant & un changement de base [Sem00]. Les
expressions (3.36) et (3.37) en sont un exemple. D’autre part, étant donnée
sa formulation, la méthode du réseau de Fourier fournit une estimation de la
fonction d’onde uniquement aux points du réseau, contrairement a la méthode
des réseaux de Lagrange.

3.3.3 Meéthode DSC

En 1999, Wei [Wei99| introduit un algorithme de convolution singuliére
discréte (DSC : Discrete Singular Convolution) pour résoudre 'équation de
Fokker-Planck. Cette méthode est basée sur la théorie des distributions. La
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fonction d’essai (3.7) est dans ce cas écrite sous la forme d’une convolution

discréte
N

Uy(z) = ]; To(z — xp)U(xg) (3.39)

a—ag

ou T, représente une approximation d’une distribution singuliére 7" (T,, —
T). Les points x, sont tels que 'expression (3.39) est bien définie. En pratique
pour résoudre une équation différentielle telle que I’équation de Schrodinger, la
distribution de Dirac §(z) est utilisée, et approximation T,, correspond alors a
une séquence delta d,(x) [Wei00]. Citons par exemple la séquence de Shannon
qui s’écrit

sina(x — )

do( — ) = - pr— (3.40)
et celle de Dirichlet
sina(x — )
oz — 1) = A1
(v = o) (2M + 1) sin a(;&iﬁ) (3:41)

ou x; est un point de réseau et M est un parameétre. Toutes deux tendent
vers d(z — zp) pour « tendant vers linfini. Le paramétre « est choisi dans
ces cas égal a la fréquence de Nyquist o = 7, ot h est I'écart entre deux
points xj, ceux-ci étant pris uniformément répartis sur I'intervalle. Ce choix
identifie le meilleur échantillonage de la fonction d’onde ¥ recherchée. Wei ne
remarque cependant pas que les points x; ainsi choisis correspondent aux zéros
de ses fonctions d, (). Les fonctions (3.40) sont en fait identiques aux fonctions
d’interpolation développées par Schwartz [Sch85] a partir de la fonction sinus.
Les fonctions (3.41) du noyau de Dirichlet sont quant a elles équivalentes aux
fonctions de Lagrange du réseau a pas constant défini au chapitre 2. Avec
la technique de collocation (3.11) aux points xj et les fonctions J,(x), nous
obtenons le systéme d’équations

g: {— [j;%(x - %’)]

J=1

r=x;

en utilisant la propriété de 'approximation d,(z; — x;) de la distribution de
Dirac qui conduit au facteur d;; dans le terme potentiel. La matrice potentielle
est alors diagonale, et obtenue uniquement & partir du potentiel évalué aux
points x;. Cette méthode DSC est semblable & la méthode des réseaux de
Lagrange comme le montre la comparaison de 1'équation (3.42) avec la forme
typique des réseaux de Lagrange (3.9). Bien que Wei obtient les équations
(3.42) sans faire appel a une régle de quadrature, I'utilisation de la régle de
quadrature associée au réseau a pas constant, et caractérisée par des poids
égaux, conduit exactement aux mémes équations.

3.4 Conclusions

La méthode des réseaux de Lagrange est une méthode globale située a I'in-
tersection des méthodes de Galerkin et de collocation. Elle constitue également
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un sous-ensemble de la méthode DVR, pour lequel la précision est améliorée. A
ce titre elle peut étre reliée a d’autres méthodes basées sur un réseau de points
telles que la méthode du réseau de Fourier ou la méthode DSC. En particulier
nous avons montré que ces deux méthodes conduisent a des systémes d’équa-
tions équivalents a celui de la méthode des réseaux de Lagrange (équations
(3.8), (3.38) et (3.42)).
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Chapitre 4

Etats liés d’un systéme a deux
corps

4.1 Introduction

Dans ce chapitre la méthode des réseaux de Lagrange est mise en ceuvre
sur un exemple simple. Ceci permet d’illustrer dans un cas pratique les prin-
cipes de la méthode qui ont été décrits au chapitre 2. Nous choisissons comme
exemple la recherche d’états liés d’un systéme a deux corps, de masses m; et
ms, dont I'interaction est caractérisée par le potentiel V' (r), ot 7 est la distance
entre les deux corps. Dans le cas de ’équation de Schrédinger, ’élimination
du mouvement du centre de masse nous raméne au probléme d’une particule
fictive, de masse m = ™2 plongée dans un champ central déterminé par le

mi+ma’
potentiel V(7). Nous pouvons alors décomposer la fonction d’onde ¥ selon

u(r
w(r) = ") (a.1)
r
ou u(r) est la fonction d’onde radiale (r € [0,00[), ¥, est une harmonique
sphérique dépendant des coordonnées angulaires {2 du vecteur r, et [ est le
moment cinétique orbital relatif. La partie radiale de I’équation de Schrédinger
stationnaire correspondante s’écrit dans ce cas

2mdr?

( L d + Veff(r)> u(r) = Bu(r) (4.2)

ou E est I’énergie. Dans (4.2) nous avons fait le choix i = 1. Le potentiel effectif
Verp(r) est la somme du potentiel V() et du terme centrifuge dépendant du
moment cinétique orbital [

1 l+1)

Vers(r) =V(r) + 5 =

(4.3)

La fonction d’onde u(r) doit en outre vérifier les conditions aux limites, c’est-
a-dire qu’elle doit s’annuler a l'origine, u(0) = 0, et a I'infini, u(co) = 0. Le
terme d’énergie centrifuge fait de l'origine » = 0 un point singulier régulier,
ce qui impose le comportement & 'origine de la fonction d’onde u(r). Celle-ci
doit tendre vers zéro comme 7+ dans le cas d’un moment cinétique orbital .

49
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L’équation (4.2) est ’exemple idéal pour tester une nouvelle méthode de ré-
solution. En effet, pour certains potentiels V' (r), des solutions exactes peuvent
étre déterminées analytiquement, et permettent ainsi une étude de la précision
de la méthode de résolution. De plus, la présence du terme centrifuge en 1/7?
lorsque [ est différent de zéro, pose le probléme des singularités dans le potentiel
effectif, et nous permet de tester la validité de la technique de régularisation
introduite au chapitre 2.

Dans la suite, trois potentiels sont considérés : le potentiel de Morse, le po-
tentiel d’oscillateur harmonique (A trois dimensions) et le potentiel coulombien.
Nous avons choisi ces trois potentiels car ils sont représentatifs des différents
potentiels rencontrés en pratique. Le potentiel de Morse [F1i71] est un poten-
tiel non confinant et non singulier. Il est exactement soluble pour [ = 0 mais
uniquement sur l'intervalle | — 0o, oo[. Ce potentiel est fort utilisé notamment
en physique moléculaire pour étudier le mouvement vibratoire des molécules
diatomiques. Le potentiel d’oscillateur harmonique est également non singulier
mais est par contre confinant. Cette derniére propriété implique que son spectre
d’énergie est purement discret. Ce potentiel peut par exemple servir d’approxi-
mation pour étudier le mouvement vibratoire de molécules diatomiques autour
de leur position d’équilibre. Le potentiel coulombien est quant & lui non confi-
nant mais singulier. Il est trés important puisqu’il apparait systématiquement
lors de I’étude de systémes contenant des particules chargées. Le potentiel d’os-
cillateur harmonique et le potentiel coulombien sont analytiquement solubles
pour toute valeur de [.

Nous utilisons donc ces trois potentiels pour comparer d’une part la métho-
de des réseaux de Lagrange a la méthode variationnelle, et d’autre part quel-
ques calculs sur réseaux entre eux |Bay95, BV99|. Ces comparaisons portent
non seulement sur les énergies des états liés mais également sur les fonctions
d’onde associées puisque la méthode des réseaux de Lagrange en fournit une
estimation.

Bien que dans ce travail nous nous consacrons au cas de I’équation de Schro-
dinger, la méthode des réseaux de Lagrange n’est pas limitée a ce probléme.
Elle peut en effet étre utilisée pour résoudre d’autres équations différentielles,
tout en conservant sa simplicité et sa précision [SBHSO01|. A titre d’illustra-
tion, nous présentons a la derniére section de ce chapitre le probléme de 1’étude
d’états liés pour un systéme a deux corps avec une dynamique semi-relativiste.
L’équation a résoudre est celle de Salpeter sans spin [JOS86|, qui est une gé-
néralisation relativiste de I’équation de Schrédinger.

4.2 Définition et solutions analytiques des po-
tentiels

4.2.1 Potentiel de Morse

Le potentiel de Morse [F1i71] est défini par

V(r) =D (e 207 —2e0re)) (4.4)
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Ce potentiel présente un puits attractif centré en r. dont la profondeur est
égale a D. Il est également caractérisé par une forte répulsion a I'origine. Pour
les applications numeériques nous choisissons les paramétres du potentiel per-
mettant d’étudier les niveaux de vibrations de I'ion moléculaire Hf [Bay95|,
c’est-a-dire

D = 0.10262
re = 2 (4.5)
a = 072

exprimés dans les unités atomiques. La masse m est dans ce cas égale a 918.
Le potentiel effectif V. ;s associé au potentiel de Morse correspondant a ces
valeurs des parameétres est représenté a la figure 4.1 pour [ =0 et [ = 1. Nous

1.2, : : x x

08}
0.6
0.4

0.2

_02 L L L L
0 2 4 6 8 10

F1G. 4.1 — Potentiel effectif associé au potentiel de Morse pour I'ion moléculaire
Hj . Le trait plein correspond au cas [ = 0, et les traits espacés au cas [ = 1.

constatons que les potentiels effectifs avec [ = 0 et [ = 1 ne différent qu’aux
tres courtes distances. Ceci signifie que la répulsion du potentiel de Morse prés
de l'origine est plus importante que la répulsion induite par le terme centrifuge
lorsque [ = 1. Les effets de ce dernier sont donc fortement atténués dans le cas
du potentiel de Morse.

Lorsque le moment cinétique [ est nul, I'équation (4.2) avec le potentiel
(4.4) est soluble analytiquement, mais uniquement sur l'intervalle | — 0o, col.
Cependant, comme nous allons le voir, ces solutions constituent une bonne
approximation des solutions du probléme défini sur [0, oo, pour des valeurs
des paramétres du potentiel rencontrées en pratique.

Sur | — 0o, 0o[, 'équation (4.2) admet pour [ = 0 les solutions [F1i71]

2
Up, o(T) =V, (y) = Anryﬁ_(””lme_%ylﬂ(—nr, ai —2n,,y) (4.6)

e
ol n, est le nombre quantique de nceuds radiaux, ; F; la fonction hypergéomé-
trique confluente, et

2
= T emalr—ro) (4.7)

are
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v* = 2mDr?. (4.8)
Le facteur de normalisation A, est tel que

1

are

[ v, ) = 1 (49)

Les énergies associées aux états (4.6) sont données par

2D 2
E,, = =D +a)|=(n. +1/2) —;—m(nr+l/2)2. (4.10)

Le nombre quantique n, est borné par %(1 — 577) puisque l'énergie F vérifie
—D < E < 0. L’ion Hj par exemple n’admet que 19 états vibrationnels
(n, =0,---,18).

Il nous reste a vérifier que ces formules sont encore valables, au moins
approximativement, lorsque nous nous intéressons au probléme radial sur I'in-
tervalle [0, oo[. Pour cela nous devons analyser le comportement de la fonction
d’onde (4.6) a Porigine r = 0, ou encore en y = yy = a%e”e. Dans le cas de
I'ion moléculaire HJ , yo vaut environ 161, et la fonction d’onde (4.6) en yqo varie
entre 2 1071 et 7 10712 selon ’état n, considéré. Ces valeurs étant proches de
zéro, nous en déduisons que les formules (4.6) et (4.10) constituent de bonnes
approximations des fonctions d’onde et des énergies pour le probléme (4.2)
avec le potentiel de Morse (4.4) sur le demi-espace [0, co[. En effet, il est facile
de démontrer que lorsque l'erreur sur la fonction d’onde est de 'ordre de ¢,
Ierreur sur I’énergie est de Pordre de £2. Ceci nous indique que Uerreur faite en
utilisant (4.10) est inférieure a la précision de la machine dans les applications

numériques.

4.2.2 Potentiel d’oscillateur harmonique & trois dimen-
sions

Le potentiel d’oscillateur harmonique & trois dimensions est défini par

V(r)=— (4.11)

en choisissant une masse m = 1.

Contrairement au cas du potentiel de Morse, ’équation de Schrédinger
(4.2) avec le potentiel (4.11) est soluble analytiquement pour toute valeur du
moment cinétique [ [F1i71|. Le spectre, purement discret, s’écrit

3

avec le nombre quantique principal n égal a
n=2n,+1 (4.13)

ou n, est toujours le nombre quantique radial. Les niveaux d’énergie com-
mencent donc par une énergie du point zéro de 3/2 correspondant aux trois
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degrés de liberté du probléme, et sont équidistants avec un espacement de 1.
Les fonctions d’onde correspondantes s’écrivent quant a elles sous la forme

3
U, 2 (1) = Crp g e 2 Py (= L+ 3 ) (4.14)

ou Cy, ; est un coefficient de normalisation, et 1 | est la fonction hypergéomé-
trique confluente.

4.2.3 Potentiel coulombien

Le potentiel coulombien est défini par

V(r)=—

i (4.15)

dans les unités atomiques, avec m = 1.
Les solutions de I’équation (4.2) avec ce potentiel sont bien connues. Les
énergies des états liés s’écrivent [F1i71]

1

E,=— 4.16
2n? ( )
avec le nombre quantique principal n défini par
n=n,+0+1 (4.17)
ou n, est le nombre quantique de noeuds radiaux.
Les fonctions d’onde associées aux états (4.16) s’écrivent
+1_—r/n 2r
Up, 1 (1) =Ch e 1Fr(=n,, 20+ 2; —) (4.18)
n

ou C,,; est une constante de normalisation. Il faut noter que ces fonctions
d’onde décroissent trés lentement lorsque r tend vers I’'infini & cause du facteur
1/n, provenant de la formule des énergies, dans l’exponentielle.

4.3 Calculs variationnels et sur réseaux de La-
grange

Dans cette section nous comparons les résultats obtenus avec quelques ré-
seaux de Lagrange avec ceux de calculs variationnels utilisant une base de
fonctions équivalente a celle des fonctions de Lagrange.

Parmi les réseaux de Lagrange développés au chapitre 2, nous considérons
le réseau a pas constant (2.76), le réseau de Laguerre (2.106) et le réseau de
gaussiennes (section 2.7.4). Le réseau a pas constant n’étant défini que sur
'intervalle [0, 1], il convient d’utiliser un facteur d’échelle h pour étendre le
réseau sur l'intervalle [0, h]. Afin que la troncature du domaine [0, 00| soit va-
lable, c’est-a-dire que l'erreur correspondante soit négligeable, il est nécessaire
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de choisir le facteur d’échelle de telle sorte que I’extrémité h de 'intervalle se si-
tue dans la zone asymptotique de la fonction d’onde de I’état étudié. La valeur
de h dépend ainsi du niveau auquel nous nous intéressons. Dans les exemples
numériques il est toujours choisi de telle sorte que 'erreur due a la troncature
soit inférieure aux autres erreurs (numériques et liées a 'approximation de
Gauss).

Dans les cas des réseaux de Laguerre et de gaussiennes, les points du réseau
appartiennent déja a l'intervalle [0, o[, ce qui élimine tout probléme de tron-
cature. Le facteur d’échelle h a uniquement pour role de changer la répartition
des points du réseau sur I'intervalle [0, 0o, et de permettre ainsi une meilleure
représentation du potentiel d’interaction V' (r) dans le schéma de discrétisation
sur le réseau (2.64).

Les différents éléments nécessaires a la mise en ceuvre de ces réseaux, tels
que les points du réseau et les éléments de matrice Tj; de I’énergie cinétique,
ont été développés au chapitre 2. Pour le réseau a pas constant, les points sont
définis par (2.76), et les éléments T;; par (2.87) et (2.89). Le réseau basé sur
des gaussiennes est construit comme décrit a la section 2.7.4, et les éléments
de matrice T;; sont calculés numériquement a partir de (2.6).

Le réseau de Laguerre ne peut pas quant a lui étre employé tel quel pour
résoudre (4.2), car les fonctions de Lagrange-Laguerre ne s’annulent pas a ’ori-
gine (figure 2.7). Cependant, nous pouvons rétablir cette condition aux limites
en utilisant les fonctions de Lagrange-Laguerre régularisées (2.122). Cette tech-
nique a 'avantage de régler en méme temps le probléme de la singularité dans
(4.2) lorsque [ est différent de zéro. Les éléments de matrice T;; sont alors
(2.127) et (2.128) si nous les évaluons a I'approximation de Gauss.

Examinons maintenant les trois calculs variationnels servant de points de
comparaison pour chacun des trois réseaux de Lagrange utilisés. La base des
fonctions de Lagrange f; (2.71) du réseau a pas constant est équivalente a
celle des fonctions sinusoidales (2.65). Pour simplifier les calculs d’éléments de
matrice nous choisissons ces derniéres fonctions comme fonctions de base de
notre premier calcul variationnel. Elles sont explicitement données par

¢i(z) = V2sin(rix) (4.19)
avect = 1,---, N. Notre deuxiéme calcul variationnel est basé sur les fonctions
pi(x) = xLi(x)e™"? (4.20)
avec ¢ = 1,---, N, et ou L; est le polynome de Laguerre de degré i. Cette

base de fonctions ¢; est équivalente a celle des fonctions de Lagrange-Laguerre
régularisées (2.122) et (2.109). Enfin au calcul sur réseau de gaussiennes nous
associons un calcul variationnel sur la base des gaussiennes décentrées (2.115),
équivalente a la base des fonctions de Lagrange du réseau de gaussiennes. Les
fonctions de base de notre troisiéme calcul variationnel s’écrivent donc

907,(17> — e—(:c—ak)2/2 i 6—(:v+ak)2/2 (421)



4.3. CALCULS VARIATIONNELS ET SUR RESEAUX 55

En comparant la base des fonctions ¢; avec la base équivalente constituée
des fonctions de Lagrange, nous pouvons déduire une caractéristique des calculs
sur réseaux de Lagrange. Dans le cas des fonctions ¢;, augmenter la taille de la
base de N a N +1 revient & ajouter la fonction ¢ & la base des N fonctions
@i (i =1,---,N). Par contre, dans le cas de la base des fonctions de Lagrange,
lorsque la taille de la base est augmentée, toutes les fonctions de Lagrange
fi sont modifiées. En effet, la position des N points du réseau de Lagrange
dépend de la valeur de N (par exemple, dans le cas des réseaux basés sur les
polynomes orthogonaux, il s’agit des zéros du polynome de degré N), et il en
est de méme pour les fonctions de Lagrange associées. Changer la valeur de N
revient ainsi & choisir d’autres fonctions de base pour le calcul.

Avec les trois calculs sur réseau de Lagrange et les trois calculs variationnels
définis ci-dessus, nous étudions tout d’abord les énergies d’états liés dans les cas
des potentiels de Morse et d’oscillateur harmonique, et ensuite nous examinons
les fonctions d’onde associées a ces états.

4.3.1 Energies d’états liés
Potentiel de Morse

Nous considérons le potentiel de Morse (4.4) avec les paramétres (4.5) cor-
respondant au cas de I’ion moléculaire Hy . Nous nous intéressons aux états liés
correspondant a un moment cinétique [ = 0 et [ = 1, et plus particuliérement
aux états n, = 0,5 et 10. Les énergies de référence de ces états sont donné au
tableau 4.1. Lorsque [ = 0 elles sont déterminées a I'aide de la formule (4.10).

TAB. 4.1 — Energies des états n, = 0,5 et 10 du potentiel de Morse de para-
métres (4.5) lorsque le moment cinétique [ est égal a 0 et 1.

[=0 [=1
n, =0 | —0.097307739656 379 | —0.097 040 301 141 149
ny = —0.051949842 102521 | —0.051 735382273816
n, = 10 | —0.020 709 591 607487 | —0.020 560 050 459 599

N’ayant pas d’expression exacte pour les énergies pour [ = 1, nous avons dé-
terminé celles-ci numériquement par différentes méthodes afin de s’assurer de
leur convergence sur toutes les décimales indiquées dans le tableau 4.1.

Les erreurs obtenues par rapport aux énergies exactes (4.10) par les six
calculs définis précédemment sont repris dans le tableau 4.2 lorsque [ est égal
a zéro. Chaque calcul sur réseau de Lagrange est regroupé avec le calcul va-
riationnel sur la base équivalente a celle des fonctions de Lagrange. Les trois
groupes ainsi formés sont identifiés par des lettres : L pour Laguerre, PC
pour pas constant, et G pour gaussienne. Le petit 7 dans la notation (Lr) fait
référence a 'emploi de fonctions régularisées.

La comparaison de chacun des calculs sur réseau de Lagrange avec le cal-
cul variationnel associé nous indique que la méthode des réseaux de Lagrange
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TAB. 4.2 — Erreurs absolues sur les niveaux de vibration n, = 0,5 et 10 de
I'ion moléculaire HJ représenté par un potentiel de Morse dans le cas [ = 0.
La premiére colonne identifie la méthode de calcul (voir texte).

Calcul N| a h | e(n.=0)|e(n. =5) | e(n, =10)
(PC) Variationnel | 20 41 51072 2107 /

40 6 <1071° 310713 41076

60 8 <1071° <1071° 710714
(PC') Réseau 20 41 31072 2107 /

40 6 < 1071° 510713 41076

60 8 <1071 <1071 —10713
(Lr) Variationnel | 20 0.05 41077 41073 /

40 0.04 <1071° 31071 51078

60 0.04 <1071° <1071° <1071°
(Lr) Réseau 20 0.05| 41077 1073 /

40 0.04| <107 | —21071° -31077

60 0.04 <1071° <1071° <1071°
(G) Variationnel |20 (0.5 | 04| —=510711 | —2107° 71074

40 (05| 04| —91071 | —510°¢ 31074
(G) Réseau 20 04| 04| —1072| 7107 610-%

401 03] 04 210714 | 21071 5107

60 03| 04| 3107 | 510"| —210™
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fournit une erreur sur les énergies du méme ordre que celle du calcul varia-
tionnel. L’utilisation de I'approximation de Gauss dans les calculs d’éléments
de matrice, seule différence par rapport a un calcul variationnel classique, ne
semble donc pas réduire de maniére significative la précision des résultats.
Cette propriété est d’autant plus étonnante que l’erreur ainsi introduite sur
les éléments de matrice n’est pas du tout négligeable. En effet, nous pouvons
estimer l'erreur moyenne sur la matrice potentielle due a 'approximation de
Gauss a partir des expressions exactes de ses éléments utilisés dans le calcul
variationnel. A titre d’exemple, cette erreur est de 'ordre de 1072 dans les cas
des réseaux a pas constant et de Laguerre, alors que les erreurs résultantes sur
’énergie des 11 premiers niveaux est meilleure que 10713 pour le réseau a pas
constant (PC), et que 107 pour le réseau de Laguerre (Lr) lorsque N = 60.

Remarquons aussi que, contrairement au calcul variationnel, les erreurs ob-
tenues avec le réseau de Lagrange peuvent étre négatives. Les approximations
des énergies ainsi déterminées ne représentent pas nécessairement une borne
supérieure de I’énergie exacte. Ceci nous indique qu’en utilisant ’approxima-
tion de Gauss nous perdons le caractére variationnel de la méthode. C’est pour
cette raison que nous identifions le calcul sur réseau de Lagrange a un calcul
variationnel approché. Ceci implique également que nous ne pouvons pas dé-
terminer la meilleure estimation de I’énergie de I’état étudié en recherchant le
minimum en fonction du facteur d’échelle h. La procédure utilisée en pratique
consiste a analyser la stabilité des résultats par rapport a de petites variations
de h. En effet les résultats présentent en fonction de A un palier dont la largeur
augmente avec le nombre de points du réseau, ou autrement dit avec le nombre
de fonctions de base du calcul.

Dans les trois cas le calcul sur réseau de Lagrange a 'avantage de la sim-
plicité puisqu’il ne nécessite aucun calcul analytique des éléments de matrice
du potentiel. Dans les calculs variationnels ce dernier point peut représenter
une grande partie de la résolution du probléme (4.2) en termes de travail et de
temps de calcul.

Le calcul sur réseau de Laguerre présente un avantage supplémentaire
par rapport au calcul variationnel exact. En effet les fonctions de Lagrange-
Laguerre régularisées n’étant pas orthogonales le probléme variationnel prend
la forme d’un probléme généralisé. Par contre dans le calcul sur réseau de
Lagrange nous utilisons I'orthonormalité & ’approximation de Gauss de ces
mémes fonctions, ce qui simplifie fortement le probléme.

Dans le calcul sur réseau de Laguerre (Lr) nous avons utilisé les éléments
de matrice de I'énergie cinétique 7T;; évalués a I'approximation de Gauss. L'uti-
lisation des formules exactes (2.125) et (2.126) fournit des résultats similaires
a ceux indiqués dans le tableau 4.2. Ceci provient probablement de la forme
particuliére de lerreur (2.129) introduite dans les éléments de matrice d’éner-
gie cinétique en utilisant I’approximation de Gauss. En pratique, dans le cas
du réseau de Laguerre (Lr), nous appliquons donc Papproximation de Gauss
a la fois sur le terme d’énergie potentielle et sur le terme d’énergie cinétique.
Il faut noter que cette approximation sur la matrice cinétique ne convient pas
en régle générale. Elle peut en particulier se révéler trés mauvaise dans le cas
de réseaux obtenus a I’aide d’une transformation u = t(x) (voir la section 2.4).
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Dans le cas des calculs (G) effectués a laide de gaussiennes, le paramétre
a apparaissant dans les fonctions de base des deux calculs est optimisé pour
fournir une erreur minimale sur les énergies des trois niveaux étudiés. Il s’agit
ici d’'une optimisation grossiére, les résultats n’étant pas sensibles a de trés
petites variations de a.

Du fait de la non-orthogonalité des fonctions (2.115), le calcul variationnel
est limité dans le choix de ce paramétre a et dans la taille N de la base.
Effectivement lorsque nous augmentons N ou diminuons a les fonctions (2.115)
deviennent redondantes, ce qui limite la précision des résultats. Ces derniers
restent cependant précis pour les premiers niveaux, mais nous ne pouvons pas
reproduire les énergies des états fortement excités, tel que I'état n, = 10.

Ces problémes ne se posent évidemment pas dans le cas du réseau de gaus-
siennes puisque les fonctions de Lagrange correspondantes sont orthogonales.
Il est donc possible de choisir une meilleure valeur pour le paramétre a et de
plus grandes tailles N de base. Ceci nous permet d’améliorer la précision des
résultats par rapport au calcul variationnel avec la base de gaussiennes, et
d’étudier des niveaux plus excités.

Nous constatons cependant que la précision sur les premiers niveaux n’est
pas améliorée lorsque le nombre N de points du réseau augmente de 40 a
60, mais reste limitée & 1074, Cette précision est évidemment trés bonne et
largement suffisante pour les applications pratiques. Cette limitation est due
aux erreurs numeériques, et en particulier celles affectant les points du réseau qui
sont dans ce cas-ci les zéros de polyndémes orthogonaux non classiques. Ceux-
ci sont déterminés par la technique standard [Gau94| développée a l'annexe
A, qui requiert la détermination des coefficients de la relation de récurrence
des polynémes non classiques. Ces coefficients sont calculés numériquement
via les formules (A.16) et (A.17). Par contre dans le cas des réseaux basés
sur les polynémes orthogonaux classiques, tel que le réseau de Laguerre, nous
utilisons la bibliothéque NAG, qui fournit une bonne précision sur les zéros de
ces polynomes pour des valeurs de N allant jusqu’a 100.

Au tableau 4.3 sont tabulées les erreurs obtenues sur les niveaux n, = 0,5
et 10 dans le cas d’un moment cinétique [ = 1. Ces erreurs sont calculées par
rapport aux valeurs indiquées au tableau 4.1. Dans ce cas-ci nous ne considé-
rons que les calculs basés sur les fonctions sinusoidales (PC') et sur les fonctions
de Lagrange-Laguerre régularisées (Lr). Nous ne présentons pas le calcul sur
base de gaussiennes car les éléments de matrice du terme centrifuge dans le
calcul variationnel sont difficiles a évaluer. Ils requiérent une intégration nu-
mérique qui nécessite un grand nombre de points, ce qui allonge fortement
le temps de calcul du cas variationnel par rapport au calcul sur réseau. Ceci
illustre un avantage de la méthode des réseaux de Lagrange puisque le terme
centrifuge y est évalué simplement a I’approximation de Gauss. Les résultats
pour le réseau de gaussiennes lorsque [ est différent de zéro sont discutés lors
de la comparaison de quelques calculs sur réseau.

Les résultats obtenus aux lignes (PC) et (Lr) pour | = 1 sont aussi bons
que dans le cas [ = 0, et nous indiquent & nouveau que, malgré 1'utilisation
de 'approximation de Gauss, la méthode des réseaux de Lagrange est aussi
précise qu’un calcul variationnel équivalent. Le potentiel de Morse ne repré-
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TAB. 4.3 — Erreurs absolues sur les niveaux de vibration n, = 0,5 et 10 de
I'ion moléculaire H représenté par un potentiel de Morse dans le cas [ = 1.

Calcul N h|e(n.=0)|eln, =5)|e(n, =10)
(PC) Variationnel | 20 5 107 2107° /
40 6 <107 | —21078 41076
60 8 <1071 <1071 7107
(PC) Réseau 20 5| —=3107° 1075 /
40 6 <1071° 510713 41075
60 8 <1071 <1071° —10713
(Lr) Variationnel | 20 0.05| 41077 / /
40 0.04 <1071 31071 51078
60 0.04| <107 | <107 <1071
(Lr) Réseau 20 0.05 51077 / /
40 0.04 <107 | —21071%0 51078
60 0.04 <1071 <1071 < 1071°

sente cependant pas un bon exemple pour analyser Ieffet de singularités dans
le potentiel effectif (4.3). En effet, comme l'indique clairement la figure 4.1, la
répulsion du potentiel de Morse prés de l'origine masque le terme centrifuge
jusqu’a de trés petites distances pour [ = 1. Les effets de ce dernier sont donc
fortement atténués, et le comportement de la fonction d’onde des états liés

pour [ = 1 aux courtes distances est principalement contraint par le potentiel
de Morse.

Potentiel d’oscillateur harmonique a trois dimensions

Dans le cas du potentiel d’oscillateur harmonique nous nous intéressons
également aux niveaux d’énergie correspondant a n, = 0,5 et 10 dans les cas
du moment cinétique valant 0 et 1. Les valeurs de ces énergies sont données
exactement par les formules (4.12) et (4.13).

Au tableau 4.4 nous avons indiqué les erreurs obtenues sur les énergies des
états n, = 0,5 et 10 pour [ = 0, avec les calculs sur base de fonctions sinus
(PC) et des fonctions de Lagrange-Laguerre régularisées (Lr).

Comme dans le cas du potentiel de Morse, les calculs variationnels et sur
réseaux de Lagrange fournissent des précisions similaires, avec tout au plus une
différence d’un ordre de grandeur sur les erreurs par rapport aux énergies de
référence. Dans les calculs (PC') nous atteignons déja les limites de précision
de la machine avec N = 40. Les erreurs numériques dues a la précision de la
machine ne sont en effet plus négligeables comme nous l'indiquent les valeurs
négatives obtenues sur les erreurs dans le calcul variationnel. A titre d’exemple,
ces deux calculs (PC) effectués avec une précision étendue (équivalent a de la
“quadruple” précision) fournissent une erreur sur les énergies des trois niveaux
considérés de 'ordre de 107 avec N = 40 points. Le méme phénoméne se
produit dans les calculs (Lr) mais seulement pour les états n, = 0 et n, =5
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TAB. 4.4 — Erreurs absolues sur les énergies des niveaux n, = 0,5 et 10 pour
un potentiel d’oscillateur harmonique dans le cas [ = 0.

Calcul N h |e(n.=0)|eln. =5) | e(n, =10)
(PC) Variationnel | 20 8| <107 | 210712 6107°
40 12| —2107% 91071 —4107™
(PC) Réseau 20| 8| 5107 | 21072| 6107
40 12 <107 | —2107 ™ <1071°
(Lr) Variationnel | 20 | 0.11 10713 81075 /
40 | 0.07 51071 210710 31078
60 | 0.09 10~ 1107 —-210"™
(Lr) Réseau 20011 =3107* | 31074 /
40 | 0.07 | —2107% | —4 107 6 107°
60 | 0.09 210713 210713 10713

avec N = 40, et pour les trois niveaux lorsque N vaut 60. Le point important
est qu’il ne faut pas plus de fonctions de base dans la méthode des réseaux de
Lagrange que dans le calcul variationnel pour obtenir une précision donnée.

Pour étudier les états liés correspondant & [ = 1, nous considérons en plus
des calculs (PC) et (Lr) précédents, les calculs (PCr) auxquels sont associés
des fonctions de base régularisées. Le calcul variationnel (PCr) utilise donc la
base formée par les N fonctions

@i(x) = V2 sin(miz) (4.22)

qui sont simplement les fonctions (4.19) multipliée par x. Le calcul sur réseau
de Lagrange (PC) est toujours défini par le réseau & pas constant (2.76), mais
les fonctions de Lagrange sont cette fois régularisées selon (2.122). Ce nouveau
calcul nous permet d’étudier la technique de régularisation sur la singularité
introduite lorsque le moment cinétique est différent de zéro.

Les erreurs obtenues par les différents calculs sur les énergies des niveaux
n, = 0,5 et 10 pour [ = 1 sont reprises au tableau 4.5.

Comme dans les cas précédents la différence entre les résultats des calculs
sur réseaux de Lagrange et ceux des calculs variationnels est faible, indiquant
une fois de plus la validité de la méthode des réseaux de Lagrange utilisant
I’approximation de Gauss.

Comparons maintenant les calculs (PC) et (PCr), le deuxiéme différant
du premier uniquement par le facteur de régularisation introduit dans les fonc-
tions de base. Les résultats obtenus par les deux méthodes (PC) sont peu
précis comparativement aux résultats correspondant a [ = 0. Ceci n’est pas
étonnant puisque les fonctions de base de ces deux calculs, de type sinusoi-
dal, ne présentent pas le comportement a Porigine en 72 des états [ = 1. Les
fonctions de base doivent donc se combiner afin de simuler ce comportement,
ce qui nécessite des tailles N de base beaucoup plus grandes. En fait le méme
probléme se pose également dans les calculs (Lr). Cependant les fonctions de
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TAB. 4.5 — Erreurs absolues sur les énergies des niveaux n, = 0,5 et 10 pour
un potentiel d’oscillateur harmonique dans le cas [ = 1.

Calcul N h|e(n.=0)|eln =5)|e(n, =10)
(PC) Variationnel | 20 6 1073 21072 /

40 8 410 41073 1072

60 8 1074 1073 31073
(PC)) Réseau 20| 6| -2107° | —310°2 /

40 8| —7107* | —910°3 —21072

60 8| —2107* | =310°3 —61073
(PC'r) Variationnel | 20 8| 81071 101 21071

40 11 21074 410713 21071
(PCr) Réseau 20 8| —7107" 10711 2101

40| 11| 4107} 9107 | —3107™
(Lr) Variationnel | 20 | 0.1 1072 | 610" /

40 [ 0.09 | =210~ | —210~™ 21077

60 | 0.08 —107% | -8 10714 310714
(Lr) Réseau 20| 01| —1072| 710 /

40 [ 0.09 | =210 | —210°% 21077

60 | 0.08 210713 —10713 -3107+

base dans ce cas prennent la forme de polyndéme en r, et peuvent donc simuler
plus facilement le comportement en 72 en se combinant.

De par la régularisation, les fonctions de base des calculs (PCr) présentent
naturellement le bon comportement a ’origine pour les états [ = 1. Les résul-
tats fournis par les deux méthodes (PCr) lorsque [ = 1 sont du méme ordre de
précision que ceux obtenus par les méthodes (PC) lorsque [ = 0. Cet exemple
illustre bien 'importance de la régularisation permettant d’éliminer la singu-
larité du potentiel effectif et d’introduire le bon comportement a I'origine dans
les fonctions de base.

Bien évidemment les calculs (PC7T) ne conviennent pas pour étudier les
états [ = 0 puisque les fonctions de base, avec un comportement en r% a
I’origine, ne peuvent en aucun cas représenter une fonction se comportant
comme 7 aux courtes distances. De méme elles ne sont pas bien adaptées au
traitement des états avec [ > 2, de la méme fagon que les calculs (PC') ne sont
pas adaptés au cas [ = 1.

Au point de vue des réseaux de Lagrange, cette analyse conduit naturel-
lement a I'idée de réseau dépendant de [ [BH86|. Dans le cas du réseau a pas
constant, cela revient a multiplier les fonctions de Lagrange (2.71) par un fac-
teur r' afin d’étudier les états de moment cinétique [, les points du réseau
restant toujours les mémes. De maniére plus générale, il est tout a fait possible
de construire un réseau de Lagrange dont les points du réseau et les fonctions
de Lagrange dépendent de | [BH86|. Ces réseaux peuvent donner de bons ré-
sultats mais ils restent néanmoins limités aux applications dans lesquelles il
n’existe pas de couplage entre différentes valeurs du moment cinétique [. C’est
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pourquoi il est intéressant de rechercher des réseaux indépendants de [ per-
mettant d’étudier des états correspondant a différentes valeurs de [. Le réseau
de Laguerre (Lr) en est un exemple. Il permet en effet de déterminer avec une
bonne précision les énergies de niveaux pour toute valeur de [, pour autant que
le nombre N de points de réseau soit choisi suffisemment grand par rapport
a [. Ceci provient toujours de la forme particuliére des fonctions de Lagrange-
Laguerre (équivalentes a des polynémes en r multipliés par une exponentielle),
qui peuvent se combiner et reproduire assez facilement le comportement a
'origine en r!*t,

4.3.2 Fonctions d’onde d’états liés

Comme les méthodes variationnelles usuelles, la méthode des réseaux de
Lagrange fournit non seulement une estimation des énergies des états liés, mais
également une approximation des fonctions d’onde correspondantes. C’est ce
dernier point que nous allons & présent analyser.

L’approximation de la fonction d’onde d’un état lié s’écrit dans la base des
fonctions de Lagrange sous la forme (2.18)

N

uS(r) =S eifi(r/h) = ZAI/Q (ha) f;(r/h) (4.23)

=1

ou les coefficients variationnels ¢; sont obtenus lors de la résolution de (4.2),
x; représente un point du réseau de Lagrange et h est le facteur d’échelle. La
deuxiéme identité découle des conditions de Lagrange (2.1). Les coefficients ¢;
fournissent donc une estimation directe de la fonction d’onde aux points du
réseau. Néanmoins la relation (4.23) définit une approximation de la fonction
d’onde sur tout le demi-espace [0, co.

Afin de déterminer la validité de la représentation de la fonction d’onde aux
points x; du réseau d’une part, et de 'approximation globale (4.23) d’autre
part, nous définissons I’erreur moyenne aux points du réseau &,

I'éS/I'éf 1 N rés réf
Er =5 > WP (hay) — ut (hay)| (4.24)
i=1
et I'erreur moyenne globale ¢,

rés ref
R S R (4.25)

pjl

par rapport a une fonction de référence W Lerreur globale ¢, est déterminée
en choisissant N, points 7; uniformément répartis sur U'intervalle [0, 7,4).
Nous utilisons comme fonction de référence celle provenant d’un calcul
variationnel sur une base équivalente a la base des fonctions de Lagrange. De
plus nous ne considérons ici que des états liés d’un potentiel pour lequel les
solutions analytiques exactes sont connues. Ceci nous fournit une deuxiéme
fonction de référence qui est donc la fonction d’onde exacte de I’état considéré.
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TAB. 4.6 — Erreurs moyennes sur les fonctions d’onde des niveaux n, = 0 et
n, = 5 pour un potentiel d’oscillateur harmonique dans le cas [ = 0.

Efes/ex 61g"es/ex EXar/ex é_Vau“/ex 571:es/var Eres/var

Calcul | n,. | N _ g g

(PC) 20| <107 | 41071 1079 41078 | <107 | <107
20 3107 | 2107® | 6107 | 21078 3107° 3107°
40 10712 310718 10713 | 310718 1071 1071

(Lr) 20 107° | 21078 | 2107® | 21078 21078 21078

40| 3107|3107 | 2107 | 3107 | 2107 | 2107
20 2107 | 107* | 3107* | 6107* | 5107* | 6107*
40| 5107 61071 91071 | 910710 1077 9107

L Ot O O Ut Ot O

Afin de comparer les résultats de la méthode des réseaux de Lagrange et
ar/ex

/ et
. .. . rés/réf
sur la fonction d’onde variationnelle similairement aux erreurs & /

rés/réf . o .
et g4 / . La fonction de référence est dans ce cas la fonction d’onde exacte.

. _ o \t

ceux d’un calcul variationnel équivalent, nous définissons les erreurs &,
var/ex
g

Le tableau 4.6 reprend les résultats pour les différentes erreurs définies plus
haut obtenus dans le cas du potentiel d’oscillateur harmonique avec [ = 0 pour
les états n, = 0 et n, = 5. Les fonctions d’onde exactes des différents états
liés sont alors données par (4.14). Nous considérons les méthodes (PC) et
(Lr), et les mémes conditions de calculs que pour les énergies des états liés.
Le parametre 7,,q, intervenant dans la définition de ¢, est choisi égal a 6 et le
nombre de points N, vaut 200.

La premiere constatation est que les erreurs ¢, et €, sont du méme ordre, ce
qui signifie que approximation de la fonction d’onde obtenue par la méthode
des réseaux de Lagrange est aussi précise sur I’ensemble des points du réseau
que sur tout le domaine [0, oo[. En ceci la méthode est proche des calculs varia-
tionnels pour lesquels les points du réseaux ne jouent pas un role particulier.
Les commentaires qui suivent s’appliquent donc aussi bien a &, qu’a &,.

Nous remarquons également que les erreurs £TES/€X o SVAT/€X (og caleuls
sur réseau et variationnel par rapport a la fonction d’onde exacte sont du
méme ordre de grandeur, ce qui implique que ’approximation de la fonction
d’onde obtenue par le calcul sur réseau est aussi bonne que celle obtenue par
le calcul variationnel équivalent. Ce résultat est trés intéressant car, combiné
avec les observations faites sur les énergies des états liés, il nous indique que
la propriété du calcul variationnel, selon laquelle I'erreur sur ’estimation de
I’énergie est quadratique en 'erreur sur la fonction d’onde, semble encore va-
lable dans le cas de la méthode sur réseau de Lagrange. Ceci est confirmé par
un calcul (PC) effectué avec N = 20 fonctions de base et un facteur d’échelle
h =5, qui est assez différent de la valeur optimale h = 8 (voir le tableau 4.4).
Avec ces conditions de calcul, nous obtenons une erreur sur I’énergie du niveau
n, = 0 de 4 1079, & la fois avec le calcul variationnel exact et avec le réseau de
Lagrange & pas constant. Les erreurs aux points du réseau ¢, et globale ¢, sur
la fonction d’onde associée par rapport a la fonction d’onde exacte sont équi-
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valentes dans les deux calculs, et valent &, =8 1077 et £, = 8 107°. Par contre
les erreurs ¢, et g4 sur la fonction d’onde sur réseau par rapport a la fonction
d’onde variationnelle sont comprises entre 4 107 et 6 107, La fonction d’onde
sur réseau de Lagrange est donc plus proche de la fonction d’onde du calcul
variationnel équivalent que de la fonction d’onde exacte. Ces résultats nous
indiquent que la convergence du calcul sur réseau de Lagrange est semblable
a celle du calcul variationnel, puisque les erreurs sur ’énergie et la fonction
d’onde sont similaires pour les deux calculs lorsque nous nous éloignons de la
valeur optimale du paramétre variationnel h. Le lien quadratique entre l'er-
reur sur I’énergie et 'erreur sur la fonction d’onde, méme si il n’est pas exact,
est donc vérifié avec une bonne approximation dans le cas de la méthode des
réseaux de Lagrange.

L’erreur sur la fonction d’onde du calcul sur réseau par rapport au calcul
variationnel est toujours du méme ordre ou inférieure aux erreurs par rapport a
la fonction d’onde exacte. Il en découle que les résultats sur réseau de Lagrange
sont trés proches de ceux du calcul variationnel. Toute application pouvant
étre traitée de maniére précise a l’aide d’un calcul variationnel peut ainsi en
principe étre étudiée aussi précisément et plus simplement avec la méthode
des réseaux de Lagrange. Cependant un réseau, dont les fonctions de Lagrange
sont équivalentes aux fonctions de base du calcul variationnel, n’existe pas
toujours.

Nous ne présentons pas de résultat pour le potentiel de Morse, ni pour un
moment cinétique [ = 1. Ils sont en effet similaires a ceux présentés au tableau
4.6, et conduisent donc aux mémes commentaires.
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4.4 Meéthodes sur réseaux

Apreés avoir comparé quelques calculs sur réseau de Lagrange avec des cal-
culs variationnels équivalents, nous comparons les résultats obtenus avec diffé-
rents réseaux de Lagrange et également ceux d’un calcul par différences finies.
Bien que basé sur une formule & seulement trois points pour le terme d’éner-
gie cinétique, ce dernier calcul nous sert d’exemple type des méthodes sur
réseau traditionnelles. Pour notre calcul de différences finies nous utilisons les
N points de discrétisation définis par hi/N, avec i = 1,---, N, ou le facteur h
permet d’ajuster le domaine [0, k] de définition du réseau au probléme étudié.
La matrice d’énergie cinétique est alors de la forme (3.3), et la matrice po-
tentielle est diagonale et ses éléments sont donnés par le potentiel évalué aux
points du réseau.

En ce qui concerne les réseaux de Lagrange, nous considérons le réseau a
pas constant (PC'), le réseau a pas exponentiel (PE), le réseau de Laguerre
(Lr) et enfin le réseau de gaussiennes (G) définis au chapitre 2. Comme le
réseau a pas constant dont il est une variante, le réseau a pas exponentiel
est défini sur l'intervalle [0, 1]. Une erreur de troncature de l'intervalle [0, 00|
apparait donc également dans le calcul (PFE). Néanmoins nous choisissons le
facteur d’échelle h de telle sorte que cette erreur soit inférieure aux erreurs
numériques et a celles dues a 'approximation de Gauss.

A nouveau nous divisons notre analyse en deux parties. En premier lieu,
nous étudions la détermination des énergies des états liés, et ensuite nous
examinons les approximations des fonctions d’onde associées a ces états.

4.4.1 Energies d’états liés

Pour comparer différents calculs sur réseau nous considérons les potentiels
d’oscillateur harmonique et coulombien, pour lesquels il existe une formule
analytique exacte pour les énergies des états liés.

Potentiel d’oscillateur harmonique a trois dimensions

Nous étudions les niveaux n, = 0,5 et 10 pour le potentiel d’oscillateur
harmonique dans les cas d’un moment cinétique orbital [ égal a 0 et 1. Les
valeurs exactes pour les énergies de ces niveaux sont déterminées par la formule
(4.12). Le tableau 4.7 reprend les erreurs sur les énergies obtenues par les
différents calculs dans le cas [ = 0. Nous obtenons de trés bons résultats avec
les différents réseaux de Lagrange avec 60 points. Par contre, le calcul par
différences finies ne fournit avec un méme nombre de points qu’une précision
limitée. Ceci n’est pas étonnant puisque I'erreur sur I’énergie est dans ce cas de
I'ordre de (h/N)?, c’est-a-dire environ 1073, Des calculs par différences finies
plus élaborés, avec des formules a plus de trois points pour le terme d’énergie
cinétique, peuvent fournir une précision améliorée. Par exemple, I'utilisation
d’une formule a 5 points réduit l'erreur sur I’énergie de 1’état n, = 0 a environ
107% avec N = 60 points. Néanmoins une précision comparable a celle obtenue
avec les réseaux de Lagrange nécessite d’augmenter fortement (de 10 a 100
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TAB. 4.7 — Erreurs absolues obtenues par différentes méthodes sur réseau sur
les énergies des niveaux n, = 0,5 et 10 pour un potentiel d’oscillateur harmo-
nique dans le cas [ = 0.

Calcul N | a/a h |e(n,=0)|e(n.=5)|e(n, =10)
Différences | 20 3| —610"" / /
finies 40 5| —21073 | —10°2 /

60 5/ —107% | 91072 /
(PC) 20 8| —510715 | 210712 61075

40 12| <107% ] =210 <1071
(PE) 20 4| 5 1075 41073 /

40 1 9 21076 71076 107°

60 1 9 71077 21076 31076
(Lr) 20 0.11 | =3107"* | 310 /

40 0.07 | —2107"* | —410~ 61077

60 0.09 210713 210713 10713
(@) 20| 03] 09| 51072 —910712| —710°13

40 | 03| 1.0 | —9107!2 21071 210712

fois) le nombre de points de discrétisation du calcul par différences finies.

Le réseau a pas exponentiel (PFE) est le moins précis des réseaux de La-
grange, mais reste néanmoins intéressant puisqu’il fournit une erreur de I'ordre
de 1079 sur les cinq premiers niveaux avec 40 points. Avec ce méme nombre
de points le réseau a pas constant (PC') atteint déja la limite de précision de
la machine pour les onze premiers niveaux. Le réseau de Laguerre fournit des
résultats comparables mais nécessite un peu plus de points pour obtenir une
aussi bonne précision sur I’énergie du niveau n, = 10.

Afin d’illustrer les différences entre ces réseaux de Lagrange, la répartition
des points de ces réseaux est représentée a la figure 4.2 pour N = 40, et
avec le facteur d’échelle h utilisé au tableau 4.7. Les points du réseau a pas

A+ A F++F+F FH A+ + + + + F + T T T
IR XX XXX X X X X X X X X X X X X X X x

KK K K K K K K K K KK K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K ¥ ¥ X

D000 OROO00C00EOCNNONONpEONEdEdOO000000000 5,000 0,0 0 0
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Fia. 4.2 — Répartition des points des différents réseaux de Lagrange pour
N = 40, avec le facteur d’échelle correspondant au tableau 4.7. Le réseau a
pas exponentiel (PFE) correspond aux *| le réseau de Laguerre (Lr) aux x, le
réseau a pas constant (PC') aux -+ et le réseau de gaussiennes (G) aux O.

exponentiel (PFE) sont concentrés sur un intervalle plus court que les trois
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autres réseaux. De plus les fonctions de Lagrange correspondantes, avec leur
forme particuliére due a la transformation (2.90), simulent plus difficilement
les états liés du potentiel d’oscillateur harmonique. Ces deux caractéristiques
du réseau a pas exponentiel sont a 'origine de ses relativement moins bons
résultats.

Le réseau de gaussiennes est quant a lui parfaitement adapté a ce probléme-
ci. En effet les fonctions de Lagrange contiennent un facteur gaussien permet-
tant de bien reproduire le comportement asymptotique des fonctions d’onde
des différents états liés du potentiel d’oscillateur harmonique. Ceci est confir-
mé par une précision de 'ordre de 107!2 sur les onze premiers niveaux obtenue
avec seulement 20 points.

Au tableau 4.8 sont indiquées les erreurs obtenues sur les énergies des ni-
veaux n, = 0,5 et 10 pour [ = 1. Du fait de la présence du terme centrifuge,
aux réseaux a pas constant et de gaussiennes sont associées des fonctions de
Lagrange régularisées. Lorsque les fonctions de Lagrange sont régularisées, le

TAB. 4.8 — Erreurs absolues sur les énergies des niveaux n, = 0,5 et 10 pour
un potentiel d’oscillateur harmonique dans le cas [ = 1.

Calcul N | a/a h | e(n,=0)|e(n, =5) | e(n, = 10)
Différences | 20 12 =31073 / /
finies 40 17| —21073 / /

60 6 21072 | —61072 /
(PCY) 20 8| —710°15 10| 210

40 11 41071 910715 -31074
(PE) 20| 4| 5| -5107 | 71072 /

40 4 8| =3107" | =3107° —41073

60 d 9 -1078 —1077 —5107°
(L) 20 01| —1072| 710 /

40 0.08 <107% | —710715 -31077

60 0.09 10713 4107 —1071
(Gr) 20| 03| 09| —210712 210712 —2107H1

40 | 0.3] 0.6 —5107'2 | —8 10712 —21071

réseau a pas constant (PCr) fournit d’aussi bons résultats pour [ = 1 que le
calcul (PC) pour | = 0. La précision du calcul par différences finies est par
contre toujours limitées & 1072 lorsque le nombre N de points ne dépasse pas
60.

Le réseau de Laguerre reste quant a lui toujours aussi performant quelque
soit la valeur du moment cinétique [, et constitue donc un bon réseau de
Lagrange pour traiter des problémes radiaux.

Le réseau a pas exponentiel (PE) fournit des résultats légérement amé-
liorés par rapport au cas [ = 0, sans nécessiter de régularisation des fonctions de
Lagrange. Il peut donc aussi étre utilisé pour étudier les niveaux correspondant
a diverses valeurs de [. Ceci est lié a la répartition des points de ce réseau
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qui présente une concentration prés de l'origine qui permet de simuler plus
facilement le comportement en 7'+ d’un état de moment cinétique .

Le réseau de gaussiennes doit quant a lui obligatoirement avoir des fonctions
de Lagrange régularisées pour étudier les niveaux [ = 1, sous peine de perdre la
précision. La régularisation effectuée, ce réseau est a nouveau le mieux adapté
pour traiter le probléme (4.2) avec le potentiel d’oscillateur harmonique. En
effet il fournit & nouveau une précision de Pordre de 10712 sur les énergies des
premiers niveaux avec seulement 20 points. La dépendance de la précision des
résultats de ce réseau en fonction de [ est particuliére. Celle-ci est fonction de
la parité de [, le calcul (G) se révélant précis lorsque [ est pair, et le calcul
(Gr) lorsque [ est impair. Ceci peut se comprendre en examinant I’expression
des fonctions de Lagrange associées. Elles s’écrivent comme le produit d’un
polynéme en sinh?(ar/2) que multiplie la racine carrée de la fonction poids
définie par (2.119). Ce dernier facteur fait intervenir la fonction sinh(ar/2), et
les fonctions de Lagrange se comportent prés de I'origine comme une gaussienne
multipliée par des fonctions en r* ol k est impair. Ces fonctions permettent
donc d’approcher les fonctions d’onde dans le cas ou [ est pair, tandis que les
fonctions régularisées sont mieux adaptées a reproduire les fonctions d’onde
lorsque [ est impair.

Potentiel coulombien

Le tableau 4.9 reprend les erreurs obtenues sur les énergies des niveaux
n, = 0,5 et 10 pour le potentiel coulombien dans le cas [ = 0. Les valeurs
de référence de ces énergies sont déterminées par (4.16). Seuls les calculs sur

TAB. 4.9 — Erreurs absolues sur les énergies des niveaux n, = 0,5 et 10 pour
un potentiel coulombien dans le cas [ = 0.

Calcul | N | a/a | h|e(n,=0)|e(n.=5)|e(n, =10)
(PE) [20] 10| 14| 210°° / /
40| 12| 13| 51078 / /
60 | 12| 14 107° / /
(Lr) 1 05| <1071 / /
6 3 / <1071 /

11 5.5 / ~71074 <1071
20 15| —41071°| 71078 /

40 2.1 1074 ] <107 71078

60 2.5 1078 ] <1071 <1071

les réseaux a pas exponentiel (PE) et de Laguerre (Lr) sont considérés. En
effet les calculs (PC') et (G) ne parviennent pas a converger vers les énergies
exactes, mais restent limités & une erreur d’environ 1072 sur les valeurs de ces
énergies. Ceci est di aux faibles énergies des états liés du potentiel coulombien
qui induisent une décroissance exponentielle trés lente des fonctions d’onde.
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Ce comportement ne peut pas étre reproduit facilement par les fonctions de
Lagrange associées aux réseaux a pas constant (PC) et de gaussiennes (G).

Le réseau a pas exponentiel par contre fournit encore une bonne précision
sur Pénergie de 'état fondamental, de I'ordre de 10~% avec N = 40. Mais il
se révele incapable de traiter les niveaux excités de ce potentiel, probablement
pour les raisons explicitées ci-dessus.

Le réseau de Laguerre est quant a lui le réseau idéal pour étudier le potentiel
coulombien. Effectivement les fonctions de Lagrange-Laguerre ont une forme
similaire & celle des fonctions d’onde des états liés de ce potentiel (4.18). Elles
s’écrivent comme le produit d'une exponentielle et d'un polynéme en r. En
fait, comme toutes les fonctions de Lagrange présentent la méme exponentielle
(2.109), il existe un choix du facteur d’échelle h qui permet de reproduire
exactement la fonction d’onde d’un état n donné a l'aide d’un minimum de
fonctions de Lagrange. Le meilleur facteur i pour un état n est ainsi déterminé
par h = n/2, et le nombre de fonctions de Lagrange nécessaires vaut alors n.

Les trois premiéres lignes du calcul (Lr) correspondent a ce choix du facteur
h pour chacun des trois états considérés. A chaque fois nous utilisons seulement
N = n fonctions de Lagrange pour reproduire 1'énergie de ’état n a la précision
de la machine.

Bien entendu les erreurs sur les énergies des autres niveaux ne sont pas
minimales avec ces valeurs de h et de N. Nous avons donc également repris
dans le tableau 4.9 les résultats des calculs effectués avec des facteurs d’échelle
permettant de minimiser les erreurs sur les énergies de plusieurs niveaux si-
multanément. Il est alors possible de rendre celles des onze premiers états
inférieures a 107'° avec seulement N = 60 points.

4.4.2 Fonctions d’onde d’états liés

Pour compléter la comparaison des différentes méthodes sur réseau nous
considérons les fonctions d’onde dans le cas du potentiel harmonique pour [ =
0. Nous utilisons les formules d’erreurs (4.24) et (4.25) avec la fonction d’onde
exacte (4.14) comme fonction de référence. Pour €, nous prenons toujours 200
points uniformément répartis sur Uintervalle [0, 7,qz], avec 7pqe = 6. Lerreur
ey ne s’applique évidemment pas au calcul par différences finies puisque la
fonction d’onde n’est alors connue qu’aux points de la discrétisation.

Le tableau 4.10 reprend les résultats pour ces erreurs dans les cas des
réseaux de Lagrange a pas constant (PC'), & pas exponentiel (PE), de Laguerre
(Lr) et de gaussiennes (G), et pour le calcul par différences finies, pour les
niveaux n, = 0 et n,, = 5. Tous les résultats sont obtenus avec N = 40 points
de réseau, et avec les mémes conditions de calcul que pour les énergies (tableau
4.7).

Les résultats ¢, et €, pour les différents réseaux de Lagrange nous indiquent
que les fonctions d’onde approchées sont aussi précises sur I’ensemble des points
du réseau que sur tout le domaine de définition du probléme. Nous obtenons
donc une estimation globale de la fonction d’onde et pas uniquement aux points
du réseau comme c’est le cas des méthodes sur réseau traditionnelles. Ceci
constitue un avantage de la méthode des réseaux de Lagrange vis-a-vis des
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TAB. 4.10 — Erreurs moyennes sur les fonctions d’onde des niveaux n, = 0 et
n, = 5 pour un potentiel d’oscillateur harmonique dans le cas [ = 0. Le nombre
de points de réseau vaut N = 40 dans tous les cas, et les conditions de calcul
sont celles du tableau 4.7.

Calcul Ny &‘}:és/ x aEéS/ o

Différences | 0| 7107%

finies 5] 61072

(PC) 0| <107 | <1071
5 1078 | 310713

(PE) 0| 210 | 210°°
5| 4107° 3107°

(Lr) 0 3107 | 3107
51 51071 | 610710

(G) 0| 610°3| 10712
51 21072 | 510712

méthodes sur réseau classiques.

En se référant au tableau 4.7 donnant les erreurs sur les énergies des ni-
veaux, nous constatons qu’il existe un lien entre la précision sur les valeurs des
énergies et sur les fonctions d’onde approchées associées au méme état. En effet
Ierreur sur I’énergie diminue avec ’erreur sur la fonction d’onde comme nous
pouvons le voir en comparant les précisions sur les niveaux n, = 0 et n, = 5.
Cette propriété découle de 'origine variationnelle de la méthode. Dans les mé-
thodes variationnelles, ’erreur sur ’énergie varie comme le carré de l'erreur
sur la fonction d’onde. Dans le cas de la méthode des réseaux de Lagrange, qui
est une méthode variationnelle approchée, cette propriété n’est probablement
pas exacte. Néanmoins les différents résultats obtenus nous laissent supposer
qu’elle est vérifiée au moins approximativement.

4.5 Systémes & deux corps semi-relativistes

Nous analysons ici I'utilisation de la méthode des réseaux de Lagrange pour
I’étude de systémes a deux corps avec une dynamique semi-relativiste. Pour ce
faire, nous considérons I’équation de Salpeter sans spin [JOS86], qui est un cas
particulier de I’équation de Bethe-Salpeter [SB51|. La grande différence avec
I’équation de Schrédinger provient du terme cinétique 1" qui devient dans le
cas d’un systéme a deux corps de masses m; et ms

T = \/p* +md +/p? + m}, (4.26)
ol v/p% + m? représente la racine carrée positive de Popérateur p? + m?, p
étant I'impulsion associée a la coordonnée relative r entre les deux particules,
et ot nous utilisons les unités h = ¢ = 1. L’équation de Salpeter sans spin
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s’écrit alors

(\/p2 +m?+\/p?+ mi + vm) U(r) = EY(r) (4.27)

ou ¥ est la fonction d’onde dépendant de la coordonnée relative, et F est
I’énergie correspondante. Comme précédemment, le potentiel V' est supposé
central, et la fonction d’onde peut étre factorisée selon (4.1). L’équation (4.27)
est utilisée notamment pour étudier le spectre des mésons, qui sont formés
d’un quark et d'un anti-quark |JOS86, Ful94|.

4.5.1 Calculs variationnel approché et sur réseau de La-
grange

Comme dans le cas de I’équation de Schrodinger, nous pouvons rechercher
les solutions de I’équation (4.27) au moyen d’un calcul variationnel. La fonc-
tion radiale u(r) est donc développée dans une base de N fonctions choisies ¢y
(2.10). L’évaluation des éléments de matrice du potentiel dans la base ¢y, est
identique au cas de I’équation de Schrédinger. Par contre I’énergie cinétique né-
cessite une procédure différente en raison de son expression particuliére (4.26).
Celle-ci fait en effet intervenir des racines carrées d’une fonction de p?, ce der-
nier correspondant a 'opérateur laplacien. Pour la détermination des éléments
de matrice de I'énergie cinétique (4.26), nous utilisons la technique décrite
dans l'article de Fulcher [Ful94]. Les éléments de matrice (p;|v/p? + m?|p;)
sont calculés approximativement en quatre étapes [SBHSO01]

1. Calcul de la matrice M? dont les éléments sont
(M?)ij = (@ilp* +m?|;). (4.28)

Ces éléments sont calculés de la méme maniére que dans le cas non
relativiste. Ils sont la somme des éléments de I'opérateur p?> = —A =
—% + l(l;;l) et des éléments du terme de masse, ceux-ci dépendant du
produit scalaire des fonctions ;. puisque la masse est une constante.

2. Diagonalisation de la matrice M2. Si D? est la matrice diagonale formée
des valeurs propres de M?, nous avons

M?=SD?*S! (4.29)
ou S est la matrice de transformation composée des vecteurs propres

normalisés.

3. Calcul de D, qui est la matrice diagonale racine carrée de D?. Cette
matrice est obtenue en prenant les racines carrées positives de tous les
éléments diagonaux de D2

4. Détermination de la matrice racine carrée M dans la base initiale en
utilisant la transformation (4.29)

M=SDS" (4.30)
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Les éléments M;; de la matrice calculée avec (4.30) sont des approximations
des nombres (p;|v/p? +m?|p;). En effet la diagonalisation est effectuée dans
I’espace des configurations limité défini par les N fonctions de base ¢g. C’est
pour cette raison que nous parlons de calcul variationnel approché. Afin de
calculer exactement les éléments de matrice de Popérateur /p? + m?2, il est
nécessaire d’évaluer exactement toutes les valeurs propres de la matrice infinie
dont les éléments sont {p;|p* + m?|p;), si les ; sont étendus pour former une
base compléte. Ceci n’est évidemment pas possible.

Nous particularisons maintenant la procédure décrite plus haut au cas de
la méthode des réseaux de Lagrange. Nous considérons un réseau de Lagrange
formé des N points x; et des N fonctions de Lagrange f; associées. Le facteur
d’échelle permettant d’ajuster la position des points du réseau est noté h. Les
fonctions de base ¢;(r) deviennent alors les fonctions de Lagrange f;(r/h), en
écrivant explicitement la dépendance en h des fonctions.

Dans le cas des fonctions de base de Lagrange, nous pouvons examiner
plus en détails les expressions des éléments de matrice du hamiltonien. Les
éléments de matrice du potentiel sont toujours évalués a ’approximation de
Gauss, comme dans le cas non-relativiste, et sont donnés par le potentiel évalué
aux points du réseau (2.16). Dans le cas du terme cinétique, nous pouvons
détailler les éléments nécessaires a la premiére étape de la procédure de calcul.
Les éléments de matrice de I'opérateur p? peuvent s’écrire

I(1+1)

h2z?

(filp*|f;) = hlZTij + Oij (4.31)
ou [ est le moment cinétique orbital relatif des deux particules, et T;; est 1'élé-
ment de matrice de 'opérateur dérivée seconde entre fonctions de Lagrange.
Des exemples de ces éléments T;; sont donnés au chapitre 2 pour différents ré-
seaux de Lagrange. Le terme de masse m? est quant & lui déterminé en utilisant
I’orthonormalité des fonctions f;

(film?|f;) = m*8y;. (4.32)

4.5.2 Exemple : systéme de deux quarks

Pour illustrer 1'utilisation de la méthode des réseaux de Lagrange pour ré-
soudre ’équation de Salpeter (4.27), nous considérons I’étude de mésons, formé
d’un quark et d’un anti-quark, dont I'interaction est décrite par le potentiel de
Cornell [Ful94|

vauv—§+c (4.33)

ol A est la constante de rappel, x est le paramétre de Coulomb, et C' est une
constante additive dépendant du type de quarks. Ce potentiel présente donc
une attraction coulombienne aux courtes distances, et une dépendance linéaire
en la distance qui induit le confinement des deux quarks. Aucune solution
analytique n’est connue pour I’équation de Salpeter sans spin (4.27) avec le
potentiel (4.33).

Pour déterminer les masses des mésons nous utilisons le réseau de Laguerre,
puisque nous traitons un probléme radial (0 < r < 00). Ce réseau est en effet
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I'un des plus performants d’aprés I’étude effectuée sur ’équation de Schrédin-
ger dans ce méme chapitre. Les fonctions de Lagrange-Laguerre (2.109) sont
régularisées (2.122) a cause de la singularité du terme centrifuge lorsque ! est
différent de zéro. Les éléments de matrice T;; sont alors donnés par (2.127) et
(2.128) a lapproximation de Gauss. Afin de distinguer les erreurs de la mé-
thode des réseaux, liées a 'utilisation de I'approximation de Gauss, de celles
provenant de la procédure décrite précédemment pour déterminer I’énergie
cinétique, nous effectuons également un calcul variationnel (approché) basé
sur les mémes fonctions de Lagrange-Laguerre régularisées. Les éléments de
matrice du potentiel sont dans ce cas évalués exactement, et les expressions
exactes (2.125) et (2.126) sont utilisées pour le terme cinétique 7;;. De plus
les fonctions de base n’étant pas exactement orthogonales, nous devons alors
résoudre un probléme généralisé.

Pour I'application numérique nous choisissons le méson vz [SBHSO01], ot u
représente le quark up, et la barre au-dessus de u identifie I’anti-particule. Les
paramétres du potentiel de Cornell (4.33) sont présentés au tableau 4.11, de
méme que la masse du quark.

TAB. 4.11 — Paramétres du potentiel de Cornell pour le méson uu, et masse

du quark u. Les unités sont définies par h = ¢ = 1, et 'unité de masse est le
GeV.

A 0.203 GeV?
K 0.437

Cua | —0.599 GeV
My, 0.15 GeV

Au tableau 4.12 sont indiqués les résultats pour les masses des états 15,
25, 1P, et 1D du méson uu en GeV, en fonction du nombre de fonctions de
base, a la fois pour le calcul sur réseau de Laguerre et le calcul variationnel.
Le facteur d’échelle h est optimisé grossiérement & 0.05 GeV~! pour les états
S, et a 0.1 GeV~! pour les états 1P et 1D. Dans le cas des états S, pour
N = 10, un plus grand facteur d’échelle h = 0.1 GeV~! est nécessaire pour
bien couvrir la région ou la fonction d’onde est importante. Pour estimer la
précision des résultats nous effectuons dans les deux cas un calcul avec N = 80
fonctions qui nous sert de référence. Nous avons indiqué a la derniére ligne la
valeur obtenue par Fulcher |[Ful94| pour ces mémes masses. Fulcher effectue
un calcul variationnel avec une base formée de 20 polynomes de Laguerre
associés dépendant du moment cinétique orbital [ de I'état étudié, multipliés
par leur fonction poids (voir annexe A). Il ne présente que trois décimales car
il se compare a des valeurs extraites de données expérimentales pour lesquelles
I’erreur est supérieure a 1 MeV.

La comparaison des résultats obtenus par calcul variationnel et sur réseau
de Lagrange illustre la validité de la méthode des réseaux de Lagrange, puisque
I’utilisation de 'approximation de Gauss dans les calculs n’induit aucune perte
de précision significative. L’erreur introduite par cette approximation n’est en
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TAB. 4.12 — Masses des états 15, 25, 1P et 1D du méson uti obtenues par un
calcul variationnel basé sur les fonctions de Lagrange-Laguerre, et un calcul
sur réseau de Laguerre.

Calcul variationnel

N 19 25 1P 1D
10 0.702623 | 1.416048 | 1.240 268 1.641616
20 0.702650 | 1.416130 | 1.240238 178 1.641 599 445
30 0.7025894 | 1.415888 | 1.240238 16791 | 1.641599 442 268
80 0.7025887 | 1.415885 | 1.240238 16786 | 1.641599 442 266
Fulcher | 0.703 1.416 1.240 1.642

Calcul sur réseau de Laguerre
N 15 25 1P 1D
10 0.702601 | 1.416004 | 1.240 268 1.641616
20 0.702649 | 1.416125 | 1.240238 177 1.641 599 445
30 0.7025882 | 1.415887 | 1.240238 16777 | 1.641599 442 268
80 0.7025884 | 1.415885 | 1.240238 16786 | 1.641599 442 266

effet jamais supérieure a celle liée a la taille de la base, comme l'indique ’ana-
lyse de la convergence des deux calculs lorsque N augmente. Nous retrouvons
ainsi les mémes propriétés de la méthode des réseaux de Lagrange dans le cas de
I'équation semi-relativiste (4.27) que dans celui de I’équation de Schrodinger.

Nous obtenons de trés bons résultats pour les masses de différents états du
méson ui, en accord avec les valeurs de Fulcher. Un réseau de Laguerre de 10
points fournit déja une précision suffisante sur les masses pour les comparer
avec les valeurs expérimentales. Cette précision peut encore étre améliorée en
augmentant le nombre N de points du réseau.

Bien que nous ne disposions pas d’expressions exactes pour les fonctions
d’onde, ni méme de calcul variationnel exact, nous présentons au tableau 4.13
les erreurs sur les fonctions d’onde du calcul sur réseau de Laguerre par rap-
port au calcul variationnel approché équivalent. L’erreur est déterminée aux
points du réseau en accord avec (4.24). Comme dans le cas de I'équation de

TAB. 4.13 — Erreurs sur les fonctions d’onde calculées aux points du réseau de
Laguerre. Les conditions de calculs sont identiques a celles du tableau 4.12.

N |18 25 1P 1D

10 [ 1.31073 | 1.91072 | 85107 [ 2.9107°
20| 1.9107* [ 3.3107* | 431075 | 6.410°8
30| 1.4107* | 1.8107* | 1.7107% | 2.710°®
80 | 42107° | 5.5107° | 1.51077 | 9.5107 19

Schrodinger, nous constatons une évolution en paralléle de la précision de la
méthode en ce qui concerne les énergies des états liés et les fonctions d’onde
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associées, lorsque la taille de la base est augmentée. La comparaison portant
sur deux calculs approchés, nous ne pouvons pas préciser le lien entre ’erreur
sur I’énergie et celle sur la fonction d’onde. Ce lien apparait en examinant les
résultats pour les états S d’une part et les états P et D d’autre part, les éner-
gies et les fonctions d’onde étant simultanément plus précises dans ces deux
derniers cas.
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4.6 Conclusions

Nous avons donc étudié la résolution de I’équation de Schrodinger radiale
(4.2) avec la méthode des réseaux de Lagrange dans les cas des potentiels de
Morse, d’oscillateur harmonique a trois dimensions et coulombien. La compa-
raison des résultats avec ceux obtenus par des calculs variationnels utilisant
des bases de fonctions équivalentes a celles des fonctions de Lagrange, et par
un calcul par différences finies nous fournit quelques informations sur cette
méthode.

Un calcul sur réseau de Lagrange se révéle quasiment aussi précis qu’un
calcul variationnel équivalent, a la fois en ce qui concerne les énergies des états
liés et les fonctions d’onde correspondantes. Ces derniéres sont non seulement
déterminées aux points du réseau de Lagrange mais aussi en tout point du
domaine [0, oo[. L’utilisation de 'approximation de Gauss ne semble donc pas
réduire de maniére significative la précision des résultats, méme si lerreur
qu’elle introduit dans les éléments de matrice du potentiel n’est pas du tout
négligeable.

La méthode des réseaux de Lagrange n’est cependant qu’'une méthode va-
riationnelle approchée, car le principe variationnel n’est plus vérifié, ¢’est-a-dire
que les estimations des énergies des états liés ne constituent plus une borne
supérieure des valeurs exactes de ces énergies. Ein pratique la meilleure estima-
tion est déterminée en analysant la stabilité des résultats vis-a-vis de petites
variations du facteur d’échelle, les résultats présentant un palier en fonction
de ce dernier.

Les résultats obtenus nous indiquent que toute application pour laquelle la
méthode variationnelle des combinaisons linéaires est adaptée, peut en principe
étre traitée aussi précisément et beaucoup plus simplement par la méthode
des réseaux de Lagrange. Bien entendu il n’existe pas toujours un réseau de
Lagrange adéquat, c’est-a-dire dont I’ensemble des fonctions de Lagrange est
équivalent a la base du calcul variationnel.

Lorsque le nombre N de points du réseau est petit (N < 100), la méthode
des réseaux de Lagrange est beaucoup plus précise qu'un calcul par différences
finies. Cette propriété découle de son origine variationnelle. De plus les mé-
thodes sur réseau classiques fournissent une estimation de la fonction d’onde
uniquement aux points du réseau, alors que dans la méthode des réseaux de
Lagrange, comme dans toute méthode variationnelle, une fonction d’onde ap-
prochée est obtenue sur tout le domaine de définition du probléme.

Nous avons également étudié la technique de régularisation a l'aide du
potentiel d’oscillateur harmonique lorsque le moment cinétique est non nul.
Lorsque les fonctions de Lagrange ne présentent pas le bon comportement a
Iorigine en r'*! pour un moment cinétique [, elles doivent se combiner de
maniére a le simuler. Cependant ces fonctions n’ont pas toujours une forme
bien adaptée pour reproduire ce type de comportement. Ceci impose dans le
meilleur des cas de fortement augmenter le nombre N de points du réseau,
et donc de fonctions de Lagrange. Dans ces cas, la technique de régularisa-
tion consistant a multiplier les fonctions de Lagrange par une puissance de r
fournissant le bon comportement a l'origine, permet d’améliorer les résultats
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sans nécessiter d’augmentation du nombre N de points. Nous avons vu comme
exemple le réseau a pas constant dont les fonctions de Lagrange de type sinu-
soidales doivent étre multipliées par ! afin d’obtenir une bonne précision sur
les énergies des états liés correspondant & un moment cinétique /. Ceci conduit
a la notion de réseau de Lagrange dépendant de [, qui peuvent étre bien adap-
tés pour traiter un probléme associé a une valeur fixée du moment cinétique.
Ces réseaux ne conviennent cependant pas pour étudier des applications dans
lesquelles plusieurs valeurs de [ sont couplées.

Des trois potentiels considérés, le potentiel coulombien est le plus contrai-
gnant en ce qui concerne le choix du réseau de Lagrange. Effectivement, les
énergies de ses états liés étant tres faibles, les fonctions d’onde correspondantes
présentent une décroissance exponentielle trés lente. Ces états trés étendus
spatialement sont plus difficilement reproduits par la plupart des réseaux de
Lagrange utilisés ici, et nécessitent des tailles N de réseau plus importantes.
L’exception provient du réseau de Laguerre, car les fonctions de Lagrange as-
sociées sont parfaitement adaptées aux états du potentiel coulombien.

Le réseau de Laguerre, dont les fonctions de Lagrange sont régularisées,
représente le meilleur choix pour traiter un probléme radial pour de nombreux
types de potentiel. Il fournit en effet une trés bonne précision pour les trois
potentiels considérés dans ce chapitre. De plus, comme il est indépendant de
[, il peut étre utilisé dans des applications ou différentes valeurs du moment
cinétique [ sont couplées.

Nous avons également illustré dans ce chapitre le caractére plus général de
la méthode des réseaux de Lagrange, celle-ci n’étant pas limitée au probléme
de ’équation de Schrodinger. Nous I'avons ainsi appliquée au probléme d’états
liés de systémes a deux corps avec une dynamique semi-relativiste, qui néces-
site la résolution de I’équation de Salpeter sans spin. La méthode des réseaux
de Lagrange se révele aussi simple et précise dans ce cas que dans celui de
I’équation de Schrodinger, comme le montrent les résultats obtenus lors de
I’étude d’un systéme de deux quarks.
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Chapitre 5

Collisions a une et plusieurs voies

5.1 Introduction

La méthode des réseaux de Lagrange permet la détermination des états
liés d'une particule dans un champ central avec une précision comparable a
celle d'un calcul variationnel (voir le chapitre 4). Le but de ce chapitre est
d’étendre cette méthode pour étudier les états libres, c’est-a-dire ceux décri-
vant la collision de deux particules. Nous nous intéressons ici aux collisions
a plusieurs voies, pour lesquelles les deux particules sont les mémes avant et
aprés la collision, et restent de plus dans leur état initial, c’est-a-dire qu’il n’y
a pas d’excitation de I’éventuelle structure interne des particules. A chaque
voie correspond un certain mouvement relatif des deux particules. Pour une
voie d’entrée fixée, la collision peut donner lieu, selon la valeur de ’énergie, a
différentes voies de sortie, éventuellement couplées. En effet, a chaque voie de
sortie peut étre associée une énergie de seuil en dessous de laquelle cette voie
est inaccessible, et nous parlons alors de voie fermée. Lorsque I’énergie est su-
périeure au seuil, la voie est ouverte, et les deux particules entrant en collision
peuvent s’organiser selon la configuration correspondante. Il existe toutefois
une voie de sortie toujours accessible, qui correspond a la collision élastique.

Les fonctions d’onde de ces états de collision sont entiérement caractérisées
par la matrice de collision dépendant de I’énergie positive et des moments ciné-
tiques orbitaux associés au mouvement relatif des deux particules dans les voies
ouvertes. Dans le cas des collisions considérées ici, la matrice de collision peut
étre exprimée en fonction de déphasages correspondant a chaque voie et des
coefficients de couplage entre celles-ci [New82|. Pour déterminer cette matrice
de collision et en extraire les déphasages nous généralisons aux collisions a plu-
sieurs voies la méthode employée par Malegat [Mal94| qui utilise le formalisme
de la matrice R [LT58, BR75|. Celle-ci est basée sur une division de 'espace
en une région intérieure et une région extérieure. Dans la région extérieure, le
potentiel d’interaction (hormis I'éventuelle interaction coulombienne) est sup-
posé négligeable, et la fonction d’onde est approchée par son comportement
asymptotique exact. Dans la région intérieure la fonction d’onde est développée
sur une base de fonctions choisies. Ces fonctions correspondent dans notre cas
aux fonctions de Lagrange associées a un réseau [Mal94, BHSV98, HSvRB9S|.

A T'aide de cette méthode couplant matrice R et réseau de Lagrange, nous
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développons également une technique pour étudier les déphasages pour des
énergies proches de zéro. Dans ce domaine d’énergies, les déphasages peuvent
étre représentés de maniére précise a I’aide de trois paramétres qui définissent le
développement en portée effective : la longueur de diffusion, la portée effective
et le paramétre de forme [PB75, HOT73, BHK00|. Ces paramétres peuvent étre
obtenus par extrapolation des déphasages vers I’énergie nulle. Cependant des
problémes numériques peuvent limiter leur précision. Dans le cas de la portée
effective, ce probléme est évité en utilisant la formule de Schwinger-Bethe qui
exprime ce paramétre a partir d’une intégrale contenant la fonction d’onde a
I'énergie nulle [BB54]. En I'absence d’interaction coulombienne, le paramétre
de forme est donné par une formule similaire dépendant de la dérivée par
rapport a I’énergie de la fonction d’onde a énergie nulle [BB54, vDK92|.

Pour déterminer les paramétres du développement en portée effective, nous
considérons une approche basée en partie sur 'algorithme de [BB00|, mais
en utilisant la combinaison des méthodes de la matrice R et des réseaux de
Lagrange [BHKO00|. La simplicité de cette approche repose en partie sur la
connaissance analytique des limites & énergie nulle des solutions de I'équa-
tion de Schrodinger et de leurs dérivées par rapport a I’énergie dans la région
extérieure. Nous n’étudions ici que le développement en portée effective or-
dinaire, c’est-a-dire sans aucun potentiel, hormis éventuellement le potentiel
coulombien, dans la région extérieure.

Afin d’examiner la précision de la méthode des réseaux de Lagrange dans
le contexte de la théorie de la matrice R, nous étudions la diffusion élastique a
une voie avec un simple potentiel exponentiel, qui est exactement soluble dans
I'onde s [Lay93, Mal94]. Avec ce potentiel, nous effectuons des calculs matrice
R “exacts”, c’est-a-dire avec une base finie ol tous les éléments de matrice sont
calculés exactement, qui sont directement comparables aux calculs sur réseau.
La base polynomiale correspondant au réseau de Malegat [Mal94| est exacte-
ment équivalente & une base de polynomes de Jacobi translatés qui conduit & un
réseau de Lagrange différent. Ceci nous permet d’analyser différents aspects de
la méthode des réseaux de Lagrange. La méthode est également utilisée dans le
cas de la collision & une voie avec un potentiel de Yamaguchi [Yamb4, vD89),
qui est un potentiel non local séparable. I.’équation de Schrédinger avec ce
potentiel est analytiquement soluble dans ’onde s.

Nous appliquons ensuite la méthode de la matrice R sur réseau de Lagrange
a la collision nucléon-nucléon dans différentes voies en utilisant trois potentiels
d’interaction. Il s’agit des potentiels de Reid [RJ68], de Paris [LLR780] et de
Bonn [MHES87|. Le premier est un potentiel phénoménologique purement local,
alors que les deux autres sont basés sur des considérations physiques et pré-
sentent notamment un terme non-local, qui prend la forme d’une dépendance
en ’énergie cinétique.

5.2 Matrice de collision et déphasages

Nous considérons un systéme de deux particules dont 'interaction peut étre
représentée a ’aide d’un potentiel central, c¢’est-a-dire dépendant uniquement



5.2. MATRICE DE COLLISION ET DEPHASAGES 81

de la distance entre les deux particules. Nous supposons que ce systéme conduit
asymptotiquement aux différentes voies représentées par les états orthonormés
lc), et que la fonction d’onde totale & 1'énergie F peut se développer comme

U=>"e)rtue(r), (5.1)

c’est-a-dire que toutes les voies peuvent étre décrites, au moins approximative-
ment, avec une méme coordonnée radiale r. Cette fonction d’onde étant bornée
sur tout l'espace, les fonctions radiales u.(r) doivent satisfaire la condition a
origine u.(0) = 0. L’équation de Schrodinger stationnaire s’écrit

(H—E)¥ =0 (5.2)

avec le hamiltonien H du systéme qui est la somme d’une énergie cinétique T’
et du potentiel V. En remplacant ¥ par le développement (5.1) et en projetant
sur la voie ¢, I'équation (5.2) devient

(T, — E)uc+ > _ Vepug =0, (5.3)

&

avec les termes d’énergie cinétique (c|T|c') = T.6. et potentielle (c|V|c/) =

V.. Puisque I'énergie E. dans la voie c est définie par rapport a I’énergie de

seuil Er, (E. = E — Er,), cette énergie de seuil apparait lors du passage de

I'équation (5.2) a (5.3). Nous choisissons ici d’introduire ce terme dans les

potentiels V... Dans le systéme (5.3), les énergies cinétiques sont définies par
n &

T,=—0 & 5.4
24t dr? (54)

ol . est la masse réduite de la voie c. Les potentiels diagonaux V. contiennent
éventuellement des termes centrifuges hglc(lC +1)/2ucr?, ou I, est le moment
cinétique orbital de la voie c. En fait, de maniére générale, tous les potentiels
V.« peuvent étre singuliers a l'origine. Ces potentiels, contenant 1’énergie de
seuil Ep. de la voie ¢, ont la forme asymptotique

AW N
126) Seet (5.5)

‘/cc/ — <ETC +
r—00 r

ou Zy.e et Zs.e sont les charges des particules dans cette voie. Le nombre
d’onde, la vitesse et le paramétre de Sommerfeld relatifs dans la voie ¢ sont
respectivement notés k., v. et 1, = %f;ez
La matrice de collision U, est obtenue a partir du comportement asymp-
totique des solutions de (5.3)
uc1:>ovc_1/2 [0cile(ker) — UgyiOc(Ker)], (5.6)
ou l'indice 7 identifie la voie initiale. Les fonctions I. et O, sont les fonctions
d’onde coulombiennes entrante et sortante en accord avec [LT58|. Elles dé-
pendent de I'énergie E (par 'intermédiaire de k. et 7.) et du moment cinétique
orbital /.. En pratique ces fonctions I. et O. sont souvent remplacées par les
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fonctions coulombiennes réguliére F, et irréguliére G., qui sont définies par les
relations |LT58]

I. = (G,—iF.)e"e

Oc = (Go+iF)e (5.7)

avec w, = 0, —0., et oll le déphasage coulombien o, est égal & arg I'(1+1.+in,).
Le coefficient U,.; dans (5.6) représente donc l'amplitude du flux de 'onde
sortante O, dans la voie ¢ associé au flux de 'onde entrante I; dans la voie
1. La matrice de collision U peut étre paramétrisée a ’aide des déphasages
principaux correspondants a chaque voie ¢ et des parameétres de couplage entre
les voies. En particulier, lorsque la collision ne fait intervenir qu’une seule
voie, la matrice de collision se réduit & un élément U;, dépendant du moment
cinétique orbital [, que nous pouvons encore écrire U; = €*% en fonction du
déphasage 0; dépendant de I'énergie.

La matrice de collision, et par conséquent les déphasages, est définie par
(5.6) pour toute énergie E positive. Aux basses énergies (E ~ 0), il est éga-
lement possible de décrire les déphasages de maniére précise a 1'aide de deux
ou trois parametres. Ceci découle de l'insensibilité de la diffusion élastique
aux détails du potentiel d’interaction, qui a notamment été observée sur les
résultats des collisions nucléon-nucléon [PB75, BJ49, Bet49, Tei51|. Cette pro-
priété a conduit a la notion de développement en portée effective. Il s’agit de
développer une certaine fonction du déphasage, que nous notons D;(FE), en
une série de Taylor a deux ou trois termes, dont les coefficients sont appelés
respectivement la longueur de diffusion, la portée effective et le parameétre de
forme. A D'origine introduit pour 'onde s, ce développement peut étre étendu
a toutes les ondes partielles [HOT73, vH77].

Dans le cas de collisions de particules n’interagissant pas via la force cou-
lombienne, la fonction D;(E) s’écrit en fonction du déphasage

Dy(E) = k™ tan §;(E) (5.8)

ou k est le nombre d’onde. Lorsque les particules sont chargées, la fonction
D,(E) devient

2
D)(E) = — exp(27n) tan §;(E) (5.9)
T
avec le paramétre de Sommerfeld 7. Avec ces notations, le développement en

portée effective peut s’écrire dans le cas neutre sous la forme [Tei51]

1 1 1
= —— 4+ rk?— Pkt k%Y. 1
Di(E) ” + 27“1 ikt + O(k) (5.10)

Dans cette expression, a; est la longueur de diffusion, r; la portée effective, et
P, le paramétre de forme de 'onde partielle [. Une formule similaire mais plus
compliquée s’obtient dans le cas chargé [Tei51, HOT73, vH77|

2 o [ Di(E) h(E)] ~ = gnk = Prikt £ O(R). (5.11)
C YN
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avec w;(E) qui s’écrit [Hum85, BBOO]

wi(E) = ﬁl <1+ Z;) . (5.12)

Aux basses énergies (n — 00), cette fonction peut étre développée en série
selon

mkb poE?

E)~1
wilB) = L e e,

+ O(E?) (5.13)

avec py = (I +1)(20 + 1) et pp = 21(I* — 1)(41* — 1)(5] 4 6). La fonction h(E)
est quant a elle définie par [PB75, Hum85)|
1[T(1—4n) T'(1+in)

hE) = 2 [T =i + T+ —In(n). (5.14)

Aux faibles énergies, h(F) est approché par

E E?

h(F) ~
(E) 12Ey + 120F%

+ O(E?). (5.15)

Ces expressions font apparaitre un équivalent nucléaire du rayon de Bohr
an = h?/uZ, Zye?, (5.16)
et de ’énergie de Rydberg
Ex = h?/2uad. (5.17)

Dans le cas de 'onde s, ag et rg ont les dimensions d’une longueur et Fy est
sans dimension. Pour les autres ondes partielles leurs dimensions sont plus
compliquées mais identiques dans les cas neutre et chargé.

5.3 Méthode de la matrice R

Nous introduisons maintenant le formalisme de la théorie de la matrice
R |LT58, BR75| permettant I’étude des collisions a plusieurs voies. Ceci nous
conduit a I’équation de Bloch-Schrodinger, dont la résolution, lorsque I’énergie
est négative, nous fournit les énergies des états liés. Aux énergies positives nous
définissons la matrice R qui nous fournit finalement la matrice de collision, de
laquelle peuvent étre extraits les déphasages |[LT58|.

Dans la méthode de la matrice R, I'espace des configurations est divisé
au rayon de voie a en une région intérieure et une région extérieure (nous
supposons un rayon de voie identique pour toutes les voies). Le formalisme
prend une forme élégante en utilisant 'opérateur de surface de Bloch [Blo57]

L= le)Lelc, (5.18)
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avec

h? d B,
EC = 2“0 (5(7" - CL) <d7” - 7“) R (519)

ou B, est un paramétre a la frontiére, supposé réel dans la suite. Cet opérateur
de Bloch agissant sur la fonction d’onde ¥ est ajouté aux deux membres de
I'équation de Schrodinger (5.2) qui devient

(H+ L — E)U =LV, (5.20)

En remplagant ¥ par son développement (5.1), et en projetant sur la voie c,
nous obtenons le systéme d’équations de Bloch-Schrédinger

(T + Lo — E)uc + Y Veeug = Leu, (5.21)
=
ou les opérateurs T, + L. sont hermitiques dans la région intérieure. Dans la
région extérieure, la fonction d’onde est approchée par sa forme asymptotique
extraite de (5.1) et (5.6). Nous remplagons donc u. par (5.6) dans le membre
de droite de (5.21). Dans la région intérieure, nous utilisons un développement
sur une base finie de fonctions f,, choisies

ue(r) = 2_:1 Acn fu(r). (5.22)

Avec les fonctions de base f,, nous définissons les éléments de matrice Cep, o/
du hamiltonien avec l'opérateur de Bloch (5.21)

Ccn,c’n’ = /Oa fn(r) [500’ (Tc + £c) + ‘/cc’] fn/ (T)d'f’. (523)

Nous allons voir que la résolution de (5.21) nous fournit les énergies des états
liés lorsque I'énergie E est négative, et la matrice de collision lorsque I'énergie
E est positive.

5.3.1 Etats liés

Pour une énergie E inférieure a tous les seuils, les énergies E. sont toutes
négatives. La forme asymptotique de la fonction u. dans la voie ¢ est alors
proportionnelle & une fonction de Whittaker W, (k.r) [AS65], qui dépend de
le, ke = (—2p.E./h*)Y/? et du paramétre 7. correspondant [LT58]. Si nous
choisissons

B. = ak W (ke.a)/We(kea), (5.24)

le second membre de (5.21) s’annule, et le systéme de Bloch-Schrodinger de-
vient, aprés projection sur f,(r),
Z [Ccn,c’n’ - Eacc’(snn’]Ac’n’ =0 (525)
o
avec la matrice C définie plus haut. Les paramétres B, et donc C dépendent
de I’énergie de I'état 1ié étudié. La détermination de chaque énergie d’état lié
nécessite ainsi une procédure itérative partant de valeurs choisies des différents
parameétres B.. En pratique, le choix initial B. = 0 pour toutes les voies ¢
conduit a la convergence au bout de quelques itérations.
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5.3.2 Matrice R a plusieurs voies

Pour simplifier nous supposons pour commencer que l’énergie E est plus
grande que toutes les énergies de seuil, c’est-a-dire que toutes les voies sont
ouvertes, et nous choisissons B, = 0 dans toutes les voies. Aprés avoir remplacé
u.(r) par sa forme asymptotique (5.6) dans le membre de droite de (5.21), et
avoir projeté le systéme d’équations de Bloch-Schrodinger (5.21) sur la fonction
de base f,(r), nous obtenons le systéme

h’k
Ccn cdn’ — Eécc’(snn’ Ac’n’ - c
; (Con ) 2fher/Ve

Les coefficients A.,, obtenus en résolvant (5.26), nous fournissent avec (5.22)
les fonctions radiales

fn(a’) [60112(]{30@) - UczOé(kca)] (526)

Rko , ,
uc(r) = Z W[%Jcl(kc/a) — Upi O (kwa)]
N
X Z fn<7“)(C - EI)c_nl,c’n’fn/<a)7 (527)
n,n'=1

ou I est la matrice identité. La fonction u. dans (5.27) dépend toujours de la
matrice de collision inconnue.

Nous définissons maintenant la matrice R. En accord avec [LT58] mais
contrairement & certains auteurs |[BRT83|, nous la choisissons symétrique et
adimensionnelle sous la forme

h2 N
R = - a)(C — EI),} .y fo(a). 5.28
CC 2\/man7n2,:1fn( )( )cn,cnfn( ) ( )

En exprimant la continuité des fonctions radiales u.(r) a la frontiére (r = a)
entre les régions intérieure et extérieure, ou elles sont respectivement données
par (5.27) et (5.6), nous obtenons un systéme d’équations liant la matrice de
collision U a la matrice R. En posant

Zor = (k) V000 Oc(ke) — keraR e O (koa)], (5.29)
nous pouvons finalement écrire la matrice de collision sous la forme
U=2Z'Z" (5.30)

Lorsque toutes les voies ne sont pas ouvertes, nous désignons les voies ou-
vertes par c et les voies fermées par ¢. Puisque les voies fermées ne contribuent
pas a la collision, elles n’apportent aucune information sur celle-ci. En pratique
il est alors plus intéressant d’éliminer ces voies fermées, ce qui réduit la taille
de la matrice R. La valeur de B, peut étre choisie en accord avec (5.24) dans
les voies fermées et reste nulle dans les voies ouvertes. La définition de la ma-
trice R est modifiée en éliminant les coefficients Az, correspondant aux voies
fermées [LT5H8|. Les équations (5.27) et (5.28) restent valables avec la matrice
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C remplacée par une matrice C' plus petite associée aux voies ouvertes et dont
les éléments sont

CN'cn,c’n’ = Ccn,c’n’ - Z %E(al‘n)(C - Ej)il c'c ((Z.Tn/), (531)

cn,c'n’
cc’
ou C est la restriction aux voies fermées de la matrice compléte C. La matrice
identité I a la méme dimension que C.

5.3.3 Développement en portée effective

Nous décrivons maintenant la méthode de détermination des paramétres
du développement en portée effective basée sur la matrice R dans le cas d’une
collision a une voie caractérisée par le moment cinétique orbital /. La matrice
de collision U se réduit alors & un élément qui s’écrit U; = €% en fonction du
déphasage ;. En utilisant les formules (5.29) et (5.30) nous pouvons encore
écrire

U, — I.(k.a) — kaR)(E)I(k.a) (5.32)
O.(k.a) — kaR)(E)O!(k.a)
ou la matrice R (5.28) se réduit également a un élément que nous notons R;(E)
puisqu’elle dépend de I’énergie et du moment cinétique orbital. En remplacant
les fonctions coulombiennes entrante /. et sortante O, par les fonctions réguliére
F, et irréguliére G, (5.7), nous obtenons 'expression suivante pour le déphasage
& a Iénergie E = h*k?/2u

_ Fy(ka) — aR(E)dF(ka)/da
tand(E) = — G ) = aRi(E)dGy(ka) Jda’ (5:33)

Nous avons laissé tomber le déphasage coulombien w. (5.7) car nous nous in-
téressons au déphasage additionnel 0 = ;o101 — we. Afin d’étudier les limites
lorsque E tend vers zéro, nous devons choisir convenablement la définition
des solutions asymptotiques. C’est pourquoi nous renormalisons les fonctions
coulombiennes standards F; et G;. Nous utilisons autant que possible un for-
malisme identique pour les cas neutre et chargé, mais leurs comportements
a basse énergie sont tout a fait différents, ce qui induit des définitions diffé-
rentes. Les fonctions renormalisées F; et G; sont définies de sorte que leur limite
a énergie nulle ne s’annule pas et reste finie [BB00|. Dans le cas neutre, nous
introduisons les fonctions de Bessel sphériques renormalisées

Fi(E,r) = krg(kr) (5.34)
et

GI(E,r) = kK rny(kr). (5.35)
Dans le cas chargé, nous choisissons conformément a [BB0O|

FE,r)=k"1/? exp(mn) Fy(kr) (5.36)
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et

G(E, 1) = gkfl/z exp(—mn)G(kr). (5.37)

L’équation (5.33) se réécrit alors sous la forme unifiée

_.7-",(E, a) — aR(E)OF(E,a)/da

Di(E) = G/(E,a) — aRy(E)OG|(E, a)/0a’

(5.38)

avec D; qui est donné par (5.8) dans le cas neutre, et par (5.9) dans le cas
chargé.

Afin de déterminer les paramétres a;, r;, et P, nous devons établir le com-
portement des différentes fonctions apparaissant dans (5.38) lorsque E tend
vers zéro. Dans la suite de ce paragraphe, nous utilisons des apostrophes pour
désigner les dérivées par rapport a ’énergie, et un exposant 0 pour représenter
les fonctions a énergie nulle. La matrice R et ses dérivées a énergie nulle sont

eme (4

obtenues trés simplement a partir de (5.28). Sa dérivée j2¢ g’écrit

, B XN .
RO = 31 S (@) (€ firla). (5.39)
2,ua n,n'=1

La matrice C 77" est la (j + 1)°™¢ puissance de I'inverse de la matrice C. Les

dérivées par rapport a 'énergie des solutions asymptotiques F;(E, 7) et G,(F,r)

a énergie nulle sont données a I'annexe B dans les cas neutre et chargé. Les

coefficients du développement de Taylor de D;(E) sont alors déterminés par
Fi(a) — al)dFP(a)/da

PO = = Gta) —arraGha) da (5:40)

Fi’(a) — aRPdF}(a)/da — aR)dF"(a)/da
- G/(a) — aR}dG)(a)/da
O(a) — aR’dG?(a)/da — aRYdG°(a)/da
GP(a) — aRYdGP(a)/da

Dy(0) =

—D;(0) (5.41)
et ainsi de suite.

Nous pouvons maintenant expliciter les coefficients du développement en
portée effective. Dans le cas neutre, I’équation (5.10) conduit a la longueur de
diffusion

a; = —Dy(0). (5.42)

La portée effective est donnée par

Do), (5.43)
pai

r = —

et le paramétre de forme s’écrit

2
a; 1 7’—L2 1
Pb=—+4+—|——1| D;/(0). 5.44

! 47’l+87’l (,U,CLZTZ> l< ) ( )
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Dans le cas chargé, les équations (5.11) & (5.15) nous fournissent des relations
équivalentes a celles de [BB0O| pour la longueur de diffusion

l!2a2l+1

4N D;(0), (5.45)

a; =

la portée effective

1 dpy  24END)(0)
_ _ 5.46
" 3112q2% 1 l * D(0) Dy(0)2 |’ (5:46)
et le parameétre de forme
1 3 D2 24p EnD;(0)
Pp=———_ ]2 _
: 3611203} {5 TRt Dy(0) D;(0)2

Dy (0) 2D’(O)2] }
—T2F% | 2L . 5.47
¥ [Dm 2 Di(0) (547)

5.4 Matrice R sur réseau de Lagrange

5.4.1 Hamiltonien sur base de Lagrange

Nous analysons plus en détails les éléments de matrice Cyy, oy du hamil-
tonien avec 'opérateur de Bloch lorsque les fonctions f,, correspondent a des
fonctions de Lagrange. Nous considérons donc un réseau de Lagrange formé
des N points ax,, répartis sur toute la région intérieure [0, a]. Les fonctions de
Lagrange f, satisfont les conditions de Lagrange

farlazn) = (aAn) 200, (5.48)

aux N points az, du réseau. Le facteur a est introduit dans (5.48) afin de
rendre le produit f,(r) f./(r)dr sans dimension. Les fonctions de Lagrange sont
toujours orthonormées a I'approximation de Gauss

/0 ) fr () dr 2 S (5.49)

Nous explicitons maintenant les éléments de matrice des différents opéra-
teurs dans le hamiltonien. Avec (5.19), les éléments de matrice de 'opérateur
de Bloch s’écrivent

a h2
/ fa(r)Lefw(r)dr = —— fu(a)lafy(a) — Befw(a)] (5.50)
0 2u.a
ou f! est la dérivée de f, par rapport a r.

La matrice cinétique est, comme l'opérateur de Bloch, diagonale par rap-
port & l'indice de voie c. Ses éléments non nuls sont donnés en accord avec
(2.4) par

a hz
Tcn,cn’ = /0 fn(r)chn/(r) dr ~ _2

(ada) Y2 " (azy,) (5.51)

Cc
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lorsque nous les évaluons a 'aide de la régle de quadrature de Gauss.

La matrice C' est fortement simplifiée par 'emploi de "approximation de
Gauss. En effet, avec cette approximation et les conditions de Lagrange (5.48),
la partie purement locale de la matrice potentielle devient diagonale vis-a-vis
de n et n’

/ G 1) for (1) dr = Ve (a,) Opm (5.52)

et les termes non nuls sont trés faciles a calculer. L’équation (5.52) est I’adap-
tation au cas des potentiels des voies ¢ et ¢’ et de couplage entre celles-ci, de
la formule générale (2.16) définissant les éléments de matrice d’un potentiel
dans le cadre de la méthode des réseaux de Lagrange. En particulier, un terme
centrifuge inclus dans V.., calculé avec (5.52), devient

h2 (l.+1) Pl + 1)
le _ — c\le
Tcn cn/ / fn 2,Ucr2 fn’ (T) dr ~ W 5nn’- (553)

Dans le cas d’un terme non-local, les éléments de matrice entre fonctions de
Lagrange deviennent

/Oa fu(r) (/Oa VCZ,Z(T, ) f (T’)dr’) dr ~ ()\n)\n/)l/Z VCTCL,l(axn, axy) (5.54)

a lapproximation de Gauss. Bien que non diagonale, la matrice potentielle
correspondante conserve la simplicité des potentiels locaux puisqu’elle ne dé-
pend que du potentiel évalué aux points du réseau. Considérons maintenant
un potentiel non-local de la forme

VE(r,p?) = (0% /) V2 (r) + V2 (r) (0° [ pe) (5.55)

agissant uniquement dans la voie c. Nous traitons ce terme, comme tous les
autres, a I'approximation de Gauss, ce qui conduit aux éléments de matrice

/Oa fn(T)VC"l(T)fn/(T) dr = 2(Ten,cnt + Tclfl,cn')[vcb(a$n) + Vcb(axn/)] (5.56)

ou apparaissent les éléments de matrice T, .,y de I’énergie cinétique (5.51) et
Tcl; v du terme centrifuge (5.53) correspondant a la voie c. L’approximation
de Gauss sur (5.56) préserve la simplicté de la méthode puisque les éléments

(5.56) ont alors la méme structure que les termes d’énergie cinétique.

5.4.2 Choix du réseau de Lagrange

Puisque nous travaillons sur un intervalle borné [0, a], nous choisissons un
réseau de Lagrange défini sur un intervalle fini. Le réseau a pas constant (2.76)
ne convient pas car nous avons vu au chapitre 4 qu’il n’était pas adapté aux
problémes dans lesquels différentes valeurs du moment cinétique orbital sont
couplées. Nous considérons alors le réseau de Legendre translaté sur I'intervalle
[0, 1] [Mal94], et le rayon de voie a nous sert également de facteur d’échelle pour
étendre le réseau sur toute la région intérieure. Les N points du réseau sont
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donnés par les points ax,,, ou les x, sont définis par (2.103). Nous écrivons les
fonctions de Lagrange associées sous la forme

fulr) = (=10 12, 1 — ’”PNE(_TZSE) —1 (5.57)

Nous considérons les fonctions de Lagrange régularisées car les fonctions de
Lagrange-Legendre translatées ne s’annulent pas a I’origine (2.105), et les po-
tentiels présentent une singularité a 1’origine lorsque le moment cinétique est
non nul. Ces fonctions ne sont pas orthogonales. Leur produit scalaire vaut
[VMB93|

. _ (=)™ (1= @) (1 = 2)
A fn(T)fn’(T)dr - 6nn’+ 2N—|—1\/ Loy

xS (5.58)

L’approximation de Gauss n’est donc pas trés précise. Cependant la quadrature
de Gauss fournit la valeur exacte des éléments de matrice de 1/r* (voir la
section 2.7.5). Les termes d’énergie cinétique et centrifuge sont alors évalués
exactement par la régle de quadrature de Gauss et sont donnés par (5.51)
et (5.53). Les expressions des dérivées des fonctions de Lagrange-Legendre
translatées sont explicitées & 'annexe C.

La base des fonctions de Lagrange-Legendre (5.57) est équivalente & une
base contenant les monomes 7 & r™, ou encore & toute base de polynomes
linéairement indépendants de degré N qui s’annulent a 1’origine. De tels poly-
nomes, conduisant & un réseau différent, peuvent étre obtenus en multipliant
les polynomes de Jacobi (0,2) translatés par la racine carrée de leur fonction
poids. En effet la fonction poids des polynomes de Jacobi (0,2) (annexe A) se
transforme aprés translation sur Pintervalle [0, 1] en w(z) = 2%, Les N points
ax, du réseau sont définis a partir de

PP 2z, —1)=0 (5.59)

ol P](\?’Q)(Za; — 1) est le polynome de Jacobi (0,2) translaté de degré N (voir
I'annexe A pour les propriétés des polynomes de Jacobi (o, 3)). Ces polynomes
sont orthogonaux sur [0, 1] vis-a-vis de la fonction poids w(z) = z2. Les fonc-
tions de Lagrange correspondantes s’écrivent

T ©02) ria) —
fulr) = (=1)"a" 2\ /2, (1 — 2,) o ﬁ(aé:n) 1), (5.60)

ou le facteur r provient de la racine carrée de la fonction poids.

Ces fonctions de base sont exactement orthogonales. Cependant, les élé-
ments de matrice de 1/72? ne sont pas bien approchés par la quadrature de
Gauss. En fait, comme la fonction poids est r%, la quadrature de Gauss (2.21)
est exacte pour certains polynomes jusqu’au degré 2N +1 (ceux sans les termes
constant et linéaire), mais n’est pas exacte pour 1 et r (voir la section A.2).
Nous pouvons donc obtenir une expression exacte en soustrayant les parties
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constante et linéaire de l'intégrant. L’expression restante est exactement éva-
luée a approximation de Gauss, et I'intégrale de la partie soustraite peut étre
effectuée simplement. Les éléments de matrice sont alors donnés par

/0 )2 () dr = (azn) 20 + @ (0) i (0){ Ay
a2t — gN(N +3)]A_}, (5.61)

ou les constantes h,(0), A_5 et A_; sont données a "annexe C. Les éléments
de matrice de I’énergie cinétique ne sont pas non plus exacts, ni méme précis
lorsque nous utilisons I"approximation de Gauss dans (5.51). Cependant nous
pouvons écrire leurs expressions exactes sous la forme

[ rmisinar = @) pian)

4202 h (0)hoy (0) 2 — ;N(N + 34y, (5.62)

n/

avec la méme procédure que pour le terme centrifuge.

5.5 Applications

5.5.1 Potentiel exponentiel

Nous utilisons le potentiel exponentiel [Lay93, MV94]
V(r) = —exp(-r), (5.63)

exactement soluble dans ’onde s, afin de comparer des calculs matrice R sur ré-
seau de Lagrange avec des calculs matrice R “exacts”, c’est-a-dire pour lesquels
I’approximation de Gauss n’est pas employée. Ceci nous permet de séparer les
erreurs dues a la méthode de la matrice R de celles dues a 'approximation ré-
seau. Dans le calcul exact, la matrice potentielle, dont les éléments sont évalués
par intégration numérique, est pleine, ce qui complique nettement les calculs
par rapport a la méthode sur réseau de Lagrange.

Le potentiel (5.63) posséde un état lié dont 'énergie E, est exactement
donnée par 'équation [Fli71]

J =55 (V8) =0, (5.64)

ou J, est une fonction de Bessel. A partir de la forme asymptotique de la
solution réguliére [MF53]

uo(r) oc J ik (V8) Jaik[VB exp(—1/2)] — Join(V8) T o [V8 exp(—r/2)], (5.65)
nous obtenons le déphasage exact de 'onde s
8o = arg[2 T (2ik + 1) o, (V8)]. (5.66)

Les valeurs obtenues pour I’énergie de I’état lié par la méthode de la matrice
R apres quelques itérations sont indiquées au tableau 5.1 Elles sont comparées
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TAB. 5.1 — Energie de ’état lié du potentiel exponentiel (5.63). Les résultats
par matrice R “exacts” sont obtenus avec IV functions de Legendre ou de Jacobi
translatées.

Calcul a | N | Ey

Exact (5.64) —0.009970 316 783 057
Réseau de Laguerre (h = 0.7 4 0.8) 40 | —0.009970316 783 06
Matrice R, “exact” 8 | 14 | —0.009958

15 | 20 | —0.009970 315
30 | 40 | —0.009970 316 783 00

Matrice R, réseau de Legendre 15 ] 20 | —0.009970 315
30 | 40 | —0.009970 316 783 04
Matrice R, réseau de Jacobi 15 ] 20 | —0.009970 315

30 | 40 | —0.009970316 772

avec la valeur exacte (5.64) et avec un calcul effectué sur le réseau de Laguerre
(comme au chapitre 4). L’énergie exacte est reproduite avec une précision de
107" avec N = 40 zéros de Laguerre (h correspond au facteur d’échelle). La
méthode de la matrice R “exacte” avec les bases équivalentes de Legendre ou
de Jacobi est capable de fournir une précision similaire si a est suffisamment
grand. Pour a = 8, cependant, la grande extension spatiale de 1’état faiblement
lié réduit la précision a environ 0.1%. Augmenter a nécessite une augmentation
de la taille de la base afin de couvrir convenablement la région intérieure.

Lorsque I'approximation de Gauss est utilisée, la précision obtenue avec le
réseau de Legendre reste presque identique a celle du calcul matrice R original,
malgré sa simplicité. Pour une précision fixée, la taille requise est proche de
celle du réseau de Laguerre. Dans le cas du réseau de Jacobi, I'utilisation de
I’approximation de Gauss sur I’énergie cinétique conduit a des résultats peu
précis, probablement a cause de I'imprécision de cette approximation sur les
termes constant et linéaire. La nécessité d’utiliser les éléments de matrice ciné-
tique exacts (5.62) ne constitue qu’un léger inconvénient car ils sont disponibles
et restent valables quel que soit le potentiel. Lorsque la matrice cinétique est
évaluée exactement, les résultats sont similaires a ceux du réseau de Legendre
pour a = 15 et N = 20, mais moins bons pour a = 30 et N = 40. Ceci est
apparemment relié a une perte de précision dans le calcul des zéros de Jacobi
lorsque N augmente. Ceux-ci sont calculés en utilisant les sous-routines de la
bibliothéque NAG.

Au tableau 5.2 sont repris les résultats des déphasages obtenus pour [ = 0 a
différentes énergies. Le calcul sur réseau de Jacobi est effectué avec 'expression
exacte de I’énergie cinétique (5.62). Ici aussi lorsque 'approximation de Gauss
est utilisée, la précision des déphasages est faible. De la méme facon, lorsque
[ est non nul, le terme centrifuge est calculé exactement avec (5.61). Lorsque
[ est égal & zéro, le choix du rayon de voie a = 8, utilisé dans |Lay93, MV94|,
limite la précision sur le déphasage comme pour l'énergie de I'état lié. Les
résultats obtenus avec N = 10 fonctions de base pour la basse énergie £ =
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TAB. 5.2 — Déphasages [ = 0 (en degrés) pour le potentiel exponentiel calculés
exactement avec (5.66) et avec différentes approximations.

E | Exact (5.66) | a | N | Matrice R | Legendre | Jacobi

0.1 | 73.6663124 | 8|10 | 73.607 73.606 73.607

10 | 10 | 73.6639 73.663 2 73.662 1
10 | 15 | 73.6646 73.664 6 73.664 6
15 | 15 | 73.666 3 73.666 0 73.666 2
15|20 | 73.66626 | 73.66626 | 73.666 26
20 | 20 | 73.666 309 | 73.666 316 | 73.666 311
1 | 34.5806597 | 10 | 15 | 34.579 34.579 34.579

15 | 15 | 34.45 34.44 34.46

15 | 20 | 34.58065 | 34.58065 | 34.58065
10 | 12.5171338 | 10 | 30 | 12.510 12.510 12.512

10 | 40 | 12.5165 12.516 5 12.516 5

15130 | 10.1 10.4 47.2

15 | 40 | 12.37 12.37 12.42

15 | 50 | 12.517130 | 12.517130 | 12.517130

0.1 ne peuvent pas étre améliorés en agrandissant la base. L’erreur due a
I’approximation réseau est plus petite que celle due au choix de a. Cet effet
est illustré par les résultats obtenus avec a = 10, qui améliore la précision en
gardant la méme taille de base. A nouveau il n’y a aucun intérét a ne pas
utiliser 'approximation réseau. Une excellente précision est déja obtenue pour
a = 15, mais avec une base plus grande (N > 15) nécessaire pour couvrir
une plus grande région intérieure. Aux plus hautes énergies £ = 1 et 10,
de trés bonnes précisions sont obtenues avec le méme rayon de voie. Bien
entendu le nombre de fonctions de base doit étre augmenté afin de reproduire
les oscillations supplémentaires de la fonction d’onde. A £ = 10, par exemple,
la précision est encore faible avec a = 15 et N = 30. Avec N = 40, le résultat
pour a = 15 n’est pas aussi bon que celui pour a = 10 obtenu avec N = 30.
Une forte amélioration se produit avec N = 50. Dans tous les cas, les résultats
sur réseau de Lagrange sont aussi précis que ceux du calcul matrice R “exact”.
Changer de réseau n’introduit pas de grande différence.

Les déphasages pour [ = 2 et [ = 4 sont présentés au tableau 5.3. Nous ne
disposons pas de valeurs exactes dans ces cas, mais la convergence peut étre
examinée en augmentant la taille N de la base, ou autrement dit du réseau
de Lagrange. Nous utilisons donc les résultats obtenus avec a = 20 et N = 60
comme référence. Les commentaires sont essentiellement similaires a ceux pour
[ = 0, mais avec une augmentation progressive des rayons de voie et des tailles
de base. En particulier, I'erreur sur ’approximation réseau reste petite par
rapport a 'erreur due a la matrice R.

Ces différents résultats nous indiquent que les deux réseaux de Lagrange
fournissent le méme degré de précision que le calcul matrice R “exact”. Le
calcul sur réseau de Lagrange simplifie tous les calculs sans perte de précision
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TAB. 5.3 — Déphasages | = 2 et [ = 4 (en degrés) pour le potentiel exponentiel
calculés avec une grande précision (¢ = 20 and N = 60) et avec différentes

approximations.
E N =60 \ a \ N \ Matrice R \ Legendre \ Jacobi
=2
0.1 2.098164 | 10 | 10 | 2.0915 2.0915 2.0915
15 [ 10 | 2.09809 2.09810 2.098 06
15 [ 15 | 2.09810 2.09810 2.09810
20| 20 | 2.098164 | 2.098164 | 2.098 164
1 | 14.116269 | 10 | 15 | 14.1147 14.1147 14.1147
1520 | 14.11626 | 14.11626 | 14.11626
10 | 10.231106 | 10 | 30 | 10.225 10.225 10.226
10 | 40 | 10.2305 10.2305 10.2305
15 | 40 | 10.09 10.09 10.14
15 | 50 | 10.23110 | 10.23110 | 10.23110
=4
0.1 ] 0.052356 | 15 | 10 | 0.052 30 0.052 30 0.052 30
20 | 20 | 0.052356 | 0.052356 | 0.052356
1 4.277519 | 15 | 15 | 4.21 4.21 4.21
15 | 20 | 4.277509 | 4.277509 | 4.277509
10 | 7.686981 | 15| 40 | 7.57 7.575 7.60
15 | 50 | 7.686 94 7.686 94 7.686 94
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significative. La comparaison des réseaux de Legendre et de Jacobi conduit
a une information importante sur les conditions de validité de la méthode
des réseaux de Lagrange. La condition d’orthogonalité imposée sur la base
de Lagrange dans certains travaux antérieurs [BH86, VMB93|, ne semble pas
nécessaire. En effet, bien que les fonctions de Lagrange-Legendre régularisées ne
sont pas exactement orthogonales, le réseau de Legendre fournit des résultats
précis. Ceci a déja été observé au chapitre 4 sur les bons résultats du réseau
de Laguerre régularisé, dont les fonctions de Lagrange associées ne sont pas
orthogonales. De son coté, la base orthogonale de Lagrange-Jacobi conduit
a une précision équivalente, mais nécessite des expressions plus compliquées
pour les éléments de matrice de ’énergie cinétique. L’approximation de Gauss
appliquée au produit scalaire des fonctions de Lagrange-Legendre ne semble
pas précise (5.58). Cependant ces fonctions font intervenir des polynomes en
r et le produit scalaire n’est pas exact a 'approximation de Gauss parce que
le degré polynomial de I'intégrant est trop grand d’une unité, comme dans le
cas des fonctions régularisées du réseau de Laguerre. Néanmoins les conditions
requises pour qu’une base de fonctions de Lagrange non orthogonale fournisse
des résultats tres précis, doivent encore étre établies. Puisque le réseau de
Jacobi n’apporte aucune amélioration des résultats par rapport au réseau de
Legendre, tous les calculs matrice R sur réseau de Lagrange présentés dans la
suite sont basés sur le réseau de Legendre.

Les coefficients du développement en portée effective pour le potentiel ex-
ponentiel (5.63), calculés sur réseau de Legendre dans les cas d’'un moment
cinétique | = 0 et [ = 1, sont repris au tableau 5.4. Le déphasage de 'onde s

TAB. 5.4 — Coefficients du développement en portée effective pour le potentiel
exponentiel, calculés sur réseau de Legendre dans les cas [ =0 et [ = 1.

a \ N \ a \ T \ B
[=0
Exact | 8.693254 331840 | 2.605256 570229 | 0.027 974 454 552
10 | 15 | 8.6938 2.607 0.026
15| 15 | 8.6933 2.605 32 0.027 995
20 | 25 | 8.6932549 2.605256 9 0.0279758
25 | 35 | 8.693 254 334 2.605 256 566 0.027 974 460
=1
15 | 15 | —6.357 1.193 —1.02
20 | 25 | —6.36105 1.2026 —0.949
25 130 | —6.361138 1.202 94 —0.9449
30 | 40 | —6.361 140 1.202 95 —0.944 8

étant connu analytiquement (5.66), il est possible d’en déduire les coefficients
du développement en portée effective dans ce cas. La longueur de diffusion ag
est par exemple donnée par [MF53]

Qo

In(2) +2y—m

Jo(V8

No(V8)

)

(5.67)
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= 8.693254 331840 (5.68)

ou v est la constante d’Euler, et Jy et Ny sont les fonctions de Bessel de pre-
miére et seconde espéce. La portée effective rg et le paramétre de forme F
s’écrivent quant a eux sous une forme plus compliquée que nous n’explicitons
pas ici. Nous avons évalué ceux-ci numériquement a ’aide du programme Ma-
thematica, ce qui nous fournit

ro = 2.605256 570229 (5.69)
Py = 0.027974454552. (5.70)

En plagant la frontiére a a 10, un réseau de Legendre de 15 points nous
fournit une précision de 1'ordre de 1072 sur les trois paramétres ag, ro et P.
[’amélioration de ces valeurs nécessite une augmentation du rayon de voie,
comme l’illustre le calcul avec a = 15 et N = 15 pour lequel 'erreur sur
les trois coefficients est réduite a environ 10~*. La précision peut encore étre
améliorée en choisissant un rayon de voie a = 20, ce qui nous donne une
erreur de 1077, ou a = 25 pour une erreur d’environ 10~°. Bien entendu cette
augmentation de a doit aller de pair avec 'agrandissement de la taille N de la
base de Lagrange, afin de couvrir correctement la région intérieure. Néanmoins
le nombre de fonctions de Lagrange-Legendre requis reste raisonnable, et vaut
N = 25 pour a = 20 et N = 35 pour a = 25.

Dans le cas de I'onde p (I = 1), nous ne disposons pas de valeurs exactes
pour les coefficients du développement en portée effective. Nous pouvons ce-
pendant examiner la convergence des résultats en fonction du rayon de voie a
et de la taille NV de la base. La présence de la barriére centrifuge nécessite un
plus grand rayon de voie que dans le cas de l'onde s, et ralentit également la
convergence. Avec a = 15 et N = 15, ’erreur sur la longueur de diffusion a; et
la portée effective r; est d’environ 1072, et celle sur le paramétre de forme P,
est de 'ordre de 0.1. La précision peut étre améliorée en augmentant le rayon
de voie et simultanément la taille de la base. Cependant nous n’atteignons pas
aussi facilement des précisions de 1'ordre de 10~7 — 10~ comme dans le cas de
I'onde s. En effet avec a = 30 et N = 40, les erreurs sur ay, r; et P, valent
respectivement environ 1076, 1075 et 107%, le paramétre de forme étant le coef-
ficient qui converge le plus lentement. Méme si elle n’est pas aussi spectaculaire
que pour 'onde s, la précision obtenue sur les coefficient du développement en
portée effective dans I'onde p reste trés bonne.

5.5.2 Potentiel de Yamaguchi

Le potentiel de Yamaguchi |[Yamb4, vD89|, qui est un potentiel non local
séparable, s’écrit
V(r,r") = —v(r)v(r') (5.71)

ou v(r) est donné par

o(r) = \/26(a + B)e ™, (5.72)
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a et 3 étant deux paramétres (S > 0). Pour les calculs numériques nous
choisissons les valeurs suivantes

«

3, (5.73)
g =5 (5.74)

L’équation de Schrodinger avec le potentiel de Yamaguchi est exactement so-
luble dans I'onde s. Ce potentiel admet un état li¢, dont ’énergie est donnée
par

E=—-a*= -9 (5.75)
Le déphasage &y pour I'onde s peut quant & lui se mettre exactement sous la

forme du développement en portée effective (5.10)

11
k cotandy = T + §r0k2 — Pyrikt (5.76)

ou les coefficients aq, ¢ et Py s’écrivent,

2(a+ )
“ T aBa+28)
28 1
To m + E, (577)
1
B = 35t o

L’erreur sur I'énergie de 'état lié (5.75) obtenue par la méthode de la
matrice R aprés quelques itérations vaut 3 1075 en utilisant un rayon de voie
a =5 et seulement N = 15 points de réseau. Cette erreur est réduite a 10712
en augmentant la taille du réseau jusqu’a N = 25 points, avec le méme rayon
de voie.

Au tableau 5.5 sont repris les résultats pour les coefficients du développe-
ment en portée effective. La premiére ligne reprend les valeurs exactes de ces
paramétres (5.77). Nous ne présentons pas de résultats pour les déphasages cal-

TaAB. 5.5 — Coefficients du développement en portée effective pour le potentiel
de Yamaguchi, calculés sur réseau de Legendre pour I'onde s.

a \ N | ag ro B
Exact | 0.656410256411 | 0.356 25 —0.034 558 541 629
5110 | 0.654 0.3556 —0.0349

15 | 0.6564099 0.3562499 —0.034 558 52

20 | 0.656 410 256 0.356 250001 | —0.034 558 48

culés directement a certaines énergies, puisque ceux-ci peuvent étre déterminés
a toute énergie dés que les trois coefficients ag, 79 et Py sont connus (5.76).
Avec un rayon de voie a = 5, nous obtenons déja une erreur absolue inférieure
a 0.01 sur les trois parameétres ag, 7o et Py avec seulement N = 10 points. Cette
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précision est améliorée en augmentant la valeur de N. Avec N = 20, ’erreur
est inférieure & 10~ pour ag, et vaut environ 10~ pour 74 et 10=7 pour P.
Les résultats correspondant a N = 20 nous indiquent que la plus petite erreur
obtenue sur la valeur de ) avec N = 15 est quelque peu fortuite, les derniéres
décimales n’étant pas encore stabilisées.

5.5.3 Collision nucléon-nucléon

Dans cette section nous utilisons la méthode de la matrice R sur réseau de
Lagrange pour étudier le systéme nucléon-nucléon avec trois potentiels d’in-
teraction : le potentiel de Reid régulier (“soft core”), le potentiel de Paris et
le potentiel de Bonn. Le potentiel de Reid [RJ68| est un potentiel purement
local présentant un terme central, un terme de spin-orbite et un terme tenso-
riel couplant certaines voies, avec des dépendances spatiales de type Yukawa.
Les potentiels de Paris [LLR*80] et de Bonn [MHES7] présentent quant a eux
une dépendance en 1'énergie par l'intermédiaire de I'opérateur p? induisant la
non-localité de ces potentiels. Ils peuvent s’écrire sous la forme

V(Tu p2) = Vo(ﬂ p2)QO + ‘/1(7")])2)91 + VLS(T)QLS

+Vr(r)Qr + Vsoa (1)2soz (5.78)
avec
1 — .
3 .
Qg = L-S (5.81)
Qr = 3w—01'02 (5.82)
1
502 = ;(01-Loy-L+0y Loy L) (5.83)

ou o; = 2s;, s; étant le spin du nucléon i, S = s; + s, est le spin total et
L est le moment cinétique orbital total des deux nucléons. Contrairement au
potentiel de Paris, le potentiel de Bonn ne contient pas de terme SO2. Les pa-
ramétres du potentiel de Paris sont donnés dans [LLR*80]. Pour le potentiel
de Bonn, nous utilisons les paramétres définis dans [MHES87|. En particulier
ces deux potentiels n’ont pas été ajustés sur les mémes données expérimen-
tales : le potentiel de Bonn est ajusté pour reproduire les déphasages de la
collision neutron-proton [MHEST|, alors que le potentiel de Paris reproduit les
déphasages de la collision proton-proton [LLR*80].

Pour le potentiel de Reid, nous utilisons les unités h2/2,u = 41.47 MeV
fm? [RJ68|, tandis que pour les potentiels réalistes de Paris et de Bonn, nous
reprenons la masse réduite du systéme nucléon-nucléon [AW93]. Le potentiel
coulombien est dans tous les cas le potentiel pur en 1/r, avec e? = 1,4399 MeV
fm.

Au tableau 5.6 sont indiqués les déphasages obtenus avec les potentiels de
Reid, de Paris et de Bonn pour 'onde non couplée 1Sy des collisions neutron-
proton (np) et proton-proton (pp). Nous avons vérifié que ces déphasages sont



5.5. APPLICATIONS

99

TAB. 5.6 — Déphasages (en degrés) pour 'onde 'Sy pour les collisions np et pp
avec les potentiels de Reid, de Paris et de Bonn, par la méthode de la matrice
R sur réseau de Legendre translaté.

Potentiel | E (MeV) | a | N | 6(!So) np | a | N | §(1Sp) pp
Reid 1 8 |20 | 59.486 8 |20 | 45.740
10 | 30 | 59.400 10 | 30 | 45.693
12 | 40 | 45.699
10 8 |20 ]| 51.411 8 |20 ]| 51.244
10 | 25 | 51.352 10 | 30 | 51.210
10 | 30 | 51.376
100 8 20| 5.813 8 20| 6.554
10 | 25 | 5.757 10 1 30 | 6.518
10 | 30 | 5.776
Paris 1 10 | 30 | 59.44 10 | 30 | 45.73
10 | 40 | 59.67 10 | 40 | 45.93
20 | 80 | 59.67 20 | 80 | 45.94
10 10 | 30 | 50.93 10 | 30 | 50.71
10 | 40 | 51.03 10 | 40 | 50.80
20 | 80 | 51.03 20 | 80 | 50.81
100 10 | 30 | 4.77 10 1 30 | 5.53
10 | 40 | 4.83 10 | 40 | 5.59
20 | 80| 4.83 20 | 80 | 5.59
Bonn 1 8 | 20| 64.397 8 |20 | 49.863
10 | 25 | 64.602 10 | 25 | 50.087
10 | 30 | 64.572 12 | 30 | 50.067
20 | 60 | 64.573 20 | 60 | 50.066
10 8 |20 | 54.172 8 20| 53.875
10 | 25 | 54.261 10 | 25 | 53.966
10 | 30 | 54.249 10 | 30 | 53.954
20 | 60 | 54.249 20 | 60 | 53.954
100 8 20| 8.741 8 20| 9.458
10 | 25 | 8.799 10 | 25 | 9.517
10 | 30 | 8.790 10 | 30 | 9.507
20 | 60 | 8.790 20 | 60 | 9.508
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en accord avec les valeurs données dans les références [RJ68, LLR™80, MHE87]
des trois potentiels.

Dans le cas du potentiel de Reid, nous pouvons comparer les déphasages
obtenus avec les résultats d’un calcul par différences finies effectué a I'aide d’un
algorithme de Numérov [Ray81|. Ces déphasages de référence sont obtenus en
utilisant 2000 points de discrétisation et un pas de 0.01 fm, ce qui nous fournit
une précision meilleure que 0.001 degrés, et sont repris au tableau 5.7. Dans

TAB. 5.7 — Déphasages (en degrés) pour 'onde 'Sy pour les collisions np et pp
calculés par différences finies, avec 2000 points de discrétisation et un pas de
0.001 fm, pour le potentiel de Reid.

E (MeV) | 6(1So) np | 6(*Sy) pp
1 59.400 45.6990
10 51.376 51.210
100 2.776 6.018

le cas de la méthode de la matrice R sur réseau de Lagrange avec le potentiel
de Reid, des résultats raisonnables sont déja obtenus avec N = 20 points et
a = 8 fm. La précision est alors de 'ordre de 0.1 degrés pour £ = 1 MeV
et légérement inférieure pour £/ = 10 et 100 MeV. Ce choix est suffisamment
bon pour de nombreuses applications. La méme précision nécessite dans le cas
de différences finies environ 150 points équidistants. Une augmentation de a
ameéliore les résultats mais au prix d’une augmentation du nombre de points
de réseau. Avec a = 10 fm et N = 30 la précision est inférieure a 0.001 degrés
pour les collisions np et pp aux trois énergies considérées, sauf a £ = 1 MeV
dans la collision pp, ou l'erreur est inférieure a 0.01 degrés. Dans ce dernier cas
une précision inférieure a 0.001 degrés nécessite un rayon de voie de 12 fm et
N = 40 points.

Dans les cas des potentiels de Paris et de Bonn, nous ne disposons pas de
résultats par différences finies pouvant servir de référence. Pour le potentiel de
Paris, nous utilisons donc un calcul avec a = 20 fm et N = 80 points comme
référence. Les déphasages obtenus avec ce potentiel convergent beaucoup plus
lentement que dans le cas du potentiel de Reid. De plus grandes bases de La-
grange sont donc nécessaires. Néanmoins, méme avec des réseaux de Lagrange
contenant beaucoup de points, nous n’obtenons pas de déphasage avec une
précision de 'ordre de 0.001 degrés. Ceci n’est pas génant puisque de telles
précisions ne sont pas nécessaires dans les applications pratiques. Cette lente
convergence des résultats est due a la structure du potentiel de Paris, et en
particulier de la partie non locale de celui-ci. Toutefois, avec un rayon de voie
a = 10 fm, nous obtenons une précision sur les déphasages de I'onde 'S, de
Iordre de 0.1 degrés avec N = 30 points, pour les collisions np et pp aux trois
énergies I/ = 1, 10 et 100 MeV. Cette précision peut étre améliorée simple-
ment en augmentant la taille du réseau jusqu'a N = 40, et devient alors égale
a environ 0.01 degrés.

Bien que le potentiel de Bonn présente également une non-localité, la
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convergence des déphasages est dans ce cas plus rapide qu’avec le potentiel
de Paris. De plus petits nombres N de points de réseau suffisent donc pour
obtenir une précision fixée. Nous considérons un calcul sur réseau de Lagrange
avec a = 20 fm et N = 60 comme point de référence. Comme pour le potentiel
de Reid, un rayon de voie a = 8 fm et N = 20 points nous fournissent déja
une précision de I'ordre de 0.1 degrés pour les déphasages 1S, des collisions np
et pp. L’amélioration de ces résultats requiert une augmentation de a : avec
a =10 fm et N = 25 points, nous obtenons une précision d’environ 0.01 degrés
aux trois énergies considérées. Augmenter la taille NV du réseau jusqu'a N = 30
permet encore de réduire 'erreur sur les déphasages, la précision devenant in-
férieure a 0.001 degrés, sauf & £/ = 1 MeV pour la collision pp. Dans ce cas une
précision de 0.001 degrés nécessite également une légére augmentation de a a
12 fm. Les déphasages obtenus ne sont pas exactement identiques avec les deux
potentiels réalistes de Paris et de Bonn, puisque ceux-ci n’ont pas été ajustés
sur les mémes données expérimentales, comme expliqué précédemment.

Nous considérons maintenant la collision np en voies couplées 3S; — 3Dy,
qui correspond a la structure du deuton. Nous pouvons utiliser la procédure
itérative pour déterminer I’énergie de liaison du deuton. Aprés quelques itéra-
tions, nous obtenons une énergie pour le deuton de —2.22460 MeV avec a = 15
fm et N = 50 pour le potentiel de Reid, de —2.22472 MeV et —2.22466 MeV
avec a = 12 fm et N = 40 respectivement pour les potentiels de Paris et de
Bonn. Lorsque nous augmentons a et N seule la derniére décimale est modifiée.
Ces résultats sont en bon accord avec les valeurs pour cette énergie données
dans les références des trois potentiels [RJ68, LLR T80, MHES&T].

Les déphasages principaux et le parameétre de couplage pour les voies cou-
plées 3S; — 3Dy, calculés sur réseau de Lagrange, sont donnés au tableau 5.8
pour trois énergies. Il faut noter que nous utilisons ici la paramétrisation de
la matrice de collision telle qu’employée dans les références [RJ68, LLR ™80,
MHES7| des potentiels nucléaires. La matrice de collision est alors définie en

fonction des déphasages principaux d; et do et du paramétre de couplage €
selon [SYM57]

el 0 cos 2¢ isin 2e et 0
U= ( 0 e isin2e  cos2e 0 e |- (5.84)

Cette paramétrisation différe de celle utilisée dans l'article [HSvRB9S|, qui
correspond a une formulation mathématique de la matrice de collision due
a Blatt et Biedenharn [BB52|. La paramétrisation définie par (5.84) est par
contre plus physique. En effet le paramétre de couplage € a dans ce cas une
interprétation simple : il donne les proportions dans lesquelles un faisceau
incident dans la voie d’entrée se divise entre les deux voies de sortie. Il est donc
une mesure du degré de non-conservation du moment cinétique orbital. De plus,
avec la paramétrisation (5.84), les déphasages totaux s’obtiennent simplement
en ajoutant aux déphasages nucléaires d; et do le déphasage coulombien, alors
que le lien entre les déphasages nucléaires obtenus avec la paramétrisation de

Blatt-Biedenharn, et les déphasages totaux prend une forme plus compliquée
[SYM57].
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TAB. 5.8 — Déphasages principaux et paramétre de couplage (en degrés) pour
la collision np dans les ondes partielles couplées 3S; — 3D; par la méthode de
la matrice R sur réseau de Legendre translaté.

Potentiel | E (MeV) | a | N | dg op €
Reid 1 8 |20 | —43.38 —-0.022 | —-0.29
10| 30 | —43.323 | —0.025 | —0.271
15 | 40 | —43.313 | —0.027 | —0.257
10 8 |20 86.23 —2.17 1.74
10 | 30 86.268 | —2.206 1.692
100 8 |20 18.55 | —19.110 5.70
10 | 30 18.580 | —19.113 5.676
Paris 1 10 | 20 | —43.56 —-0.024 | —0.27
12 | 40 | —43.62 —0.026 | —0.26
20 | 80 | —43.62 —0.027 | —0.25
10 10 | 20 85.94 —2.16 1.57
10 | 40 85.88 —2.16 1.58
20 | 80 85.88 —2.16 1.58
100 10 | 20 19.29 | —20.42 3.18
10 | 40 19.24 | —-20.43 3.21
20 | 80 19.24 | —20.43 3.21
Bonn 1 8 |20 | —43.664 | —0.022 | —0.285
10 | 25 | —43.583 | —0.0250 | —0.260
15 | 35 | —43.588 | —0.0276 | —0.245
20 | 60 | —43.585 | —0.0278 | —0.244
10 8 |20 85.883 | —2.163 1.375
10 | 25 85.951 | —2.206 1.322
10 | 30 85.940 | —2.206 1.323
20 | 60 85.941 | —2.209 1.325
100 8 |20 19.456 | —21.268 | —0.335
10 | 25 19.515 | —21.267 | —0.366
10 | 30 19.505 | —21.268 | —0.362
20 | 60 19.505 | —21.269 | —0.364
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Dans le cas du potentiel de Reid, nous nous comparons a nouveau a un
calcul par différences finies. Les valeurs de référence des déphasages sont indi-
quées au tableau 5.9, et correspondent toujours a 2000 points de discrétisation
et & un pas de 0.001 fm. Les commentaires effectués sur les déphasages 1.5,

TAB. 5.9 — Déphasages principaux et paramétre de couplage (en degrés) pour
les collisions en voies couplées np 3S; — 3D, et pp 3P, — 3F;, calculés par dif-
férences finies. Les conditions de calculs sont 2000 points de discrétisation et
un pas de 0.01 fm pour 3S; — 3D; et 700 points et un pas de 0.02 fm pour
3Py, —3F.

FE (MGV) (SS (SD € 5P (SF €
1 —43.313 | —0.027 | —0.255 || 0.040 | 0.00009 | —0.006
10 86.270 | —2.209 1.693 || 1.667 | 0.064 —0.585
100 18.581 | —19.114 5.674 || 15.750 | 1.263 —2.989

pour le potentiel de Reid sont encore valables dans ce cas-ci : un rayon de voie
a = 8 fm et N = 20 points fournissent une précision d’environ 0.1 degrés sur
les déphasages principaux et sur le paramétre de couplage. L’augmentation de
aet N (a =10 fm et N = 30) améliore la précision, qui devient alors excellente
(environ 0.001 degrés), sauf pour E = 1 MeV, ou une telle précision requiert
un rayon de voie de 15 fm et N = 40 points de réseau.

Dans le cas du potentiel de Paris, la convergence est toujours ralentie a
cause du terme non local. Un calcul avec a = 20 fm et N = 80 points nous
sert de référence. Les commentaires sont essentiellement les mémes que pour
les déphasages 1Sy. Pour £ = 1 MeV, I'obtention d’une précision de I'ordre de
0.01 degrés nécessite cependant un rayon de voie plus grand (¢ = 12 fm) que
pour le déphasage 15.

Dans le cas du potentiel de Bonn également, les commentaires sur le dé-
phasage 'Sy sont encore d’application pour la collision 3S; — 2D, sauf pour
E =1 MeV. A cette énergie la convergence des déphasages est légérement plus
lente que dans le cas de 'onde 1Sy. Un plus grand rayon de voie a = 15 fm et
par conséquent un plus grand réseau /N = 35 sont nécessaires pour obtenir une
précision de 'ordre de 0.001 degrés sur les deux déphasages principaux et sur
le coefficient de couplage. Cependant avec a = 8 fm et N = 20 points, nous
obtenons toujours une bonne précision de l'ordre de 0.1 degrés.

Nous avons également calculé les déphasages en voies couplées 3P, — 3 F,
pour la collision pp. Les résultats sont donnés au tableau 5.10 pour les trois
potentiels. Dans le cas du potentiel de Reid, les valeurs de référence de ces
déphasages, obtenues par un calcul par différences finies avec 700 points de
discrétisation et un pas de 0.02 fm, sont indiquées au tableau 5.9. La situation
est quelque peu modifiée par rapport a la collision 3S; —3D; a cause de la force
coulombienne et/ou des barriéres centrifuges plus élevées. De bons résultats
sont obtenus avec de plus petites valeurs de N. Cependant, aux basses énergies,
le rayon de voie doit étre choisi plus grand. La méthode des différences finies
converge également plus difficilement dans ce cas-ci. La valeur de € n’est pas
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TAB. 5.10 — Déphasages principaux et parameétre de couplage (en degrés) pour
la collision pp dans les ondes partielles couplées 3P, — 3F, par la méthode de
la matrice R sur réseau de Legendre translaté.

Potentiel | E (MeV) | a | N | dp O €
Reid 1 8§ | 15| 0.043 | 0.00003 | —0.004
10 [ 20 | 0.041 | 0.00006 | —0.005
15 (20 | 0.040 | 0.00009 | —0.006

10 8 | 15| 1.667 | 0.052 —0.584
10 | 20 | 1.667 | 0.062 —0.590
15 (20| 1.667 | 0.064 —0.585
100 8 | 15| 15.742 | 1.261 —2.993
10 | 20 | 15.748 | 1.263 —2.988
12 | 25 | 15.750 | 1.263 —2.987
Paris 1 10 | 20 | 0.048 | 0.00006 | —0.0056

15|30 | 0.047 | 0.00010 | —0.0068
20 | 80 | 0.047 | 0.00011 | —0.0069

10 10 {20 | 1.809 | 0.068 —0.639
15 (30| 1.813 | 0.071 —0.633
20 | 80| 1.805 | 0.071 —0.633
100 10 | 30 | 16.50 1.097 —2.755
12 | 50 | 16.26 1.098 —2.765
20 | 80 | 16.29 1.098 —2.763
Bonn 1 10 | 20 | 0.0420 | 0.00006 | —0.0054

15 | 30 | 0.0409 | 0.00009 | —0.0065
20 | 60 | 0.0409 | 0.00010 | —0.0066
10 10 | 20 | 1.6993 | 0.0664 | —0.645
15130 | 1.6993 | 0.0687 | —0.640
20 | 60 | 1.6993 | 0.0688 | —0.640
100 8 1201 15.766 | 1.331 —3.215
10 | 30 | 15.765 | 1.332 —3.211
20 | 60 | 15.765 | 1.333 —3.210
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aussi précise que les autres résultats par différences finies. Le déphasage dp et
le paramétre de couplage € étant trés petits a 1 MeV, le rayon de voie a doit
étre plus grand que 15 fm afin de fournir des valeurs correctes pour ces deux
paramétres. Par contre, & 100 MeV, une trés bonne précision est obtenue avec
seulement N = 20 points et a = 10 fm.

Avec le potentiel de Paris, le rayon de voie doit également étre choisi plus
grand aux basses énergies car le déphasage dp et le paramétre de couplage
e sont trés faibles. Avec @ = 15 fm et N = 30 points, la précision a 1 MeV
est déja inférieure & 0.001 degrés. Un rayon de voie a = 10 fm nous fournit
une précision de l'ordre de 0.1 degrés aux énergies £ = 10 MeV et 100 MeV
avec respectivement N = 20 et 30 points. Ces résultats peuvent étre améliorés
en augmentant a et N. Pour £/ = 100 MeV, une précision de 1'ordre de 0.01
degrés est obtenue avec a = 12 fm et N = 50 points, ceux-ci étant requis pour
reproduire les cinq oscillations de la fonction d’onde.

Dans le cas du potentiel de Bonn, pour une précision fixée, le rayon de voie
doit étre augmenté par rapport au cas de 'onde 1Sy, sauf lorsque £ = 100 MeV.
Pour les trois énergies considérées, une taille de réseau N = 30 est suffisante
pour obtenir une précision de 'ordre de 0.001 degrés, avec un rayon de voie
dépendant de E (a = 15 fm pour £ = 1 MeV et £ = 10 MeV, et 10 fm pour
E =100 MeV).

Le tableau 5.11 reprend les résultats obtenus avec les trois potentiels nuclé-
on-nucléon pour les coefficients du développement en portée effective. Les col-
lisions np et pp sont considérées. Du fait de la présence d’un terme tensoriel
dans les trois potentiels, 'onde 3S; est couplée avec 3D, et la matrice R est
alors calculée en voies couplées. Dans le cas du potentiel de Reid, de bons
résultats sont déja obtenus avec a = 12 fm. La convergence du paramétre de
forme est cependant plus lente en fonction de a. Ceci est relié aux dérivées
successives de la fonction d’onde par rapport a I’énergie qui s’étendent sur un
domaine spatial de plus en plus grand. L’obtention d’un paramétre de forme
précis nécessite donc une région intérieure plus large que pour la longueur de
diffusion et la portée effective. Les résultats sont en bon accord avec ceux de
Reid [RJ68| obtenus & partir de trois déphasages & basse énergie, et indiqués
au tableau 5.12.

Pour le potentiel de Paris, pour les ondes S, le rayon de voie peut étre choisi
égal a 15 fm ou plus. De plus grandes valeurs sont nécessaires pour les ondes P.
Des nombres de points de réseau plus élevés que pour le potentiel de Reid sont
requis pour obtenir des résultats stables. Néanmoins ceux-ci sont obtenus avec
des nombres de points de I'ordre de 60 pour les ondes S et 40 pour les ondes
P. La convergence du paramétre de forme par rapport a a est cependant assez
lente pour les raisons données plus haut. Des valeurs précises de ce paramétre
nécessitent d’augmenter a et donc /N. Nos résultats sont en accord avec ceux
de [LLR™80], repris au tableau 5.12. Il faut noter que nos valeurs pour 'Sy np
doivent étre comparées avec les valeurs nn de cette référence malgré une légére
différence de masse. La longueur de diffusion 'Sy np avec ce potentiel n’est pas
en bon accord avec la valeur expérimentale car le potentiel est ajusté sur la
collision pp.

Dans le cas du potentiel de Bonn, des commentaires similaires & ceux pour
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TAB. 5.11 — Coefficients du développement en portée effective calculés a I'aide
de la méthode de la matrice R sur réseau de Lagrange pour les potentiels
nucléon-nucléon de Reid (“soft core”), de Paris et de Bonn.

Potentiel [ NN [2°FIL, I N | a|aq 7 B
Reid np | 'Sy [30]12] —17.137 2.801 0.026
40 | 12 | —17.139 2.801 0.026
40 | 14 | —17.144 2.805 0.029
381 13012 5.3890 | 1.7222 | —0.0162
40 | 12 5.3899 | 1.7224 | —0.0162
40 | 14 5.3897 | 1.7221 | —0.0169
pp 1Sy 3012 —7.773 2.716 0.033
40 [ 12 | —7.774 2.716 0.033
40 | 14 | —7.776 2.722 0.037
Paris np | 1S, |60]12] —17.69 2.876 0.0272
80 | 15 | —17.702 2.881 0.0312
80 | 20 | —17.707 2.882 0.0327
38, |50 12 5.4272 | 1.7636 | —0.0045
60 | 15 5.4270 | 1.7634 | —0.00532
60 | 20 5.4270 | 1.7635 | —0.00524
P 130120 2.985 | —5.955 | —0.00080
40 | 25 2.987 | —=5.979 | —0.00063
3P, [30]20| —3.056 3.58 —0.022
40 | 25 | —3.055 3.596 | —0.0168
pp 1Sy |50 |12 | —7.886 2.79 0.034
60 | 15 | —7.890 2.802 0.040
60 | 20 | —7.872 2.807 0.042
3Py [30]20| —3.318 3.56 —0.024
50 | 25| —3.318 3.583 | —0.0178
Bonn np LSo 40 | 12 | —23.74 2.657 0.036
40 | 15 | —23.749 2.661 0.0399
50 | 20 | —23.750 2.662 0.0412
38, 140 | 12 5.4237 | 1.7590 | —0.0048
40 | 15 5.4235 | 1.7587 | —0.0057
50 | 20 5.4234 | 1.7589 | —0.0057
P 130120 3.067 | —5.828 | —0.0088
40 | 25 3.0689 | —5.851 | —0.0070
3Py [30]20| —3.1596 | 3.104 | —0.017
40 [ 25| —3.1599 | 3.115 | —0.0117
pp 1Sy |40 |12 | —8.671 2.593 0.044
40 | 15| —8.6746 | 2.600 0.050
50 | 20 | —8.6751 | 2.602 0.0522
3Py [30]20| —3.4177| 3.132 | —0.019
40 | 25| —3.4183 | 3.144 | —0.0129
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TAB. 5.12 — Coefficients du développement en portée effective tels qu’indi-
queés dans les références [RJ68], [LLR 80| et [MHES87] respectivement pour les
potentiels de Reid (“soft core”), de Paris et de Bonn.

Potentiel | NN | 25F1L; | g s P,
Reid np 1Sy | =171 2.80 0.020
35, 5.390 1.720 | —0.027
pp 1S, —7.78 2.72 0.028
Paris nn 1Sy —17.612 2.881
np | 39 5.427 | 1.766
pp 1S, —7.810 | 2.797
Bonn np 1Sy | —=23.751 | 2.662
35, 5.423 1.759
P 3.069 | —5.853
3Py —3.160 3.116

le potentiel de Paris peuvent étre faits en ce qui concerne la convergence des
résultats pour le développement en portée effective. Cependant, de plus petits
nombres de points sont requis pour obtenir une précision donnée par rapport au
potentiel de Paris. Ceci est probablement da a la différence de comportement
des parties non locales. Dans ce cas-ci le potentiel est ajusté sur la collision np
et est en accord avec la longueur de diffusion np expérimentale.

Ces différents résultats nous indiquent que la méthode de la matrice R sur
réseau de Lagrange permet de déterminer simplement et avec une bonne préci-
sion les déphasages pour les collisions nucléon-nucléon. Les termes non locaux
inclus dans les interactions réalistes de Paris et de Bonn peuvent également étre
traités sur réseau de Lagrange, c’est-a-dire a I’approximation de Gauss, sans
réduire de maniére significative la précision. Néanmoins ces termes induisent
un ralentissement de la convergence des résultats, ce qui nécessite 'augmen-
tation de la taille NV du réseau pour obtenir une précision fixée. Une précision
de lordre de 0.1 degrés, suffisante pour la plupart des applications, est déja
atteinte avec des bases de N = 20 fonctions de Lagrange pour les potentiels
de Reid et de Bonn, et de N = 30 fonctions pour le potentiel de Paris. D’autre
part, appliquée a la détermination du développement en portée effective, cette
méthode fournit une précision permettant de détecter de petites différences
entre les paramétres du développement des potentiels de Paris et de Bonn
pour l'onde 3S;.
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5.6 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons introduit la méthode de la matrice R sur ré-
seau de Lagrange afin de déterminer la matrice de collision, et d’en extraire les
déphasages caractérisant les fonctions d’onde des états de collision, ainsi que
les coefficients du développement en portée effective. Comme dans le cas de
la détermination des états liés (chapitre 4), I'utilisation de I"approximation de
Gauss simplifie fortement le calcul des éléments de matrice intervenant dans la
méthode. Les matrices des parties locales des potentiels sont purement diago-
nales et facilement évaluées. La matrice correspondant & un potentiel non-local
n’est pas diagonale, mais conserve cependant la simplicité des termes locaux,
c’est-a-dire qu’elle ne dépend que du potentiel non-local évalué aux points du
réseau. Nous avons également considéré une non localité dans les potentiels
d’interaction dépendant de p* (5.55). Les éléments de matrice correspondant
sont évalués a I'approximation de Gauss et présentent une structure similaire
a celle de la matrice cinétique. Ces termes ne semblent pas réduire la précision
des résultats, bien qu’ils induisent un ralentissement de la convergence.

Nous avons appliqué cette méthode a la diffusion & une voie par un poten-
tiel exponentiel, qui est exactement soluble dans I'onde s. Les résultats obtenus
permettent d’étendre au cas des états libres les conclusions du chapitre 4 sur
les états liés, a savoir que les calculs sur réseaux de Lagrange se révélent aussi
précis et beaucoup plus simples que des calculs "exacts", ¢’est-a-dire sans uti-
liser 'approximation de Gauss. De plus la comparaison des résultats des deux
réseaux de Legendre et de Jacobi (0,2) confirme I'observation faite sur le réseau
de Laguerre régularisé au chapitre 4, qui est que la base des fonctions de La-
grange ne doit pas étre nécessairement orthogonale pour fournir des résultats
précis.

La méthode a aussi été utilisée dans le cas de la collision élastique avec un
potentiel de Yamaguchi, qui est un potentiel non-local séparable. Cet exemple
illustre 'extension de la méthode des réseaux de Lagrange au traitement de
potentiels non-locaux. La précision obtenue dans ce cas est comparable a celle
obtenue avec des potentiels purement locaux, et valide donc I'utilisation de la
méthode des réseaux de Lagrange pour ce type de potentiels.

Nous avons ensuite utilisé la méthode de la matrice R sur réseau de Le-
gendre pour étudier la collision nucléon-nucléon. Les déphasages, ainsi que les
coefficients du développement en portée effective, sont obtenus avec une bonne
précision. En particulier, pour trois énergies typiques, une précision sur les
déphasages de l'ordre de 0.1 degrés est déja atteinte avec seulement quelques
dizaines de points de réseau. Le gain en nombre de points de la méthode sur
réseau de Lagrange par rapport a un calcul par différences finies augmente
rapidement en fonction de la précision recherchée. En ce qui concerne le dé-
veloppement en portée effective, la précision obtenue permet de détecter de
légeres différences entre les coefficients du développement correspondant a di-
vers potentiels nucléon-nucléon pour I'onde partielle 35;.



Chapitre 6

y

Systémes a trois corps -
(Généralités

6.1 Introduction

Apres avoir étudié avec la méthode des réseaux de Lagrange les états liés
et libres des systémes a deux corps, nous nous consacrons aux systémes a trois
corps. Dans ce chapitre, nous considérons quelques systémes de coordonnées
adaptés aux problémes a trois corps. Dans chaque cas, nous associons aux
différentes coordonnées un réseau de Lagrange choisi selon leur domaine de
définition. Ceci nous permet de comparer le traitement de ce type de probléme
par la méthode des réseaux de Lagrange en fonction du systéme de coordon-
nées.

Le hamiltonien d’un systéme a trois corps s’écrit de maniére générale

g P PP
2m1 2m2 2m3

+V(T1,’I”2,T3) (61)

ou r; est la coordonnée de la particule 7 de masse m;, et p; est son impulsion.
Souvent le potentiel V' se limite & des interactions a deux corps, ne dépendant
que des distances entre les particules. Il s’exprime alors sous la forme

V(ry, 72, 73) = Vig(r13) + Vas(ras) + Via(r12) (6.2)

avec les distances interparticules r;; = |r; — 7;]|.

Tout systéme a trois corps posséde neuf degrés de liberté qui peuvent étre
répartis en trois groupes. Le premier correspond a la position du systéme et est
déterminé par la coordonnée du centre de masse. Le deuxiéme groupe caracté-
rise I'orientation dans I’espace du triangle formé par les trois particules, et peut
étre représenté a 'aide de trois angles d’Euler. Enfin les trois derniers degrés
de liberté définissent la forme du triangle, et correspondent aux coordonnées
internes du systéme. Le mouvement du centre de masse peut étre séparé du
mouvement relatif des trois particules. L’hamiltonien (6.1) se décompose alors

en la somme
P2
H=-"2“"1+H, )
ong T Hint (6.3)

109
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ou M est la masse totale du systéme. Le premier terme correspond a I'énergie
cinétique du centre de masse, et H;,; représente le hamiltonien décrivant la
structure interne du systéme a trois corps. Nous nous intéressons ici a cet
hamiltonien H;,;, qui est la somme d’'une énergie cinétique 7;,; et du potentiel
V' (6.2). Dans ce chapitre, nous supposons les particules sans spin, et nous
ne considérons que les états S, correspondant & un moment cinétique orbital
L = 0. Dans ce cas la fonction d’onde du systéme a trois corps est indépendante
des angles d’Euler, et ne dépend plus que des trois coordonnées internes. Pour
représenter celles-ci, nous considérons les quatre ensembles de coordonnées
formés par les coordonnées relatives, de Hylleraas normalisées, de Jacobi et
périmétriques.

Afin de comparer le traitement de systémes a trois corps par la méthode
des réseaux de Lagrange avec ces différents systémes de coordonnées, nous
utilisons trois interactions V;; (6.2) identiques. Nous considérons tout d’abord
trois potentiels d’oscillateur harmonique, et ensuite trois potentiels gaussiens.
Le premier exemple présente ’avantage que 1’énergie de 1’état fondamental du
systéme & trois corps est connue exactement. Nous pouvons ainsi analyser la
convergence de la méthode des réseaux de Lagrange pour chaque systéme de
coordonnées, et également le remplissage de la matrice hamiltonienne dans le
calcul variationnel approché. Le choix du potentiel n’a aucun effet sur ce der-
nier point car nous évaluons les termes potentiels a 'approximation de Gauss,
ce qui conduit & une matrice potentielle purement diagonale. Le remplissage
de la matrice hamiltonienne provient donc entiérement du terme d’énergie ci-
nétique lors d’un calcul sur réseaux de Lagrange. Nous utilisons enfin trois
interactions de type coulombien afin d’analyser le probléme des singularités
dans les potentiels dans le cas de systémes a trois corps.

6.2 Systémes de coordonnées

Dans cette section nous définissons les quatre systémes de coordonnées
(coordonnées relatives, de Hylleraas normalisées, de Jacobi et périmétriques),
et nous explicitons les éléments de matrice de 'opérateur cinétique 7;,;, ainsi
que la dépendance du potentiel d’interaction exprimé dans ces coordonnées.

6.2.1 Coordonnées relatives

Les coordonnées relatives sont les plus simples & définir pour un systéme a
trois corps. En choisissant la particule 3 comme référence, elles s’écrivent

i3 = T1—T3

Tos3 — T9o —T3.
Avec ces coordonnées, le terme d’énergie cinétique du hamiltonien H;,,; devient
2
P13

2
7ﬂint == + P23
2013 203

1
— . 6.6
+ - D13 - Dos (6.6)
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ou j;; est la masse réduite des particules 7 et j, et p;3 est 'impulsion associée
a la coordonnée relative r;3. Le terme contenant 'opérateur p;;-p,3 est appelé
polarisation de masse en physique atomique.

Dans le cas des états S, la fonction d’onde ne dépend que de trois coordon-
nées internes que nous choisissons égales a

™3 = |"°13|
To3 = |7’23| (67)
v = cos(fz) = T 723

713723

Elles sont composées des deux distances interparticules 13 et ro3 définies sur
[0,00[, et du cosinus = de I'angle entre les coordonnées relatives 713 et 73,
variant sur l'intervalle [—1,1]. A ces trois coordonnées est associé I’élément de
volume

dV = riyridrisdrysdz. (6.8)
Les éléments de matrice de I’énergie cinétique pour les états S pris entre

deux fonctions F'(r13,723, %) et G(ris, a3, ) peuvent s’écrire avec les trois va-
riables (6.7) sous la forme

1

o] o) 1
<F|Tint|G> = / / / drizdrozdx 7’137“23F(7’13,7‘23, :v){ - 3313
o Jo J-1 213
1 1 1
— 02— + ) 1 —2%)0? — 220,
2p93 % <2M137’%3 2#237”33 (( ) )
1 1 1
20,00, + (1= 220, — 2 (ar +—a, )
m3 13 23 (( ) ) ,',,13 23 T23 13
+ (a: + (3% - 1)0, — z(1 — 562)33)} }7’13T23G(7’137 T93, )
13723

(6.9)

en choisissant 7 = 1. Nous avons effectué la commutation du facteur ry3ros,
provenant de 1’élément de volume (6.8), avec les opérateurs différentiels afin
de faire apparaitre ce facteur de maniére symétrique a gauche et a droite des
différents opérateurs. Cette notation est plus intéressante pour le traitement
sur réseau de Lagrange (voir plus loin). Le potentiel (6.2) devient quant & lui

V' = Vis(r13) + Vag(res) + Vie ( i3 + 135 — 27”137’23$> (6.10)

exprimé dans les coordonnées relatives.

6.2.2 Coordonnées de Hylleraas normalisées

Les coordonnées de Hylleraas ont été introduites afin d’étudier ’atome d’hé-
lium [BS57|. Elles prennent la forme de combinaisons linéaires des distances
interparticules

§ = T3+ T3
= T13 —T23 (611)

uUu = T2
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La variable s est définie sur I'intervalle [0, cc[, et les conditions que doivent
vérifier les trois distances interparticules, car elles forment les cotés d’un tri-
angle, nous fournissent 0 < u < s et —u <t < u. Ces trois variables présentent
donc des domaines de définition qui dépendent des autres coordonnées. Ceci
ne convient pas a un traitement sur réseaux de Lagrange, pour lesquels les
intervalles de définition sont fixés. Nous introduisons donc les coordonnées de
Hylleraas normalisées en posant

r = t/u
= u/s (6.12)

Ces nouvelles variables x,y et z sont ainsi définies respectivement sur les in-
tervalles [—1, 1], [0,1] et [0, co[. L’élément de volume associé est donné par

dV = y*2°(1 — 2%y?)dzdydz. (6.13)

Chuluunbaatar, Puzynin et Vinitsky [CPV01] ont récemment utilisé ces coor-
données pour déterminer les énergies des états fondamentaux de plusieurs sys-
témes atomiques a deux électrons. Avec ces coordonnées de Hylleraas normali-
sées, 1’élément de matrice de Iénergie cinétique entre deux fonctions F(x,y, 2)
et G(x,y, z) peut s’écrire

1 1 [e%s)
(FITwlG) = [ [ [ dedya:
—-1J0 0

. 2 2 2
{23(1 ) lu *y) + (1+2y) + Qy] 0, F0,G
2m1 2m2 ms

1—2y)? (1+2y)? 242
( y)+( y)+i

23(1 — /2 0,F0,G
+y72°( y)[ 9my 2y m;;] yl' Oy

9
42 l(l I — a4+ 2(1@/)] 0.F0.G

2m1 QTTLQ ms
+y2A(1 — ) [1_“/ _ 1Y 0. Fo.G 1 0.F0,G)
r(l—=x r(1+2x 2
224 (1 — ) l (2 y) _ ( y) _ y]
ma 2m2 ms
x(0,F0,G + 6ZF6yG)}. (6.14)

Cette expression a l'avantage d’étre explicitement symétrique vis-a-vis de
I’échange des fonctions F' et G, ce qui traduit 'hermiticité de cet élément
de matrice. Exprimé dans ce systéme de coordonnées, le potentiel (6.2) s’écrit

Vv () e () v (o)

6.2.3 Coordonnées de Jacobi

Les coordonnées de Jacobi, qui sont une variante des coordonnées relatives,
sont fort utilisées pour traiter des problémes a plus de deux corps. Chacune de



6.2. SYSTEMES DE COORDONNEES 113

ces coordonnées est la coordonnée relative entre une particule ¢ et le centre de
masse de toutes les précédentes. Pour un systéme a trois corps, en choisissant
la particule 3 comme référence, elles s’écrivent explicitement

T = T9o—T

1
R = - 6.16
T3 my T - (ml'l"l + mg’f'g) ( )

et présentent une dépendance en les masses m; et mo. Dans ce cas-ci, 'opéra-
teur d’énergie cinétique interne devient
p2 P2

Tt = =—— +
mt 2,M12 2,u123

(6.17)

avec les impulsions p et P associées aux coordonnées de Jacobi r et R, et
les masse réduites p2 = U2 et iz = % L’expression (6.17) est
évidemment beaucoup plus simple que (6.6) puisqu’il n’y a plus de terme de
polarisation de masse. Comme dans le cas des coordonnées relatives, nous
choisissons pour représenter les trois degrés de libertés des états 5, les deux
distances r et R et le cosinus x de ’angle entre les vecteurs r et R. L’élément

de volume est similaire a (6.8), c’est-a-dire

dV = r’R*drdRdz. (6.18)

L’élément de matrice de 1’énergie cinétique dans les coordonnées de Jacobi
peut se déduire de expression (6.9) dans les coordonnées relatives, et est donné
par

oo roo rl 1 1
(FITulc) = [~ [ drdemRF(r,R,a;){—af_a;
o Jo J-1 H12 H123

1 1
B 1—2%)02 — 220,) pr RG(r, R, 7).
(2,“127“2 * 2#123RQ> (( v)0; v )}r (r, R, )
(6.19)

Le potentiel d’interaction devient avec ces coordonnées
2
m 2m
Vo= vB(JRu( R 2 rRx)

2 2
+ Va3 ($ R2 + ( ™ r? — UG T‘Rx) + Via(r). (6.20)

my + mg)? my + mo
La simplification du terme d’énergie cinétique se fait donc au détriment de

I’expression du potentiel.

6.2.4 Coordonnées périmétriques

Les coordonnées périmétriques [Pek58, Zhe90| constituent une variante
des coordonnées de Hylleraas en ce sens qu’elles correspondent également a
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des combinaisons linéaires des distances interparticules, mais contrairement &
celles-ci, elles traitent les trois particules de facon tout a fait symétrique. Ces
coordonnées sont données par

T12 — T23 + 713
= T2+ T2 — 713 (6.21)
Z = —Ti2+T3+T13
en fonction des distances r;; entre les particules ¢ et j. Elles sont toutes trois
définies sur I'intervalle [0, 0o[. L’élément de volume associé a ces coordonnées
s’écrit
AV = (v +y)(z + 2)(y + 2)dzdydz. (6.22)

L’élément de matrice de 1’énergie cinétique entre deux fonctions F'(z,vy, 2)
et G(z,vy, z) est donné par 'expression symétrique

(F|Tm|G) = Z/Ode/oody/oodz
0 0 0

{[x(y—l—z)(x—i—y—FZ) N z2(2 + ) N zy(r +y)

] 0, F0,G

N [yZ(y +2)  yEta)ztyte)  aylet y)] 0,F0,G
mi mo ms
N [yz(y%— z) N xz(z + x) N 2(x+y)lx+y+ z)] 0.F0.G
my mo ms3
—yz(ifz) (0,F0.G + 0.F9,G)
1
_22EE) 4 po.G o+ 6,F0.G)
mgy
—W (0,F0,G + (%F(?xG)} , (6.23)
3
et le potentiel s’exprime dans les coordonnées périmétriques selon
V:V13<$—52>+‘/23(y—52>+v12(x—;—y)‘ (6.24)

6.3 Choix des réseaux de Lagrange

A chaque systéme de coordonnées ainsi défini, nous associons des réseaux
de Lagrange choisis en fonction des domaines de définition des différentes va-
riables. Les quatre ensembles de coordonnées considérés ici ne font interve-
nir que trois domaines différents. Il s’agit de l'intervalle semi-infini [0, co[, et
des deux intervalles finis [—1, 1] et [0, 1]. Aux coordonnées variant sur [0, 0o,
nous couplons un réseau de Laguerre (2.106) de N points, et les fonctions
de Lagrange-Laguerre f (2.109). La répartition des points de ce réseau est
controlée a I'aide d’un facteur d’échelle h. Aux coordonnées définies sur les in-
tervalles [—1, 1] et [0, 1], nous associons respectivement un réseau de Legendre
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(2.94) et un réseau de Legendre translaté (2.103). Les fonctions de Lagrange
correspondantes sont notées g et ¢. Les réseaux de Lagrange étant dans ces
deux cas définis sur I'intervalle adéquat, aucun facteur d’échelle n’est néces-
saire.

Les fonctions de base de Lagrange a trois dimensions dans chacun des
quatre systémes de coordonnées peuvent s’écrire

Figrler,ea,c3) = N> F (er /) F (eafha) F (esfhs) - (6.25)

ou F est une fonction de Lagrange a une dimension, et ¢y, ¢ et c3 représentent
les trois coordonnées, décrites par des réseaux de Lagrange respectivement de
N1, Ny et N3 points, avec les facteurs d’échelle correspondant hy, hy et hs. Le
facteur de normalisation N;jj est introduit afin de rendre les fonctions de base
F; ;i orthonormées a 'approximation de Gauss vis-a-vis de I’élément de volume
dV = J(cy, ¢o, c3)dcrdeades adéquat

///d61d02d03z](01,02,03) Fz’jkz(Cl,C2,03) Fi/j'k/(Cl,CQ,Cs) ~ 5ii’5jj’5kk’-
(6.26)
Nous déduisons de cette expression

Nijk = h1h2h3J(Cu> Caj, C3k)7 (6-27)

c’est-a-dire que le facteur de normalisation est égal au jacobien de I’élément
de volume calculé aux points du réseau a trois dimensions.

Ces fonctions de Lagrange a trois dimensions Fj;, servent de base & un
calcul variationnel permettant de déterminer I'énergie de I'état fondamental
du systéme a trois corps considéré. La fonction d’essai de ce calcul s’écrit

N1 N2 Ns

V=S 33 ConFig (6.28)

i=1j=1k=1

ou les coefficients Cjj; jouent le role de paramétres variationnels. Le nombre
total de fonctions de base Np est égal & Ny NyN5. [’équation de Schrodinger
se rameéne alors au systéme matriciel

Nt
Z H]KCK - EO](S[K (629)

K=1

ou I et K représentent les trois indices (ijk) et les Hrx sont les éléments de
matrice du hamiltonien entre les fonctions de base de Lagrange F;j;. Dans le
membre de droite de (6.29) nous utilisons 1'orthonormalité & ’approximation
de Gauss de ces fonctions, ce qui conduit au terme d;g.

Nous allons maintenant exprimer les éléments de matrice des termes d’éner-
gie cinétique et potentielle sur réseaux de Lagrange, et examiner le remplissage
de la matrice hamiltonienne correspondante. Dans tous les cas les termes po-
tentiels sont évalués trés simplement & ’approximation de Gauss, et ne font
intervenir que les potentiels calculés aux points du réseau a trois dimensions.
De plus la matrice potentielle ainsi déterminée est purement diagonale. Le
remplissage de la matrice hamiltonienne est donc entiérement di au terme
d’énergie cinétique.
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6.3.1 Coordonnées relatives

Dans le cas des coordonnées relatives, les trois variables indépendantes
décrivant la structure interne du systéme a trois corps sont les deux distances
r13 et ro3, et la coordonnée d’origine angulaire x. A la coordonnée r3 est associé
un réseau de Laguerre de Ny points r1; et le facteur d’échelle hy. Le réseau de
Laguerre pour la coordonnée ro3 contient Ny points ry;, et le facteur d’échelle
est noté hy. La variable x est quant a elle décrite par un réseau de Legendre
de N, points x.

Les fonctions de base de Lagrange du calcul variationnel s’écrivent

Fz‘jk(ﬁ& 723, ﬁ) = Ni;;ﬂﬁvl (7’13/h1)f7jN2(7“23/h2)91]€Vx(x)~ (6-30)

La notation “tilde” indique que les fonctions de Lagrange-Laguerre sont régu-
larisées (2.122). Nous choisissons en effet les fonctions régularisées car nous
introduisons le facteur ri3re3, issu de I’élément de volume (6.8) et apparaissant
dans 'expression (6.9), directement dans les fonctions de base de Lagrange. Le
facteur de normalisation N;j; vaut alors simplement N, = hqhs.

Les éléments de matrice de I'énergie cinétique (6.9) entre fonctions de base
de Lagrange peuvent alors s’écrire

1 1
0000k + =5 T Oy Oy

E‘ CZ—;,TL E/-// ~ 77—;i’ .
< jk| t’ Jk> 2#13% 2/123}1% 7

+0i:0;; b
TN 2pshird 2412303735
< (XD (2wk(gh) (k) — (1= 27) (90" (2) )

1
. )\:1:1/21_2 Z\fx/ 1 — pur
i OB = ) @01 )
Na M
X p” (SZ'Z'/—FPL(S]']'/ +l’k5kk»/pi\[}pﬁ%
Tl T'2;
007 \1/279,.2 1A,
2 (s () 230 — (9 (1)
15725
-0 1 - D ) (6:)

ol \¢ est le poids de Gauss-Legendre. Les éléments T2 correspondent aux
éléments de matrice de 1’énergie cinétique a un corps, et sont donnés par les
formules (2.127) et (2.128) dans le cas du réseau de Laguerre. Les termes
pl représentent les éléments de matrice de I'opérateur a un corps % entre
fonctions de Lagrange-Laguerre régularisées. Leur expression, ainsi que celles
des dérivées premiére et seconde de la fonction de Lagrange-Legendre g) ()
évaluées aux points du réseau de Legendre, sont explicitées a I’annexe D.

L’analyse de 'expression (6.31) indique clairement que le terme de polari-
sation de masse est la source principale du remplissage de la matrice hamil-
tonienne. Le nombre d’éléments non nuls de cette matrice est donné par la
formule suivante

N = NiNoN, (N; = )(Ny = 1) + No(Ny + Ny — 1)) . (6.32)
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Les éléments de matrice du potentiel (6.10) entre fonctions de base de Lagrange
s’écrivent simplement

(Fiu|V|Fijue) = [Vis(hir1i) + Vas(ha 1))

—|—‘/12 (\/h% T%z’ + h% T%j - 2h1 hg T14 ng {L’k)} 5ii’5jj’5kk’
(6.33)

a 'approximation de Gauss.

6.3.2 Coordonnées de Hylleraas normalisées

Les trois coordonnées de Hylleraas normalisées étant définies sur des inter-
valles différents, trois réseaux de Lagrange différents sont requis. A la coor-
donnée z nous associons un réseau de Laguerre de N, points 2, et un facteur
d’échelle h,. Le réseau de Legendre décrivant la variable x contient N, points x;
répartis sur [—1, 1], et le réseau de Legendre translaté, associé & la coordonnée
y, N, points y; sur [0, 1].

Les fonctions de Lagrange a trois dimensions prennent alors la forme sui-
vante

~1/2 N,
Fige(z,y.2) = N *gM (2)a;" (9) £ (2/ ). (6.:34)
Le facteur de normalisation N;j, est égal a
Nigk = 3 h$ (1 = zy7). (6.35)
Avec ces fonctions de base, les éléments de matrice de I’énergie cinétique

deviennent

Na
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0 [yfz;i/(l — ) [

x(a;") () () (z)

(1 —wyy)  w(L42yy) 2y
+y]le(1 - y] ) [ le - 2m2 - ms

x(a,") () (FD°) ()]} (6.36)

lorsqu’ils sont évalués a l'aide de la régle de quadrature de Gauss. Les dérivées
des différentes fonctions de Lagrange a une dimension évaluées aux points
du réseau correspondant sont explicitées a 'annexe D. Le choix de la forme
symétrique de l'expression (6.14) de ces éléments de matrice nous garantit
I’hermiticité de la matrice hamiltonienne calculée a 'approximation de Gauss.

Nous pouvons maintenant examiner le remplissage de la matrice hamilto-
nienne. Nous obtenons la formule suivante

ri(l—wy;)  w(l+xy) 2y
2my 2my ms

N = N,N,N?(N, + N, — 1) (6.37)

donnant le nombre d’éléments non nuls de la matrice. La matrice potentielle
présente toujours des éléments non nuls uniquement sur la diagonale. Ceux-ci
sont donnés par

hzz 1+.’L'Z ; hzz 1_971 .
e Y e A )

+%2(hzyjzk)] 0iir 051 Ot - (6.38)

6.3.3 Coordonnées de Jacobi

Similairement au cas des coordonnées relatives nous associons deux réseaux
de Laguerre aux coordonnées r et R, et un réseau de Legendre pour la coor-
donnée angulaire z. Les deux réseaux de Laguerre présentent respectivement
N, points r; et Ng points R; dont la répartition sur [0, oo est controlée a I’aide
des facteurs d’échelle h, et hi. Le réseau de Legendre contient quant a lui NV,
points x.

Les fonctions de base de Lagrange a trois dimensions s’écrivent

Fige(r, Ryx) = N f (/1) [} (R/hi) gi” (). (6.39)
Comme pour les coordonnées relatives nous utilisons les fonctions de Lagrange-
Laguerre régularisées avec le facteur de régularisation qui provient de 1’élément
de volume (6.18). Le facteur de normalisation N;;;, est semblable a celui des
coordonnées relatives et vaut N;;, = h,hp.

Les éléments de matrice de I’énergie cinétique dans cette base prennent une
forme équivalente a (6.31) sans le terme de polarisation de masse

1 1
Ne St Orenr
2,“ ]’L2 zz ji' Vkk M123 h?

<Ejk|ﬂnt|ﬁ1i’j’k’> ~ T 511’5kk’
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) L + L
W 2#12}1%7”1'2 2#123}1%33?

<Y (22 (g ) (2x) — (1 = 2})(go")" (w1
(6.40)

avec les poids de Gauss-Legendre Af.
Le nombre d’éléments non nuls A/ de la matrice hamiltonienne est donné
par
N = N,NgN, (N, + Np + N, — 2). (6.41)

A nombres de points de réseaux égaux, la matrice hamiltonienne est donc
plus creuse dans le cas des coordonnées de Jacobi que lorsque nous utilisons
les coordonnées relatives, la différence provenant du terme de polarisation de
masse.

Evaluée a 'approximation de Gauss, la matrice potentielle est purement
diagonale et ses éléments non nuls valent

m3 2me
Fo|VI|Fyiw) =~ |V; h2R2 + — 2 p2y2 ——h,rihpR;
FigelV1Feye) [13 <\J d J+(m1+m2)2 Trl+m1+m2 rie ]xk)

2 2

mq +m2) mq +m2

+V12(hr7“i)] 03ir 05 Ol - (6.42)

6.3.4 Coordonnées périmétriques

Les trois réseaux de Laguerre associés aux variables périmétriques z, y et z
sont constitués respectivement de IV,, IV, et IV, points, notés x;, y; et z;, dont
la répartition sur [0, oo est ajustée a l'aide des facteurs d’échelle h,, h, et h,.

T

Les poids de Gauss-Laguerre correspondants sont notés A7, )\jy et \j.

Les fonctions de Lagrange-Laguerre a trois dimensions s’écrivent alors en
coordonnées périmétriques

Fiju(w,y, z) = Nog* 1 (@ /ha) 1 (y/ 1) £ (2 o). (6.43)
Le facteur de normalisation est égal a
Nijk = hSvr(z; + vy;)(zi + 52) (vy; + K25) (6.44)

en utilisant les notations v = hy/h, et k = h,/h, pour les facteurs d’échelle.
Les éléments de matrice de I’énergie cinétique dans cette base sont déter-
minés en utilisant la régle de quadrature de Gauss

N,
_ 2o [TmRZE(KZE + T
(Fijie| Tint| Fyjrwr) = 2(NigieNivjrwr ) I/thw{‘sij'5kk' > )\m[ o )
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A partir de ces expressions nous pouvons déterminer le remplissage de la ma-
trice hamiltonienne. Le nombre d’éléments non nuls de celle-ci vaut

N = N,N,N.((N, + N,)(N, — 1) + N,N, — N, +1). (6.46)

Les éléments de matrice du potentiel s’écrivent quant a eux

Ti + Kz vy; + Kz
(FiylV|Fijw) = [Vlg (hz2k> + Va3 (hmyﬂ2k)

+Vi (h T *2”%') ]5 180G (6.47)

6.4 Applications

6.4.1 Potentiels d’oscillateur harmonique

Afin d’analyser la convergence des calculs sur réseaux de Lagrange en fonc-
tion du systéme de coordonnées, nous considérons tout d’abord des potentiels
d’interactions de type oscillateur harmonique. Les trois potentiels V; entre les
particules ¢ et j sont alors définis par

r

Vig(ry) = - (6.48)
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Pour simplifier le probléme nous supposons les trois particules de méme masse,
et nous la choisissons unitaire, c¢’est-a-dire m; = 1 avec 7 = 1,2,3. Dans ces
conditions, I’énergie de ’état fondamental du systéme a trois corps peut étre
déterminée exactement, et est égale a 3. Dans le cas de la méthode des réseaux
de Lagrange, nous devons résoudre le systéme matriciel (6.29). En particulier
la détermination de I’énergie de 1’état fondamental requiert la recherche de la
plus petite valeur propre de la matrice hamiltonienne dans la base de Lagrange.
Pour ce faire nous utilisons ’algorithme de Davidson tel que développé par
Stathopoulos et Fisher [SF94].

Le tableau 6.1 reprend les erreurs obtenues sur 1’énergie de 1’'état fonda-

TAB. 6.1 — Erreurs € sur I'énergie de 1'état fondamental d’un systéme de trois
particules sans spin de masse m = 1, avec des potentiels d’oscillateur harmo-
nique, obtenues par un calcul sur réseaux de Lagrange avec différents systémes
de coordonnées. La valeur exacte de cette énergie est £ = 3.

Coordonnées | Ny | No | N3 | hy | ha | hs Nr € N
Relatives 4 [4 [4 [02]0.2 64 | —0.02 2368
8 [8 [8 03/03 512 | 6107° | 86528
12 |12 |8 |0.2]0.2 1152 | 51077 | 351360
14 [ 14 |10 | 0.2 (0.2 1960 | 3107% | 860440
Hylleraas 4 |4 |4 0.9 64 | —51073 1792
8 [8 |8 0.3| 512 | —41073 | 61440
8 [8 |12 0.3| 768 | —2107° | 138240
10 | 10 | 16 0.3 1600 | —10"7 | 486400
Jacobi 4 |4 |1 ]103]0.3 16 0.02 112
8 [8 |1 0202 64 | —107° 960
12121 0202 144 | 4107° 3312
16 |16 |1 |0.2]0.2 256 | 710710 7936
Périmétriques |4 |4 |4 [04[04|04 64 | —61073 2368
8 |8 |8 |04]04]04| 512|—-610"% | 86528
12 |12 |12 | 04|04 |04 | 1728 1078 | 686016

mental du systéme a trois corps pour les quatre systémes de coordonnées. Les
nombres de points de réseau Ny, N, et N3 correspondent aux nombres Ny, Ny
et N, pour les coordonnées relatives, N, N, et N, pour les coordonnées de
Hylleraas normalisées et périmétriques, N,, N et N, pour les coordonnées de
Jacobi. Les facteurs d’échelle intervenant avec les différents systémes de coor-
données et associés aux réseaux de Ny, Ny et N3 points sont notés hq, ho et hs.
Ils sont déterminés de maniére a minimiser I’erreur sur I’énergie. Le nombre A/
d’éléments non nuls de la matrice hamiltonienne est indiqué dans la derniére
colonne.

La convergence en fonction de N avec les coordonnées de Hylleraas norma-
lisées est plus lente que dans les cas des trois autres systémes de coordonnées.
A taille de base fixée, la précision sur I’énergie est la moins bonne avec ces
coordonnées. Elle dépend principalement du nombre de points N3 = N, cor-



122 CHAPITRE 6. SYSTEMES A TROIS CORPS - GENERALITES

respondant au réseau de Laguerre. Ceci est général et est encore valable pour
les autres systémes de coordonnées : la précision dépend plus fortement des
nombres de points des réseaux associés aux variables définies sur [0, oo, que
de ceux des réseaux couplés aux intervalles finis. Dans le cas des coordonnées
de Hylleraas normalisées, améliorer la précision nécessite donc surtout d’aug-
menter le nombre de points V..

Le calcul avec les coordonnées de Jacobi est celui qui converge le plus vite
en fonction de la taille de la base. Ceci découle du trés petit nombre de points
N, nécessaire pour la coordonnée d’origine angulaire (N, = 1). A N, et Ng
fixés, augmenter la taille N, de ce réseau ne modifie pas l'erreur sur la valeur
de I'énergie. Ceci est propre au choix du potentiel d’oscillateur harmonique. En
effet, bien que les potentiels d’interaction V;; dépendent de la coordonnée angu-
laire x, la somme des trois potentiels en est indépendante. De plus la fonction
d’onde de I’état fondamental, qui a la forme d’un produit de gaussiennes, est
indépendante de la coordonnée angulaire x lorsqu’elle est exprimée en fonction
des coordonnées de Jacobi. Ceci induit qu’un réseau de Lagrange contenant un
point (et donc une fonction de Lagrange) est suffisant pour représenter cette
coordonnée. Le remplissage de la matrice hamiltonienne est également forte-
ment réduit par rapport aux coordonnées de Hylleraas normalisées, en partie
seulement grace au choix N, = 1.

Le systéeme de coordonnées relatives étant trés proche des coordonnées de
Jacobi, nous pouvons comparer leurs résultats. La premiére différence provient
de la précision sur la valeur de ’énergie. Une précision fixée nécessite en effet de
plus grandes bases de Lagrange avec les coordonnées relatives. Dans ce cas-ci
également le potentiel d’oscillateur harmonique constitue un exemple particu-
lier qui n’est pas trés représentatif de 'utilisation des coordonnées relatives sur
réseaux de Lagrange. En effet, bien que, contrairement au cas des coordonnées
de Jacobi, le potentiel présente une dépendance en la coordonnée angulaire z,
cette dépendance est purement linéaire dans le cas du potentiel d’oscillateur
harmonique. Ceci a pour conséquence que l'intégrale sur z dans les éléments
de matrice du potentiel est évaluée exactement en utilisant la régle de qua-
drature de Gauss associée au réseau de Legendre décrivant cette coordonnée.
Les fonctions de Lagrange-Legendre prenant la forme de polyndomes en x de
degré N, — 1, les éléments de matrice du potentiel d’oscillateur harmonique
ne font intervenir que des intégrales de polyndémes de degré inférieur ou égal
a 2N, — 1, pour lesquelles la régle de quadrature de Gauss a N, points est
exacte (annexe A). Ceci accélére donc la convergence des calculs du probléme
a trois corps en ce qui concerne la dépendance en x des fonctions d’onde. Le
nombre de points /N, doit étre plus grand que 1 car, contrairement au cas des
coordonnées de Jacobi, la fonction d’onde de I'état fondamental du systéme a
trois corps exprimée dans les coordonnées relatives dépend de la variable z. En
ce qui concerne le nombre d’éléments non nuls dans la matrice hamiltonienne,
il est évidemment beaucoup plus important dans le calcul avec les coordon-
nées relatives, a cause du terme de polarisation de masse. Comparativement
aux coordonnées de Hylleraas normalisées, le systéme de coordonnées relatives
fournit une précision légérement améliorée pour une taille Ny de base fixée,
pour un remplissage du méme ordre de grandeur.
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Dans le cas des coordonnées périmétriques, contrairement aux autres sys-
témes de coordonnées, les trois particules sont traitées de fagon complétement
symétrique, ce qui induit que la convergence des résultats est la méme en fonc-
tion des trois nombres de points N; des réseaux de Laguerre. C’est pourquoi
nous les prenons égaux N; = Ny = Nj. Ceci découle aussi du choix des masses
identiques pour les trois particules. A taille Ny de base de Lagrange fixée, la
précision sur ’énergie est meilleure que dans les cas des coordonnées relatives
et de Hylleraas. Le remplissage de la matrice hamiltonienne est quant a lui
du méme ordre de grandeur que pour les coordonnées relatives et de Hylleraas
normalisées pour de faibles précisions, mais est réduit par rapport a ces deux
systémes de coordonnées lorsque la précision recherchée augmente.

6.4.2 Potentiels gaussiens

Le potentiel d’oscillateur harmonique ne représente pas un bon choix pour
étudier le systéme de coordonnées de Jacobi, puisque la somme des trois po-
tentiels est alors indépendante de I'une des coordonnées. C’est pourquoi nous
comparons également les quatre systémes de coordonnées a I’aide de potentiels
de type gaussien

Vi = —2e 00 (6.49)

L’énergie de I'état fondamental du systéme a trois corps avec ces potentiels
d’interaction n’est pas connue exactement. Néanmoins quelques calculs sur
réseaux de Lagrange avec de grandes tailles de base (Ny = 8000 avec les coor-
données périmétriques) nous fournit I'estimation suivante £ = —0.704 924 422,
que nous utilisons comme valeur de référence. Au tableau 6.2 sont indiquées
les erreurs sur cette énergie obtenues avec les quatre systémes de coordonnées.
Chaque calcul correspond a la taille de base minimum nécessaire pour obtenir
une erreur absolue de l'ordre de 1077 — 10~%. Si nous ne considérons que la

TAB. 6.2 — Erreurs e sur ’énergie de ’état fondamental d’un systéme de trois
particules sans spin de masse m = 1, avec des potentiels gaussiens (6.49),
obtenues par un calcul sur réseaux de Lagrange avec différents systémes de

coordonnées. La valeur de référence de cette énergie est ' = —0.704 924 422.
Coordonnées N1 N2 N3 hl hg hg NT € N
Relatives 16 |14 |14 | 0.2 | 0.2 3136 | —61077 | 1884736

20 |18 [ 18 | 0.2 ] 0.2 6480 | —6107% | 6408720
Hylleraas 8§ |12 |18 0.3 1728 | —1077| 590976
10 | 12 | 18 0.3 2160 | —7107% | 816480
Jacobi 10 |14 |14 | 0.2 | 0.2 1960 | 31077 70560
12 |14 |14 | 0.2 0.2 2352 | 7107® 89 376
Périmétriques | 10 | 10 | 10 | 0.4 | 0.4 | 0.4 | 1000 | 21077 | 271000
12 |12 |12 |04 |04 ] 0.4 | 1728 1078 | 686016

taille de la base de Lagrange, nous constatons que le systéme de coordonnées
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périmétriques est le plus intéressant puisqu’environ 1500 fonctions de Lagrange
nous fournissent la précision recherchée. Les coordonnées de Jacobi et de Hyl-
leraas normalisées nécessitent quant a eux approximativement 2000 fonctions.
Par contre le systéme de coordonnées relatives présente une convergence beau-
coup plus lente que dans le cas du potentiel d’oscillateur harmonique. En effet
une précision de 'ordre de 10~7 — 10~ requiert dans ce cas-ci environ 4000
fonctions de base, et en particulier un plus grand nombre de points de réseau
associés a la coordonnée angulaire z. Le potentiel d’oscillateur harmonique re-
présente pour ces coordonnées un exemple trop simple, pour les raisons décrites
précédemment. L’exemple des potentiels gaussiens est donc plus représentatif
des tailles de base requises dans un calcul avec les coordonnées relatives.

Si nous prenons aussi en compte le remplissage de la matrice hamiltonienne,
le systéme de coordonnées de Jacobi revient en premiére place car le nombre
d’éléments non nuls de la matrice est dans ce cas inférieur a ceux des autres
systémes de coordonnées. Les coordonnées périmétriques viennent juste apreés
avec prés de dix fois plus d’éléments dans la matrice hamiltonienne pour une
méme précision, bien que la taille de base soit inférieure. Le systéme de coor-
données relatives nécessitant des tailles de base beaucoup plus grandes que les
trois autres systémes, le remplissage y est également le plus important pour une
précision fixée. Nous avons vérifié que ces commentaires sont encore valables
pour d’autres types de potentiel d’interaction réguliers.

6.4.3 Potentiels coulombiens

Le probléme posé par la présence de singularités dans les potentiels peut
étre examiné sur base de la définition des différents systémes de coordonnées.
Pour illustrer cette analyse nous considérons I’exemple constitué des trois po-
tentiels coulombiens attractifs

Vis = —1/r3
Vog = —1/ra (6.50)
Vis = —1/7”12

avec m; = 1 (1 = 1,2,3). Cet exemple ne correspond pas & un probléme

réaliste, puisqu’il n’existe aucun systéme physique a trois corps pour lequel
les trois interactions coulombiennes sont attractives. Néanmoins cet exemple
convient pour étudier le probléme des singularités dans les potentiels. Nous
renvoyons le lecteur au chapitre 8 pour une étude de systémes coulombiens
a trois corps. L’énergie de 'état fondamental de ce systéme a trois corps est
déterminé en utilisant une base de 8000 fonctions de Lagrange avec les coor-
données périmétriques, et vaut approximativement & = —1.0717793730. Les
résultats obtenus avec les quatre systémes de coordonnées sont présentés au
tableau 6.3.

Comme nous ’avons vu aux chapitres précédents, la perte de précision due
a une singularité peut étre évitée par ’emploi d’un facteur de régularisation.
Dans le cas des coordonnées relatives, nous constatons d’aprés (6.8) et (6.10)
que les singularités a l'origine des potentiels Vi3 et Va3 sont automatiquement
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TAB. 6.3 — Erreurs € sur I’énergie de ’état fondamental d’un systéme a trois
corps, interagissant via des potentiels coulombiens attractifs (6.50), obtenues
par un calcul sur réseaux de Lagrange avec différents systémes de coordonnées.
La valeur de référence de cette énergie est £ = —1.071 779 3730.

Coordonnées | Ny | Ny | N3 | hy | hy | h3 Nrp €
Relatives 14 [ 14 [ 14 |04 ] 0.4 2744 | —31073
20 (20 |20 |0.2]0.2 8000 | 71074
26 126 |26 |0.2]0.2 17576 | 61074
Hylleraas 10 | 10 | 10 0.6 1000 | —510"%
10 | 10 | 12 0.6 | 1200 | —51071
Jacobi 14 |14 |14 [ 0.8 0.8 2744 | —31073
20 [20 [20 | 0.8]0.8 8000 | 2107*
26 126 |26 |1.0]1.0 17576 | —107*
Périmétriques | 8 |8 |8 0.6 0.6 0.6 512 | =510°8
10 |10 | 10 [ 0.6 /0.6 | 0.6 | 1000 | —310~1©

régularisées par le facteur r?;72, de 1’élément de volume. Par contre une singu-
larité dans le potentiel V1o n’est pas régularisée avec ce facteur, et pose donc
probléme. Un calcul avec les coordonnées relatives sur réseau de Lagrange tel
que présenté ici fournit de bons résultats uniquement si le potentiel Vi a un
comportement régulier. Ceci est illustré par les résultats obtenus avec les po-
tentiels (6.50). L’erreur sur la valeur de ’énergie du systéme a trois corps reste
supérieure & 10~*, méme en utilisant plus de 15000 fonctions de base de La-
grange. Cette limitation est entiérement due a la singularité dans le potentiel
Via.

Le cas des coordonnées de Jacobi est encore plus défavorable puisque le
facteur r*R?* de I'élément de volume (6.18) ne permet de régulariser que des
singularités dans le potentiel V5. En effet les distances r13 et ry3 prenant une
forme relativement compliquée en fonction des coordonnées de Jacobi, des
singularités a l'origine dans les potentiels Vi3 et Vs (6.20) ne peuvent pas étre
régularisées facilement. L’utilisation des coordonnées de Jacobi sur réseaux
de Lagrange requiert donc des potentiels d’interaction Vi3 et Va3 strictement
réguliers. Dans le cas de 'exemple présenté au tableau 6.3, nous obtenons des
résultats similaires & ceux du systéme de coordonnées relatives, c’est-a-dire
que lerreur sur 1'énergie est supérieure a 10~ méme lorsque la taille de la
base de Lagrange est augmentée au-dela de 15000 fonctions. Dans le cas des
coordonnées de Jacobi, la perte de précision provient des singularités dans les
deux potentiels Vi3 et Vas.

Les systémes de coordonnées de Hylleraas normalisées et périmétriques sont
quant a eux parfaitement adaptés au traitement de singularités en 1/r dans
les potentiels. En effet dans ces deux cas 'élément de volume (6.13) ou (6.22)
régularise naturellement ce type de singularités a I'origine dans les trois poten-
tiels d’interaction (6.15) ou (6.24). Dans l’exemple des potentiels coulombiens
(6.50), la convergence des résultats est aussi bonne que dans le cas des poten-
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tiels réguliers, et I'erreur sur 1’énergie est déja de 'ordre de 10719 avec environ
1000 fonctions de Lagrange, a la fois avec les coordonnées périmétriques et de
Hylleraas normalisées. Ceci favorise I'utilisation de ces deux systémes de co-
ordonnées en physique atomique et moléculaire, ou les particules interagissent
via la force coulombienne.

6.5 Conclusions

Nous avons présenté quatre systémes de coordonnées adaptés a I'étude de
systémes a trois corps : les coordonnées relatives, de Hylleraas normalisées, de
Jacobi et périmétriques. Nous avons ensuite couplé chacune de ces coordonnées
a un réseau de Lagrange afin de comparer le traitement d’un probléme a trois
corps par la méthode des réseaux de Lagrange en fonction du systéme de
coordonnées. Pour cette comparaison nous avons considéré la détermination
de I’énergie de 1’état fondamental d’un systéme a trois corps sans spin, et nous
avons utilisé des potentiels d’oscillateur harmonique, pour lesquels la valeur
exacte de I'énergie est connue, des potentiels gaussiens et des potentiels de
type coulombien.

Les résultats obtenus et une analyse des différentes coordonnées nous in-
diquent que le systéme de coordonnées de Jacobi est le plus performant pour
un traitement sur réseau de Lagrange, en ce qui concerne a la fois la préci-
sion pour une taille de base de Lagrange fixée, et le remplissage de la matrice
hamiltonienne, a condition qu’au moins deux des trois interactions soient non
singuliéres. Si un seul des potentiels est régulier, les coordonnées de Jacobi sont
exclues, et le systéme de coordonnées relatives peut prendre la reléve. Les tailles
de base nécessaires, ainsi que le remplissage de la matrice, sont dans ce cas
plus importants pour une précision fixée. Dans le cas des systémes atomiques
et moléculaires a trois corps, la présence de I'interaction coulombienne dans les
trois potentiels rend ces deux systémes de coordonnées inadéquats pour un cal-
cul sur réseau de Lagrange. L’ensemble des coordonnées périmétriques prend
alors tout son intérét puisque les singularités en 1/r sont automatiquement ré-
gularisées par I’élément de volume. Ce systéme de coordonnées est également
plus intéressant que les coordonnées de Hylleraas normalisées, principalement
en ce qui concerne la précision a taille de base fixée.



Chapitre 7

Systémes a trois corps en physique
nucléaire

7.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux problémes a trois corps en phy-
sique nucléaire. L’étude de systémes de nucléons présente deux particularités,
qui sont 'importance du spin et le principe de Pauli. Le spin des particules
joue en effet un grand role en physique nucléaire : le spectre d’un noyau ne
peut pas étre analysé correctement sans considérer le spin de tous les nucléons
le constituant [MJ57|. L’influence du spin se fait principalement via les termes
d’interaction spin-orbite qui couplent le spin des nucléons avec leur moment
cinétique orbital. L’état d’un systéme de nucléons est donc caractérisé par la
valeur du moment cinétique total, qui résulte de la composition du spin to-
tal et du moment cinétique orbital total. Le principe de Pauli, quant & lui,
impose a la fonction d’onde totale décrivant 1’état d’un systéme de fermions
identiques, d’étre antisymétrique vis-a-vis de ’échange de deux de ces parti-
cules [CDL73]. Les nucléons étant des fermions, la fonction d’onde totale, qui
décrit I’état d'un noyau doit alors étre antisymétrique pour toute permutation
de deux nucléons, c’est-a-dire I’'échange de toutes leurs propriétés. En outre
I’analyse de systémes de nucléons requiert souvent des interactions dépendant
des moments cinétiques orbitaux relatifs entre particules.

Dans ce chapitre, nous utilisons un modéle a trois corps pour étudier cer-
tains noyaux. Dans notre modéle, nous représentons le noyau sous la forme
d’un coeur ponctuel interagissant avec deux nucléons extérieurs. Ce modéle
simple permet par exemple d’étudier les noyaux a halo de neutrons tels que les
noyaux ®He, "Li et "Be [BKV94, Bay97|. Ces noyaux a halo présentent des
propriétés telles qu’une faible énergie de liaison et un grand rayon de masse, qui
est lié a la forte probabilité de trouver deux neutrons loin des autres nucléons.
Bien entendu, ce modéle a trois corps ne permet d’étudier que les propriétés
de ces noyaux qui découlent de leur structure en halo. Une étude plus appro-
fondie nécessite la prise en compte de la structure interne du cceur, et donc
I’utilisation de modéles plus élaborés tel que le modéle microscopique en amas
[WT77, Lan94| dans lequel tous les nucléons sont considérés, ce qui revient a
traiter un probléme & A corps, ou A est le nombre de nucléons.

127
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Pour étudier un systéme nucléaire dans notre modéle a trois corps, nous
considérons les coordonnées relatives (6.4). Les potentiels d’interaction coeur-
nucléon peuvent en effet contenir un terme coulombien, et également présenter
une dépendance en le moment cinétique orbital des deux nucléons extérieurs
relativement au cceur. Ceci exclut donc 'utilisation des systémes de coordon-
nées de Jacobi, de Hylleraas normalisées et périmétriques (voir le chapitre 6).

Le but de ce chapitre est d'une part de généraliser la méthode utilisée dans
[Bay97] & un calcul "tout réseau". Dans larticle [Bay97], seule la partie radiale
des fonctions d’onde est associée a un réseau de Lagrange, la partie angulaire
étant traitée analytiquement, c¢’est pourquoi nous qualifions cette méthode de
mixte. L’idée du calcul "tout réseau" est d’associer également un réseau de
Lagrange a une coordonnée angulaire, de la méme maniére qu’au chapitre 6.
D’autre part, nous étendons le modéle de 'article [Bay97| au cas d’interactions
nucléon-nucléon contenant un terme spin-orbite et un terme tensoriel.

Pour les exemples numériques nous choisissons le cas du noyau He. Pour
la comparaison des méthodes mixte et "tout réseau", nous considérons pour
simplifier des potentiels indépendants du moment cinétique orbital relatif. Les
résultats numériques n’ont dans ce cas aucun rapport avec la physique du
probléme, mais permettent d’analyser la convergence et le remplissage de la
matrice hamiltonienne des deux méthodes. Afin de présenter des résultats plus
réalistes, nous effectuons un autre calcul en utilisant des potentiels dépen-
dant du moment cinétique orbital relatif [, mais nous nous contentons tou-
tefois d’une approximation locale telle que celle utilisée dans les références
[BKV94, Bay97|. L’utilisation des coordonnées relatives, qui ne sont pas des
coordonnées orthogonales, induit en effet la non-localité des potentiels dépen-
dant de [ dans le modéle. Néanmoins, comme 'indiquent les résultats présentés
dans ces références, 'approximation locale de ces termes constitue une bonne
approximation pour le probléme considéré ici. Ce calcul nous sert également a
étudier le traitement de termes spin-orbite et tensoriel dans l'interaction entre
les deux nucléons extérieurs.

7.2 Modéle a trois corps

Pour étudier le systéme nucléaire a trois corps constitué d’un coeur et de
deux nucléons, nous considérons les coordonnées relatives entre le coeur et les
deux nucléons (voir le chapitre 6). Le hamiltonien relatif de ce systéme, c’est-
a-dire apres 1’élimination du mouvement du centre de masse, est alors donné
par (6.1) et (6.6)

2 2

1
H= 2];16” + QZ; + Epl P2+ Uen(r1) + Uen(r2) + Von(r12) (7.1)

ot r; représente la coordonnée du nucléon 7 par rapport au coeur c, p; est
I’impulsion associée, et 715 = 11 — 7r9. Nous supposons ici que tous les nucléons
ont une méme masse, que nous dénotons my. La masse du cceur est alors
égale a A.my, ou A, est le nombre de masse du cceur, et la masse réduite

A AcmN
coeur-nucléon pi., vaut S
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L’interaction coeur-nucléon U,, est choisie de la forme suivante
Ucn(ri) = Uccn(TZ) + Usglz - 85, (72)

c’est-a-dire la somme d’un terme central et d’un terme spin-orbite. Ce dernier
fait intervenir le spin s; et le moment cinétique orbital I; du nucléon. Ce
moment cinétique orbital peut s’écrire en fonction des coordonnées relatives
selon

li=m7r; xp; T X P, (7.3)

+

A+ 1
ou j est différent de ¢. L’interaction V,,, entre les deux nucléons extérieurs est
choisie de la forme

Vin(ri2) = Vo (ri2) + Vio(ria)lia - S + V. (r12)71, 512 (7.4)

Ce potentiel comprend donc, en plus des termes central V¢, et spin-orbite V7,

un terme tensoriel V. . Le terme spin-orbite fait intervenir le spin total S des
deux nucléons, S = s; + 89, et leur moment cinétique orbital relatif

1

lip = 5(’?1 —7T3) X (P — Pa). (7.5)

Le terme tensoriel dépend quant & lui de I'opérateur S5 qui peut s’écrire
[CDL73]

(31 : ""12)(82 : "”12)

2
T12

6
= 4 ?WS(Q) Y® (7.6)

ou la deuxiéme ligne fait apparaitre le produit scalaire de deux OTI (opéra-
teurs tensoriels irréductibles [Ros61|) de rang 2, correspondant respectivement
au spin total et a une harmonique sphérique. Puisque nous considérons le
coeur, constitué de plusieurs nucléons, ponctuel, le principe d’antisymétrisa-
tion de Pauli ne peut pas étre appliqué exactement. C’est pour cette raison
que l'interaction effective coeur-nucléon présente souvent des états liés non
physiques, appelés états interdits, qui servent a simuler le principe d’antisymé-
trisation entre le nucléon et le cceur. L’origine de ces états interdits peut étre
comprise en effectuant une analogie avec le modéle en couches. Dans ce cas
ces états représentent les orbitales occupées par les nucléons du ceeur, et qui
sont donc inaccessibles aux deux nucléons extérieurs. La présence de ces états
liés non physiques a deux corps conduit a un spectre irréaliste pour le systéme
a trois corps. Ces états interdits doivent donc étre éliminés. Une technique
permettant cette élimination consiste a utiliser un pseudo-potentiel [KNOS83|
qui augmente fortement I'énergie de ces états interdits, ceux-ci se retrouvant
finalement dans la partie haute énergie du spectre du systéme. Ces états non
physiques peuvent également étre éliminés en appliquant des transformations
de supersymétrie sur le potentiel cceur-nucléon [HBS99|, ce qui nous fournit un
nouveau potentiel cceur-nucléon équivalent en phase au potentiel initial mais

Sy = 12

—481 -1
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sans état non physique. Bien entendu, ces états liés non physiques correspon-
dant a des valeurs particuliéres du moment cinétique orbital, leur élimination
introduit une dépendance en ce moment cinétique dans le potentiel.

Nous allons maintenant examiner les symétries du systéme a trois corps.
Dans la suite de ce chapitre, nous supposons que les deux nucléons extérieurs
sont des neutrons, et que la paire formée par ceux-ci a un moment cinétique
total J égal a zéro et une parité positive. Le moment cinétique orbital total
L et le spin total S des deux neutrons sont alors égaux, et valent soit zéro
soit un. Ceci constitue une approximation raisonnable en ce qui concerne les
noyaux a halo ®He, 'Li et “Be car le noyau a halo et le cceur ont le méme
moment cinétique total et le méme parité dans chaque cas [ABBW97].

7.3 Fonctions de base et éléments de matrice

Nous analysons ici les fonctions de base sur réseaux de Lagrange utilisées
pour étudier I’état fondamental du systéme a trois corps, dans les cas des mé-
thodes mixte et "tout réseau'". Avec ces fonctions de base nous évaluons les
éléments de matrice des différents termes apparaissant dans le hamiltonien
(7.1), avec les potentiels (7.2) et (7.4). Puisque nous ne considérons plus uni-
quement des états de moment cinétique orbital total L nul comme au chapitre
précédent, le systéme a trois corps présente six degrés de liberté (apreés 1’élimi-
nation du mouvement du centre de masse). Six variables indépendantes sont
donc nécessaires pour caractériser la fonction d’onde d’un état du systéme.

7.3.1 Meéthode mixte

La méthode mixte est la méthode utilisée dans les articles [MV94, BKV94,
Bay97|. Elle consiste a choisir pour représenter les six degrés de liberté, les
coordonnées sphériques décrivant les deux vecteurs coeur-neutron 7, et ro. Ces
coordonnées sont donc explicitement r1,Qy = (01, p1), 72,22 = (02, p2). Nous
qualifions cette méthode de mixte car elle couple 'utilisation d’un réseau de
Lagrange pour les variables radiales r; et 79, avec un traitement analytique des
coordonnées angulaires €2y et (.

Les fonctions de base de cette méthode s’écrivent sous la forme

0 5, = [[Vi() @ Yi()]" @ X°1" Fiyiy (11, 72) (7.7)
ol Y, est une harmonique sphérique et x° est un état de spin S. Un méme
moment cinétique orbital relatif [ est utilisé pour les deux neutrons car la parité
de la paire formée par ceux-ci est supposée positive. La fonction radiale Fj,;,
correspond a une fonction de Lagrange a deux dimensions que nous définissons
égale a

Fyiy(r1,7m2) = Niyiyh ™ [fiy (r1/h) fiy (ro/ D) + fi, (r1/h) £, (r2/h)] (7.8)

avec
Ni1i2 = [2<1 + 51'”‘2)]71/2' (79)
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Les fonctions f; sont des fonctions de Lagrange associées a un réseau de La-
guerre de N points, et h est le facteur d’échelle. Comme au chapitre précédent
nous utilisons les fonctions de Lagrange régularisées (voir les équations (2.109)

t (2.122)), le facteur de régularisation provenant de I’élément de volume. Ce
dernier devient alors

AV = dridrsd,d<. (7.10)

Dans (7.8) nous avons explicitement tenu compte de la symétrie d’échange
des deux neutrons. Un méme réseau de Laguerre et un méme facteur d’échelle
sont utilisés pour les deux coordonnées radiales | et o afin de bénéficier des
conditions de Lagrange lorsque ces deux coordonnées sont permutées dans la
fonction Fj,;,. Puisque les deux neutrons sont identiques, les indices 7; et 75 dans
(7.8) sont contraints par iy < ;. Les fonctions de base (7.7) sont orthonormées
a I'approximation de Gauss vis-a-vis de I’élément de volume (7.10).

La fonction d’essai du calcul variationnel prend la forme d’une combinaison
linéaire des fonctions de base (7.7)

U= > CF o0 (7.11)

Sliyio

ou les coefficients CﬁliQ sont des paramétres variationnels. La somme sur S
va de 0 & 1, et la somme sur [ est limitée & une certaine valeur l,,,.. Les
sommes sur ¢; et i portent sur les NV points du réseau de Laguerre, en vérifiant
la condition is < ;. Les fonctions de base (7.7) ne présentent pas le bon
comportement a lorigine en r{™'74™. Ce comportement doit donc étre simulé
par des combinaisons des dlfferentes fonctions de base (cf chapitre 4). Ceci
induit que l'utilisation de valeurs [,,,, plus grandes que /N n’est pas trés utile.
La base des fonctions (7.7) pour le calcul variationnel comprend donc

N(N +1)

Np = 5

(2lmaz + 1) (7.12)
fonctions, puisque lorsque S = 1 la valeur [ = 0 n’est pas possible dans la
fonction (7.7) en raison de la relation triangulaire entre les moments cinétiques
[,let L,etde L =2S5.

Eléments de matrice

Nous examinons maintenant les éléments de matrice de quelques termes du
hamiltonien (7.1) dans la base (7.7). Les éléments de matrice des opérateurs
dérivée seconde de I’énergie cinétique sont donnés par

(@} ., |p1 + P3|27 i) R h2055:0uwh ™[04 Oaar L(L + 1) (r;,” +17,7))
szN’ it (Liyir Oinit, + Tigit Oiyir, + Tiyit Oigit, + Tiyir, 0iyiy)], (7.13)

ou Tj; représente les termes cinétiques a une dimension. Cette expression est
similaire aux premiers termes de (6.31), la grande différence provenant du
terme centrifuge qui est beaucoup plus simple dans ce cas-ci puisque le moment
cinétique orbital [ est un bon nombre quantique pour les fonctions de base (7.7).
Ces éléments de matrice sont non nuls uniquement lorsque | = I’, ¢’est-a-dire
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qu’ils ne contribuent au remplissage de la matrice hamiltonienne que dans la
partie bloc diagonale de celle-ci.

La partie centrale du potentiel coeur-neutron conduit a4 une structure stric-
tement diagonale des éléments de matrice correspondants, typique de la mé-
thode des réseaux de Lagrange

(@ lzlzg|Uccn(r1)+Ugn(r2)|(D§;’li’2> ~ 055101 Oy it Oigity Uy (hriy ) + U, (hriy )] (7.14)

Ces éléments dépendent uniquement des valeurs du potentiel U, aux N points
r; du réseau de Laguerre. Le terme spin-orbite de l'interaction cceur-neutron
donne lieu a des expressions plus compliquées pour ses éléments de matrice car
le moment cinétique I; (7.3) dépend des impulsions p, et p,, qui correspondent
a des opérateurs différentiels. Ces éléments de matrice sont explicités a I’an-
nexe E. Ils représentent une source importante du remplissage de la matrice
hamiltonienne.

Le calcul numérique des éléments de matrice de l'interaction neutron-
neutron dans la base des fonctions @}, (7.7) nécessite quant a lui un dé-
veloppement multipolaire de cette interaction [BKV94, Bay97|. Les parties ra-
diales des termes central, spin-orbite et tensoriel du potentiel V,,,, (7.4) peuvent
étre développées en multipoles selon

Vnn 7“12 ZP)\ COS 912)‘/)\(7"1,’/‘2) (715)

ol #15 est I'angle entre les vecteurs r; et r5. Les éléments de matrice de la
partie centrale peuvent alors s’écrire

< l1112| nnlq)ﬁ;iz’2> ~ 555’6111 51222 Z EZSVA h'/r’L17 h?“zz) (716)

ott les F)* sont des coefficients de couplage des moments cinétiques angulaires
faisant intervenir des coefficients 6j et 3jm,

EpF _(—)L+A(2z+1)(2l’+1)<é g 3) {ll, ll, i} (7.17)

Les termes multipolaires dans (7.16) sont simplement évalués aux différents
points du réseau. Le terme central de l'interaction V,,,, est donc diagonal par
rapport a 71 et 75 mais pas par rapport a [. La somme sur A est limitée par les
différentes régles triangulaires provenant des coefficients Fj}* (7.17). Comme
exposé au chapitre précédent, le traitement de ce terme a ’approximation de
Gauss requiert que les potentiels VY ne soient pas singuliers, afin de préserver
la précision de la méthode sur réseaux de Lagrange. Les expressions des élé-
ments de matrice des parties spin-orbite et tensorielle de I'interaction V,,,, sont
présentées a 'annexe E. Elles prennent une forme similaire & (7.16), mais avec
des coefficients de couplage angulaire plus compliqués. De plus le terme spin-
orbite fait apparaitre, comme dans le cas du terme spin-orbite de I'interaction
coeur-neutron, des opérateurs différentiels agissant sur les variables radiales
et ry.
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Les éléments de matrice du terme p; - p, (7.1) s’écrivent

(1,01 ‘P2|¢’Z€;’1¢’2> = —1®Niyi, Niyir 055 Fyi” W2 (0 Pl + P Piyir) (7.18)
en fonction des mémes coefficients F}* que pour la partie centrale de I'interac-
tion neutron-neutron, et les éléments pf}’ correspondent aux opérateurs dérivées
premiéres entre fonctions de Lagrange-Laguerre a une dimension. Ceux-ci sont
donnés, comme au chapitre précédent, par les relations (D.5) et (D.6). D’aprés
(7.17), les éléments de matrice (7.18) sont nuls sauf lorsque I" = [ £ 1. IIs repré-
sentent la source principale d’éléments non nuls de la matrice hamiltonienne.

7.3.2 Méthode “tout réseau”

Dans le cas de la méthode “tout réseau”, nous considérons pour représenter
les trois degrés de liberté internes du systéme, c’est-a-dire ceux décrivant le
triangle formé par les trois particules, les mémes coordonnées relatives qu’au
chapitre 6. Il s’agit donc des deux distances cceur-neutron r; et 7o, et du cosinus
x de I'angle 015 entre les deux coordonnées relatives. Aux trois degrés de liberté
restants, définissant l'orientation dans I’espace du triangle formé par les trois
particules, sont associés trois angles d’Euler. Ces angles d’Euler «, 3, v sont
définis par les relations suivantes

sinfipcosa = cos by sin by cos(pa — 1) — cos by sin by
sinfasinae = sinfy sin(yy — 1)
7.19
5= 6 (719
To= ¥

ou (0;, ;) représente la partie angulaire du vecteur cceur-neutron 7; dans les
coordonnées sphériques. Les angles « et 7 sont définis sur 'intervalle [0, 27,
tandis que (3 varie sur [0, w]. L’élément de volume associé a ces angles d'Euler
vaut

dV = sin Bdadfdy. (7.20)

Dans le cadre de la méthode “tout réseau” les trois angles d’Euler sont
traités analytiquement, alors qu’aux trois variables internes 71, 7o et x sont
associés des réseaux de Lagrange. Comme au chapitre 6, nous associons un
réseau de Laguerre de N points aux coordonnées radiales, et un réseau de
Legendre pour la coordonnée z. La méthode “tout réseau” ne différant de la
méthode mixte qu’au niveau des variables angulaires, le traitement des coor-
données radiales r; et ry est identique dans les deux calculs. Un méme réseau
de Laguerre de N points est donc utilisé pour ces deux coordonnées, couplé
avec les fonctions de Lagrange-Laguerre régularisées. Ceci conduit aux fonc-
tions radiales a deux dimensions définies par I'expression (7.8). La coordonnée
x dans la méthode “tout réseau” est quant a elle représentée par un réseau de
Legendre de N, points. Pour déterminer I’expression des fonctions angulaires
correspondant aux deux valeurs possibles du spin S, nous effectuons le change-
ment de variables (21,) — (z, , 3,7) dans la partie angulaire des fonctions
(7.7). Lorsque le spin total S est nul, la fonction angulaire est indépendante
des angles d’Euler, et s’écrit en fonction du polynéome de Legendre Pj(x) de
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degré [, | étant le moment cinétique orbital relatif, en la variable x = cos ;5.
Pour traiter la coordonnée x sur réseau de Lagrange, nous remplacons la base
formée des polynomes de Legendre Py(x) par la base équivalente constituée
des fonctions de Lagrange-Legendre gp*(z). La fonction de base de Lagrange
pour les trois degrés de liberté internes pour S = 0 s’écrit alors, de maniére
analogue a (6.30)

FE0(r,re, ) = Fyy iy (r1,m2) g0 (2) (7.21)

i112k

o Fj;, est donnée explicitement par (7.8). Ces fonctions de Lagrange a trois
dimensions sont orthonormées a ’approximation de Gauss vis-a-vis de 1’élé-
ment de volume

dV = dridrydz. (7.22)

Les fonctions de base totales correspondant a S = 0 sont égales au produit des
fonctions de Lagrange (7.21) avec la fonction des angles d’Euler, qui est une
constante dans ce cas-ci, et avec la fonction de spin nul |00)

BSTY = NTVRFS (. ) |00) (7.23)

i1igk i1iok

ou N est la norme de la fonction des angles d’Euler par rapport a I’élément de
volume (7.20), et vaut donc 872. Les fonctions (7.23) sont alors orthonormées
par rapport a I’élément de volume total

dV = dridrodz sin BdadBdry. (7.24)

Lorsque le spin total S vaut 1, la partie angulaire des fonctions (7.7) fait
apparaitre, aprés les avoir exprimées en fonction des coordonnées x, a, 3 et 7,
une dépendance en x par 'intermédiaire d'un polynome de Legendre associé
d’ordre un, P!(z). La base formée des ces polynomes est équivalente a celle des
fonctions de Lagrange couplées a un réseau dont les points sont les zéros du
polynome de Legendre associé¢ Py (z). Les points de ce réseau sont différents
de ceux du réseau de Legendre, ce qui complique le traitement des termes de
couplage entre les spins S = 0 et S = 1, qui font alors intervenir des fonctions
de Lagrange-Legendre et de Lagrange-Legendre associées. En effet, les éléments
de matrice de ces termes ne prennent pas une forme simple lorsqu’une approxi-
mation de Gauss est utilisée puisque, les deux réseaux étant différents, les deux
types de fonctions de Lagrange ne satisfont pas les conditions de Lagrange aux
mémes points. Pour éviter cette difficulté, nous utilisons la relation existant
entre les polynomes de Legendre et de Legendre associés d’ordre un [AS65|

Py(x) = V1— xQdCfUPk(x). (7.25)

Cette derniére relation nous indique que la base des polynomes de Legendre
associés d’ordre un est équivalente a une base de polynémes en x multipliés
par v/1 — z2. Pour représenter la coordonnée x lorsque S = 1 nous choisissons
le méme réseau de Legendre de N, points que pour S = 0, mais nous utilisons
des fonctions de Lagrange de la forme

1,N, 1 —z? Na
g " (x) = 1_ 2 9" (@) (7.26)
k




7.3. FONCTIONS DE BASE ET ELEMENTS DE MATRICE 135

ol g,iv * est la fonction de Lagrange-Legendre. Ces fonctions satisfont les condi-
tions de Lagrange aux N, points x; du réseau de Legendre, et définissent une
base équivalente a celle des polynémes P (z). Il faut noter que les fonctions de
Lagrange (7.26) ne sont pas exactement orthogonales, contrairement aux fonc-
tions de Lagrange basées sur les polyndomes de Legendre associés P]{,z. Elles
sont néanmoins orthonormées a 'approximation de Gauss. Les fonctions de
base de Lagrange pour les trois variables internes s’écrivent alors

‘,szz}c(rlv T2, l’) = F’7:1i2 (7”1, T?)QI?NOE (ZL’) (727)
Ces fonctions de Lagrange sont orthonormeées a I'approximation de Gauss vis-
a-vis de I'élément de volume (7.22).

Les fonctions de base totales pour S = 1 s’écrivent comme le produit des
fonctions (7.27) avec une fonction dépendant des angles d’Euler et du spin
total S =1

OITL = FOT (1,90, 2) GO (o, B, 7). (7.28)

1119k 1112k

La fonction des angles d’Euler G°=', qui contient 1’état de spin S = 1, est
également déterminée en effectuant le changement de variable (€,Qs) —
(x,a, B,7) dans la partie angulaire des fonctions (7.7). Nous obtenons ainsi

1 .
oy B) = [(a —isinacos §)|11)
vis
+e"(cos a + i sin v cos B)[1—1)
—+/2i sin asin B\lO)] (7.29)

oil apparaissent les états de spin |SMg). Cette fonction G°=! est normée par
rapport a I’élément de volume des angles d’Euler (7.20).

Nous pouvons finalement écrire les fonctions de base de la méthode “tout
réseau” sous la forme unifiée

cbiizk = Fii, (7“1, 7”2)91?’% (x)GS(a, s, 7) (7-30)

ou la fonction radiale F; ;, est définie par (7.8), et les fonctions angulaires par

N,
9" () S=0
SNay N
et
_— 5=0
= e " (cos v — isina cos 3)|11)
G%(a, 3,7) = (7.32)

+e"(cos a + i sin acos 3)|1—1)

—ﬂisinasinﬁ\lO)l S=1
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La fonction d’essai du calcul variationnel prend alors la forme d’une com-
binaison linéaire des fonctions de base (7.30)

\Ij_ Z 1112]6 lllgk‘ (733)

Siiiok

oil les coefficients C? i,k SONt des paramétres variationnels. Comme dans le cas
de la méthode mixte, la somme sur S va de 0 a 1, et les sommes sur 72; et
19 portent sur les N points du réseau de Laguerre, en vérifiant la condition
19 < i7. La somme sur k porte quant a elle sur les N, points du réseau de
Legendre. Le nombre total Ny de fonctions de base du calcul variationnel dans
la méthode “tout réseau” vaut donc

Ny = N(N + 1)N,. (7.34)

Eléments de matrice

Nous pouvons maintenant examiner les expressions des éléments de matrice
du hamiltonien dans la base des fonctions (7.30). A I'annexe E, nous donnons
les expressions dans les coordonnées ry, 79,7, , 3 et v des opérateurs p?, p3
et p, - p, intervenant dans la définition de I'énergie cinétique. Puisque nous
traitons exactement la dépendance en les angles d’Euler, nous effectuons les
calculs des éléments de matrice en deux étapes. Nous calculons en premier
lieu les intégrales sur les trois angles d’Euler apparaissant dans les éléments
de matrice. Ceci nous fournit alors des opérateurs agissant uniquement sur les
trois coordonnées internes ri,7, et x, dont nous pouvons ensuite calculer les
éléments de matrice sur réseaux de Lagrange.

Les opérateurs d’énergie cinétique ne dépendant pas de la valeur du spin
total S, leurs éléments de matrice font apparaitre un facteur dgs. Lorsque le
spin total S est nul, les fonctions de base (7.30) ne dépendent pas des angles
d’Euler, et l'intégration sur ceux-ci est immédiate. Nous retrouvons dans ce
cas l'opérateur cinétique déterminé au chapitre 6 (6.9), dont les éléments de
matrice dans la base des fonctions de Lagrange (7.21) sont obtenus a partir
des expressions suivantes

1 1
2,
{ 2112k|p1 +p2|]:z'z'k'> ~ h'h 25@'1i’15i2i’2 <r- 2 )Tkk’
i1 i
+h2h725k‘k‘/Nll’LgNle’L,2 (Tml 5121’2 + 7-'@21’25111’1

+T‘211'25121'1 + 7_11'22152112)7 (735)
et

~ 2 N N N N
( mzk|p1 p2’-7:z'z'k'> ~ —h°h” NmzNi’lig [xkékk'(piligpigig+pi1i’2pi2i’1)

SO =) - )
T — Tkt
pz ’L pz z pz ’L p’L l
X —22 51111 —1 5121 —2 5121 21 5111 ‘|
Th 7‘22 7“12 T‘il
52 Z 51 Z
—ppm2 0 0 poe (7.36)

T Tig
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: . . U 12 0
qui conduisent & une formule similaire a (6.31). Les éléments Ty et Py sont
donnés par les relations suivantes

N, —1)(N, +2) 212
7o = W - — b 7.37
kk 3 3(1 — 22) (7.37)
N, — 1)(N, +2) 273
kk 3 T, 51— 22)’ (7.38)
et ( )k+k’
20—
O,x
Ty = (ili'k—ilfk/)Q\/(l —2)(1 — =j), (7.39)
’ —+ T
POT — (ke _TRTIR [y g2, 4
W= (V- A - ) (7.40)

lorsque k # k. Le moment cinétique orbital relatif [ d’'un des deux neutrons par
rapport au ceeur n’étant plus un bon nombre quantique dans la base choisie, les
termes centrifuges prennent une forme plus compliquée que dans la méthode
mixte (7.13). Il faut noter que les intégrales sur = des opérateurs de (6.9) sont
évalués exactement en utilisant la régle de quadrature de Gauss-Legendre a
N, points.

Lorsque le spin total S vaut 1, I'intégration sur les angles d’Euler introduit
des termes supplémentaires dans les opérateurs décrivant les termes centrifuges
et p; - p, par rapport au cas S = 0. Les expressions des opérateurs définissant
I'énergie cinétique sont données par les formules (E.32-E.33) de l'annexe E.
Nous pouvons évaluer les éléments de matrice de ces différents opérateurs dans
la base des fonctions de Lagrange (7.27). Les éléments de matrice des différents
termes de I’énergie cinétique ainsi obtenus lorsque S = 1 s’écrivent

_ 1 1 1o
(Fonklp? + P3| Fo ) = BPh™20,,0 01 (,rg + 2) Ty
i1 i
2B 2814 Niyip Nit it (Thir Oiir, + Thgir 0t

1222

+ T3y 011 + Tigir 0iyir), (7.41)

1112 'ngl

et

~ 2 N N N N
( legk‘pl p2“¢‘z/z’k’> ~ —hh” szNigz‘g lmk&kk’@iligpigig+pi1i'2pi2i/1)

+(_)k+k" 2N1‘ + 1 - NI(IL’% + l’i/) — TRt
N, + 1) = )

Py pr Py P

Pigiy 111 1112 1211

X 5111 5@27, 6121 5z17,
r; T r; T

1 22 12 21

(1 — 5kk’)

51 1 5@ ) T
—p2p 2R plr (7.42)

TiyTiy
1 1, , R
Les éléments T};/ sont égaux a

N, (N, +1) 4

Tl,ﬂ? —
W 3 i 3(1 —3)

(7.43)
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lorsque k& =k, et a

L 2(=)"M (1 — mpaw)

Ty =
VA=) — o) (wn — ap)?

(7.44)

lorsque k # K. Les termes PL;7 apparaissant dans (7.42) sont quant a eux
définis par

4 21(3 — 22%)
Py = Th _(ON® —3NZ— 15N, — 8) 4+ - 2T k) 7.45
b = 3aN, 1) e 3N R (7.45)
pour k = K, et par
. ' 22+ a2, — 3w +1 (Ny +1)2
Py = (=) (x4 ap) |k s ! ) (7.46)

(iEk — xk/)Q 2N, +1

pour k # k'. Les éléments de matrice (7.41) et (7.42) ne différent donc de (7.35)
et (7.36) qu’en ce qui concerne les termes provenant des opérateurs agissant
sur la variable . Nous avons évalué exactement les intégrales sur la variable
x, parce que l'utilisation de 'approximation de Gauss sur ces termes conduit a
des expressions non hermitiques des éléments de matrice de I’énergie cinétique.
Comme dans le cas de la méthode mixte, le terme p, - p, est la source principale
du remplissage de la matrice hamiltonienne. Ce remplissage est encore plus
important dans le cas de la méthode “tout réseau” car il n’apparait pas de
régle de sélection sur les valeurs des indices k et k', comme c’est le cas pour la
méthode mixte avec la relation triangulaire entre [,1" et 1 (7.18).

Nous considérons maintenant les éléments de matrice du potentiel coeur-
neutron U, (7.2). La partie centrale de ce potentiel étant indépendante des
angles d’Euler et de la coordonnée z, ses éléments de matrice dans la base (7.30)
sont obtenus similairement & (7.14) en utilisant I’approximation de Gauss

(®5,k| UG, (r1) + Uccn(r2)|q)f’1/i’2k/> ~ 055 Ok Oiy it Oigir [Up (hriy ) + U, (B )]

(7.47)
La partie spin-orbite de cette interaction est quant a elle plus compliquée puis-
qu’il nous faut déterminer 'action de 'opérateur de couplage spin-orbite sur
les états de spin S = 0 et S = 1. De plus cet opérateur couple les deux valeurs
du spin total. A nouveau la premiére étape consiste a effectuer I'intégration sur
les trois angles d’Euler afin d’obtenir des opérateurs n’agissant plus que sur les
trois coordonnées internes. Les développements de ces calculs et les expressions
finales de ces éléments de matrice sont donnés a ’annexe E. Comme pour les
termes cinétiques correspondant a .S = 1, les intégrales sur la coordonnée x de
ces opérateurs doivent étre évaluées exactement afin de préserver I’hermiticité
des éléments de matrice. Le terme spin-orbite de l'interaction coeur-neutron
introduit également plus d’éléments non nuls dans la matrice hamiltonienne
dans le cas de la méthode “tout réseau” que dans la méthode mixte. Ceci est
toujours lié au fait que dans la méthode mixte, I'utilisation d’une base pour
laquelle le moment cinétique orbital relatif [ est un bon nombre quantique
permet d’obtenir certaines relations triangulaires entre les différents moments



7.4. APPLICATIONS 139

cinétiques, ce qui induit une réduction du nombre d’éléments de matrice non
nuls d’opérateurs tels que le couplage spin-orbite.

Dans le cas du potentiel neutron-neutron V,,,, (7.4) il n’est plus nécessaire
d’effectuer un développement multipolaire de 'interaction comme c’est le cas
dans la méthode mixte. Ceci simplifie fortement le traitement de cette inter-
action. Si nous considérons la partie centrale de cette interaction, ses éléments
de matrice dans la base de fonctions (7.30) sont obtenus directement a 'aide
de 'approximation de Gauss, comme au chapitre précédent

<(I)%gligklv7fn(r12)|q)ili’2k’> ~ 055 0kkr 04y 7, Oinit Virn, <h\/7“,-21 + 72 — 2ri1ri2xk> )

(7.48)
Ce potentiel est donc non seulement diagonal vis-a-vis des indices i; et 19
des variables radiales, mais également vis-a-vis de l'indice k& de la coordonnée
angulaire x. Dans le cadre de la méthode “tout réseau” nous ne considérons pas
les termes spin-orbite et tensoriel de 'interaction neutron-neutron. Ces termes,
étant d’un ordre de grandeur inférieur au terme central, ne contribuent que
faiblement a ’énergie du systéme a trois corps.

7.4 Applications

7.4.1 Comparaison des méthodes mixte et “tout réseau”

Pour comparer les deux traitements sur réseaux de Lagrange du probléme
a trois corps en physique nucléaire, nous considérons un modéle simple, non
réaliste pour le noyau ®He. Le systéme a trois corps est formé d’un cceur re-
présentant la particule «, constituée de deux protons et deux neutrons, et de
deux neutrons extérieurs. Les nombres de masse valent donc A, =4 et A = 6.
Les unités d’énergie et de longueur sont respectivement le MeV et le fermi (1
fm = 107' m). Dans ce systéme d’unités, nous avons

B2

——— =20.736 MeV fm?, (7.49)
2mN

ou my est la masse du nucléon.

Pour simplifier le probléme nous choisissons une interaction effective a-
neutron indépendante du moment cinétique orbital [. Ses parties centrale et
spin-orbite s’écrivent comme des sommes de gaussiennes

US,(r) = —96.3¢7035 4 77709 4 34702 _ 85093 1 510725 (7.50)

et
Uz (r) = —16.8¢ 70" — 14¢ 0390 4 147227, (7.51)

Ces potentiels correspondent au potentiel de Kanada [KKNN79| (voir les équa-
tions (7.54) et (7.55)) représentant l'interaction a-neutron pour I'onde | = 0.
Ce potentiel présente un état interdit servant a simuler ’antisymétrisation de
Pauli entre le cceur et le neutron [Bay97|. L'utilisation de ce potentiel dans nos
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calculs induit que I’état fondamental du noyau °He dans le modéle est trés forte-
ment lié (voir tableau 7.1). C’est pour cette raison que nous qualifions ce calcul
de non réaliste, la valeur expérimentale de I’énergie de I'état fondamental de
%He étant —0.975 MeV [Ajz84]. Pour représenter I'interaction neutron-neutron,
nous considérons la partie centrale du potentiel nucléon-nucléon utilisé dans
[CL92b|, qui s’écrit

VE (r) = (W + MP" + BP° + HP"P%)(105.16¢""/(09* — 31 56"/ (22
(7.52)
ou les opérateurs P" et P sont respectivement les opérateurs de permutation
de la coordonnée spatiale et du spin. Les parameétres de mélange W, M, B et
H sont choisis en accord avec le potentiel (2) de [CLI2b|, c¢’est-a-dire

W =04328 M = 0.6109

B =-0.0148 H = —0.0288. (7.53)

Au tableau 7.1 est illustrée la convergence de la valeur de I’énergie de ’état
fondamental du systéme a trois corps, en fonction du nombre de points N
du réseau de Laguerre et de la valeur maximale du moment cinétique orbital
relatif [,,,, pour la méthode mixte, et en fonction de N et du nombre de
points N, du réseau de Legendre pour la méthode “tout réseau”. Le nombre

TAB. 7.1 — Energie de I'état fondamental du noyau ®He décrit par un modéle
a trois corps avec les potentiels (7.50), (7.51) et (7.52). Le facteur d’échelle h
associé au réseau de Laguerre vaut 0.3 fm.

Méthode mixte
N\ lpas | 14 16 18 20
16 —39.5893 | —39.5893
20 —39.5959 | —39.5960 | —39.5960 | —39.5960
24 —39.5980 | —39.5981 | —39.5981 | —39.5981
28 —39.5986 | —39.5987 | —39.5987 | —39.5987
Meéthode “tout réseau”
N\N, | 14 16 18 20 22
16 —39.5908 | —39.5897 | —39.5895 | —39.5894 | —39.5894
20 —39.5974 | —39.5964 | —39.5961 | —39.5960 | —39.5960
24 —39.5995 | —39.5985 | —39.5982 | —39.5981 | —39.5981
28 —39.6001 | —39.5991 | —39.5988 | —39.5987 | —39.5987

total Nz de fonctions de base du calcul variationnel est défini par (7.12) dans
la méthode mixte, et par (7.34) dans la méthode “tout réseau”. Puisque les
deux méthodes traitent de la méme maniére les coordonnées radiales r; et
r9, les différences entre leurs résultats proviennent uniquement du traitement
de la partie angulaire. Les résultats obtenus nous indiquent que la méthode
“tout réseau” présente une convergence plus lente que la méthode mixte. Un
plus grand nombre de fonctions de base angulaire, c’est-a-dire un plus grand
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nombre N, de points de réseau pour la coordonnée x par rapport a l,,,., est en
effet nécessaire pour atteindre la stabilité a N fixé. Par exemple, pour N = 20,
la stabilité sur les quatre premiéres décimales est atteinte avec l,,.. = 16, ce
qui correspond a une base de 6930 fonctions de la méthode mixte, alors que
dans le cas de la méthode “tout réseau”, le nombre N, de points du réseau de
Legendre doit étre supérieur ou égal a 20, et la base de Lagrange contient alors
plus de 8400 fonctions. Remarquons que la convergence est variationnelle avec
la méthode mixte et anti-variationnelle avec la méthode “tout réseau”.

Nous pouvons également comparer les deux méthodes du point de vue
du remplissage de la matrice hamiltonienne. Au tableau 7.2 sont indiqués les
nombres N d’éléments non nuls de cette matrice pour certains calculs présentés
au tableau 7.1. Nous constatons qu’a N fixé, et pour N, = [,,42, le remplissage

TAB. 7.2 — Nombre N d’éléments non nuls de la matrice hamiltonienne pour
les calculs présentés au tableau 7.1.

Méthode mixte | Méthode "tout réseau”
N | Ny/lmaz Nr N Nr N
16 14 3944 | 1378568 | 3808 3523744
20 16 6930 | 3577370 | 6720 9158 720
24 18 11100 | 7933836 | 10800 20310480
28 20 16646 | 15733886 | 16240 40 248 880

est beaucoup plus grand dans la méthode “tout réseau” que dans la méthode
mixte, le nombre d’éléments non nuls de la matrice hamiltonienne dans la mé-
thode “tout réseau” étant plus du double de celui de la méthode mixte. Si nous
examinons la situation a taille de base Ny fixée, le remplissage de la matrice
est encore augmenté dans la méthode “tout réseau” par rapport a la méthode
mixte, en vertu des formules (7.12) et (7.34). Lorsque N, = l4z, le nombre
Nt de fonctions de base est en effet plus petit dans la méthode “tout réseau”
que dans la méthode mixte. L’augmentation du nombre d’éléments non nuls
de la matrice hamiltonienne dans le calcul “tout réseau” est di principalement
au terme p, - p, de 'opérateur cinétique et au terme de couplage spin-orbite
de l'interaction cceur-neutron, comme l'indique le tableau 7.3 qui compare les
remplissages partiels dus aux différents termes du hamiltonien dans les deux
méthodes, pour N = 20 et N, = [0 = 16. Ceci provient de ’absence de régles
de sélection sur les valeurs des indices définissant les fonctions d’onde (7.30)
de la base “tout réseau” dans les éléments de matrice de ces deux termes.

La simplicité de la méthode “tout réseau” en ce qui concerne le traitement
de l'interaction neutron-neutron, correspondant a une matrice purement dia-
gonale (7.48) (voir tableau 7.3), ne suffit pas & compenser les désavantages de
la méthode pour traiter le terme p; - p, et le terme spin-orbite de I'interaction
cceur-neutron. La méthode mixte est donc plus intéressante que la méthode
“tout réseau” pour étudier un systéme a trois corps en physique nucléaire, du
point de vue de la convergence des calculs et du remplissage de la matrice
hamiltonienne.
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TAB. 7.3 — Nombres d’éléments non nuls pour les différents termes du hamilto-
nien H pour les calculs mixte et “tout réseau”, avec N = 20 et N, = l,,4. = 16.
La taille Nr de la base vaut alors 6930 pour la méthode mixte et 6720 pour la
méthode “tout réseau”.

Méthode mixte | “tout réseau”
p?+p3 | 257730 350 720
PPy | 2734200 5134000
Ue 6930 6720
Use 494 300 4002080
Vin 114450 6720

H 3577370 9158 720

7.4.2 Calcul réaliste de ’état fondamental du noyau ‘He

Nous étudions maintenant un cas réaliste pour le noyau SHe. Puisque la
méthode "tout réseau' n’est pas plus avantageuse que la méthode mixte, nous
ne considérons que cette derniére méthode dans la suite de ce paragraphe.
Pour une analyse physique du noyau ®He, nous choisissons une interaction a-
neutron dépendant du moment cinétique orbital relatif [. Il s’agit du potentiel
de Kanada |KKNN79| qui s’écrit

Ue.(r) = —06.3¢ 036 + 770 097" + (_)1(34670.%2 _ 8505377 + 51672.512)
(7.54)
pour la partie centrale, et

U(r) = —16.8¢ 052" 4+ (=) (=14e7039"" 4 14¢227) (7.55)

pour la partie spin-orbite, toutes deux dépendant de la parité du moment
cinétique orbital relatif [. Ce potentiel présente un état interdit dans I'onde
[ =0, situé & —12.2530 MeV. Celui-ci doit étre éliminé afin d’obtenir une
énergie de liaison correcte pour le noyau °He. Cette élimination est effectuée
en utilisant un pseudo-potentiel |Bay97| qui repousse cet état non physique
aux hautes énergies a l'aide d’'un facteur A (E.24), que nous prenons égal a
5000 MeV. Pour l'interaction neutron-neutron, nous utilisons le potentiel de
Hanck [HTB84|, qui est un potentiel semi-réaliste de la forme

Vilr) = V()5 (1= P7) + VI () (14 PO (L4 PY)
HVA ()5 (1= P7) + V()5 (4 PO S0 - )
Vi ()8 + Vi ()80 5 (1 - P') (7.56)

ol les exposants + et — font référence a la parité du moment cinétique orbital
relatif des deux neutrons. Les différentes parties radiales sont des sommes de
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gaussiennes, et sont données explicitement par

VIt(r) = 150 14877 — 82170465
V3+(r) _ 2806—1.4877«2 o 2086—0.639r2
VIi=(r) = 0

Vi (r) = —142¢~ ()

Vi (r) = 22e™"" + 0.65e 02

Le potentiel (7.56) ne présente pas de terme tensoriel V7 car les déphasages
351, correspondant au deuton, sont utilisés pour ajuster les potentiels centraux
V1T et V3T [HTB84]. Les termes spin-orbite V;; et tensoriel V. sont quant a
eux ajustés pour reproduire les déphasages 3 P. Le potentiel (7.56) permet donc
I’analyse du traitement de termes spin-orbite et tensoriel dans l'interaction
entre les deux neutrons extérieurs dans le calcul & trois corps sur réseaux de
Lagrange.

Au tableau 7.4 est présentée la convergence de I’énergie de ’état fondamen-
tal de He en utilisant les potentiels décrits plus haut, avec et sans les termes
spin-orbite et tensoriel dans V,,,, en fonction du nombre de points N du ré-
seau de Laguerre et du nombre maximum l,,,, d’ondes partielles. Le facteur

TAB. 7.4 — Energie obtenue par la méthode mixte pour ’état fondamental du
noyau ®He décrit par un modéle & trois corps, avec et sans les termes spin-
orbite et tensoriel dans le potentiel V,,,, (7.56). Le facteur d’échelle h associé
au réseau de Laguerre vaut 0.25 fm.

Vi = VE,
N\ lpas | 14 16 18 20
16 | —0.9024 | —0.9042
20 | —0.9106 | —0.9124 | —0.9133 | —0.9139
24 | —0.9123 | —0.9140 | —0.9149 | —0.9154
26 | —0.9125 | —0.9142 | —0.9151 | —0.9157
Vin =V +VOL- S+ VIS,
N\ lpas | 14 16 18 20
16 | —0.9275 | —0.9293
20 | —0.9355 | —0.9372 | —0.9381 | —0.9387
24 | —0.9371 | —0.9387 | —0.9396 | —0.9402
26 | —0.9374 | —0.9389 | —0.9399 | —0.9404

d’échelle h pour le réseau de Laguerre vaut 0.25 fm. Les calculs avec la mé-
thode mixte, aprés élimination de I’état interdit, nous fournissent une énergie
de l'ordre de —0.94 MeV, qui est proche de la valeur expérimentale —0.975
MeV pour I'état fondamental de SHe. Le faible écart entre ces deux valeurs est
quelque peu accidentel comme le montrent les résultats obtenus dans les réfé-
rences [BKV94, Bay97| en utilisant une autre interaction neutron-neutron. Les
différences entre les valeurs calculées et la valeur expérimentale de I’énergie ont
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deux causes principales : le modéle a trois corps et le choix des interactions, les
deux étant reliées puisque le choix du modéle a trois corps impose 1'utilisation
de potentiels effectifs cceur-neutron. Le modéle a trois corps ne fournit pas une
description parfaite du noyau %He, entre autres car I'antisymmétrisation entre
le coeur et les neutrons du halo y est négligée, et il ne permet pas de considérer
des excitations du coeur . Néanmoins, malgré sa simplicité, ce modéle a trois
corps fournit des résultats raisonnables pour le noyau He, et constitue en ce
sens une bonne approximation pour la description de la structure en halo de
ce noyau [BKV94, Bay97]|.

D’apres le tableau 7.4 la présence des termes spin-orbite et tensoriel dans
V.n ne ralentit pas la convergence des calculs en fonction de N et [,,,,. Nous
pouvons examiner en détails les modifications introduites par ces deux termes
supplémentaires sur les différents termes du hamiltonien. Au tableau 7.5 sont
indiquées les valeurs moyennes dans ’état fondamental, des différentes com-
posantes du hamiltonien dans les deux calculs présentés au tableau 7.4. Nous

TAB. 7.5 — Valeurs moyennes des différents termes du hamiltonien dans I'état
fondamental du noyau *He obtenu par la méthode mixte, avec et sans les termes
spin-orbite et tensoriel dans l'interaction neutron-neutron. Les conditions de
calcul sont N = 26, [, = 20 et h = 0.25 fm.

Vo = V5, Vin =V + VL S+ V! Sy
S=0 S=1 Total S=0 S=1 Total
(p?+p3) | 224607 [ 4.3936 | 26.8543 | 22.3855 | 4.5219 | 26.9074
(p; - py) | —1.0372 | —0.0511 | —1.0883 | —1.0297 | —0.0468 | —1.0765
(V/pseudoy 0.0022 0 0.0022 0.0022 0 0.0022
(Ue) | —16.2849 | —3.3802 | —19.6651 | —16.2384 | —3.4889 | —19.7273
(Us) —2.7657 —2.7657 —2.7879 —2.7879
(Ve —4.2530 0| —4.2530 | —4.2301 0| —4.2301
(Vs0) 0 0 0 0| —0.1740 | —0.1740
(vry 0 0 0 0| 0.1458 0.1458
E = (H) —0.9157 —0.9404

avons choisi comme exemple le calcul avec N = 26 et [,,,,. = 20. Nous consta-
tons que I'ajout des termes spin-orbite et tensoriel dans V,,, modifie les dif-
férentes valeurs moyennes de quelques dizaines de keV. Le terme spin-orbite
contribue pour —0.17 MeV, tandis que le terme tensoriel contribue pour 0.15
MeV, c¢’est-a-dire que ces deux termes se compensent fortement. Ceci explique
la faible différence de résultat entre les deux calculs au tableau 7.4. Ces valeurs
sont en accord avec les ordres de grandeurs attendus, puisque ces termes sont
de 'ordre de quelques pourcents par rapport au terme central de I'interaction
neutron-neutron.

La répartition de la fonction d’onde de I’état fondamental de SHe dans les
différentes ondes partielles [ pour les deux valeurs du spin total S, est présentée
au tableau 7.6. L'ajout des deux termes d’interaction augmente légeérement la
fraction S = 1 de la fonction d’onde, qui passe de 14.9% a 15.5%, surtout au
détriment de la composante (S = 0, [ = 1) qui reste la composante principale
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TAB. 7.6 — Répartition en % de la fonction d’onde obtenue par la méthode
mixte pour ’état fondamental du noyau ®*He dans les différentes ondes partielles

caractérisées par [ et S. Les conditions de calcul sont N = 26, [, = 20 et
h = 0.25 fm.

Vin = VC,
S\I[ 0 17 2] 3] 4] 5
0 |1.30|79.93|3.12] 054 0.14 | 0.05
1 14.80 [0.08| 0| 0| 0
Vi = VE +V2L- S+ VI 5y,
S\I[ 0 17 2] 3] 4] 5
0 |1.27|79.433.07 053013 | 0.05
1 1538 007 0| 0| 0

avec 79.4%. L’augmentation de la composante S = 1 est directement reliée au
terme spin-orbite de V,,,, qui ne contribue que pour S = 1 et qui est attractif. Le
remplissage de la matrice, quant a lui, augmente en présence de ces deux termes
supplémentaires dans le hamiltonien. Par exemple, pour N = 26 et 4, = 20,
le nombre d’éléments non nuls passe de 11809967 a 13100577 lorsque les
termes spin-orbite et tensoriel sont ajoutés dans le potentiel neutron-neutron.

7.5 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons utilisé la méthode des réseaux de Lagrange
pour étudier des systémes nucléaires dans un modéle & trois corps. Dans ce
modéle simple le noyau est décomposé en un ceeur, supposé ponctuel, et deux
nucléons extérieurs. Ce modéle permet par exemple d’étudier certaines proprié-
tés des noyaux a halo de neutrons. Etant donné la dépendance en le moment
cinétique orbital relatif des interactions coeur-nucléon réalistes, le probléme a
trois corps est traité a ’aide des coordonnées relatives.

L’étude effectuée dans ce chapitre, et basée sur un noyau formé d’un ceeur
et de deux neutrons, comprend deux parties. La premiére consiste & comparer
la méthode utilisée dans l'article [Bay97|, appelée ici méthode mixte, & une
méthode “tout réseau”. Dans la méthode mixte, seule la partie radiale de la
fonction d’onde du systéme a trois corps est traitée sur réseau de Lagrange,
la partie angulaire étant traitée analytiquement. Le but de la méthode “tout
réseau” est d’étendre le traitement sur réseau de Lagrange aux trois coordon-
nées internes, comme au chapitre 6. L’avantage de cette méthode “tout réseau”
est de fournir une matrice purement diagonale pour représenter le potentiel
d’interaction entre les deux neutrons extérieurs, alors que dans la méthode
mixte, le traitement de cette interaction nécessite un développement multi-
polaire, ce qui conduit & une matrice non diagonale. Cependant cet avantage
de la méthode “tout réseau” ne suffit pas a compenser les inconvénients pro-
venant du traitement du terme p, - p, de ’énergie cinétique et du terme de
couplage spin-orbite de 'interaction cceur-neutron. En effet, contrairement au
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cas de la méthode mixte, la méthode “tout réseau” ne fait pas apparaitre de
regle de sélection dans les éléments de matrice de ces deux termes. Il en résulte
une forte augmentation du remplissage de la matrice hamiltonienne, le nombre
d’éléments non nuls de cette matrice valant plus du double d’une méthode a
I’autre. De plus la convergence de la méthode “tout réseau” est ralentie par
rapport a la méthode mixte. Un plus grand nombre de fonctions angulaires
est en effet nécessaire pour obtenir la convergence a une certaine précision. La
méthode “tout réseau” est donc finalement moins intéressante que la méthode
mixte pour traiter un systéme nucléaire a trois corps.

La deuxiéme partie de I’étude des systémes a trois corps en physique nu-
cléaire concerne la généralisation du modéle basé sur la méthode mixte au cas
d’interactions entre les neutrons extérieurs contenant des termes de couplage
spin-orbite et tensoriel. L’ajout de ces termes augmente de quelques pourcents
le nombre d’éléments non nuls de la matrice hamiltonienne dans ’exemple de
I'étude de I'état fondamental du noyau He. Cependant la convergence des
résultats reste aussi bonne que dans le cas d’une interaction neutron-neutron
purement centrale. Bien que dans les tests effectués le terme tensoriel de I'in-
teraction neutron-neutron n’est qu'un potentiel effectif, puisqu’il est purement
répulsif, nous considérons que nos conclusions sont encore valables pour des
potentiels tensoriels plus réalistes. En effet, non seulement le terme tensoriel
est d’un ordre de grandeur inférieur au terme central de 'interaction neutron-
neutron, mais de plus il ne contribue a I’énergie du systéme a trois corps qu’au
travers de la composante S = 1 de la fonction d’onde. Or celle-ci ne repré-
sente qu’environ 15% de I’état fondamental du noyau ®He. L’utilisation d’une
interaction neutron-neutron comprenant un terme tensoriel réaliste ne devrait
donc pas modifier considérablement le taux de convergence de nos calculs. Ceci
valide I'utilisation de potentiels nucléon-nucléon contenant en plus du terme
central, un terme spin-orbite et un terme tensoriel, dans le modéle a trois corps
pour les noyaux.



Chapitre 8

Systémes a trois corps en physique
atomique et moléculaire

8.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons le modéle a trois corps présenté au cha-
pitre 6 pour étudier certains atomes et molécules. Nous supposons ici les parti-
cules sans spin. Ceci constitue une approximation valable en physique atomique
car le terme de couplage spin-orbite ne contribue que faiblement a I’énergie
du systéme. Ce terme, associé a d’autres d’origine relativiste, conduit a la
structure fine des systémes atomiques [Sob79]. Il peut étre traité de maniére
perturbative [CDL73|, et donc calculé a partir de la fonction d’onde obtenue
lors de la résolution de I’équation de Schrodinger sans terme de spin. Bien que
nous ne prenions pas explicitement en compte le spin du systéme a trois corps,
il peut avoir une influence sur la symétrie de la partie spatiale de la fonction
d’onde décrivant ’état du systéme. Ceci provient du principe d’antisymétrisa-
tion de Pauli lorsque le systéme a trois corps contient des fermions identiques,
typiquement des électrons en physique atomique et moléculaire.

Dans le cadre de cette approximation, les états du systéme & trois corps
sont caractérisés par le moment cinétique orbital total L et la parité . Dans
ce chapitre, nous nous intéressons en particulier aux états S (L = 0) et P
(L = 1) de quelques systémes atomiques et moléculaires tels que 1'atome d’hé-
lium, I'ion hydrogéne H™, I’ion positronium Ps™, I'ion moléculaire d’hydrogéene
H3 et la molécule dtp. L’atome d’hélium et I'ion moléculaire d’hydrogéne sont
les problémes a trois corps les plus simples respectivement en physique ato-
mique et moléculaire. Ils représentent ainsi de bons exemples pour tester une
nouvelle méthode numérique permettant ’étude de systémes a trois corps. En
tant que molécule la plus simple, le systéme Hj est aussi idéal pour analyser
la validité de 'approximation de Born-Oppenheimer [Her50|. Les ions H™ et
Ps™ sont également des systémes a trois corps relativement simples, mais ils
ne présentent qu’une faible énergie de liaison. Ils représentent en ce sens des
tests plus sévéres pour la méthode. L’ion Ps™, formé d’un positron et de deux
électrons, est particuliérement intéressant car il permet d’analyser ’annihila-
tion entre I’électron et son antiparticule, le positron [Ho90|. Enfin, la molécule
dty, constituée d'un deuton 2H, d’un triton *H, et d’un muon, est fort étudiée
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depuis quelques années pour son role important dans la fusion, dans laquelle
le muon sert de catalyseur [HMSS8S].

Dans le cas des systémes atomiques et moléculaires, les interactions entre
les trois corps se réduisent a l'interaction coulombienne. Parmi les quatre sys-
temes de coordonnées introduits au chapitre 6, seulement deux peuvent étre
utilisés pour traiter des systémes a trois corps en physique atomique et mo-
léculaire a 'aide de la méthode des réseaux de Lagrange : les coordonnées de
Hylleraas normalisées (6.12) et les coordonnées périmétriques (6.21). Afin de
déterminer les coordonnées les plus avantageuses pour un traitement sur ré-
seaux de Lagrange, nous effectuons un test de convergence, tel qu’au chapitre
6, dans le cas réaliste de I'ion positronium Ps™. Ce systéme atomique a la
particularité d’étre composé de trois particules de méme masse, et ne posséde
qu’'un état lié, dont la notation est 'S¢, d’énergie —0.262 005070233 hartree
[Fro99a]. 11 constitue un test plus intéressant que I'atome d’hélium, car étant
faiblement lié, son état fondamental présente une grande extension spatiale,
et est ainsi plus difficile & reproduire que I’état fondamental de ’atome d’hé-
lium, pour lequel les coordonnées de Hylleraas ont été initialement introduites
|BS57].

Au tableau 8.1 est indiquée la convergence de 1’énergie de I’état 1ié de I'ion
Ps™ en fonction de la taille N de la base de Lagrange dans les cas des coor-
données de Hylleraas normalisées (6.12) et périmétriques (6.21). Les fonctions

TAB. 8.1 — Erreurs sur 'énergie de I'état fondamental de 'ion Ps™ obtenues
par un calcul sur réseaux de Lagrange avec les systémes de coordonnées de
Hylleraas normalisées et périmétriques. Les facteurs d’échelle sont h, = 1.5
pour les coordonnées de Hylleraas normalisées, et h, = h, = 1.6 et h, = 1.5
pour les coordonnées périmétriques. La valeur de référence de cette énergie est
E = —0.262 005070 233 hartree [Fro99a].

Coordonnées | N, | N, | IV, Nr €

Hylleraas 41 4|10 160 | 1073
8| 8] 28[1792| 1076

12| 12| 48 | 6912 107°

Périmétriques | 5| 5| 4| 100| 1073
13| 13 61014 106
22| 22 813872 |610°1°

de base et les éléments de matrice du calcul sont décrits au chapitre 6. Les trois
calculs pour chaque systéme de coordonnées correspondent a la taille de base
minimale requise pour obtenir une erreur absolue sur I’énergie respectivement
de 1073, 107% et 107, Dans le cas des coordonnées périmétriques, les nombres
de points N, et N, sont choisis égaux en raison de la symétrie du systéme
Ps™ vis-a-vis de I’échange des deux électrons. Dans le cas des coordonnées de
Hylleraas normalisées, le nombre de points NV, doit étre choisi plus grand que
les nombres N, et N, (voir le chapitre 6). Les facteurs d’échelle sont h, = 1.5
pour les coordonnées de Hylleraas normalisées, et h, = h, = 1.6 et h, = 1.5
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pour les coordonnées périmétriques. Les résultats obtenus indiquent que pour
une précision de I'ordre de 1073 hartree les tailles des bases de Lagrange sont
similaires pour les deux choix de coordonnées. Cependant 1’écart entre les deux
augmente lorsque la précision recherchée est plus grande. Pour une précision de
107? hartree, il faut en effet 6912 fonctions de Lagrange avec les coordonnées
de Hylleraas normalisées, et seulement 3872 fonctions avec les coordonnées
périmétriques. Le systéme de coordonnées périmétriques se révéle donc plus
performant pour traiter un probléme coulombien a trois corps a 'aide de la
méthode des réseaux de Lagrange. C’est pourquoi nous ne considérons plus
que ce systéme de coordonnées dans la suite de ce chapitre.

8.2 Hamiltonien pour un état de moment ciné-
tique orbital total L

Avant d’introduire les coordonnées périmétriques, que nous utiliserons pour
étudier les états S et P de quelques systémes a trois corps, nous présentons le
hamiltonien correspondant a un moment cinétique orbital total L quelconque.
Lorsque le mouvement du centre de masse est éliminé, le hamiltonien non-
relativiste décrivant un systéme atomique ou moléculaire a trois corps s’écrit
dans les unités atomiques (b = m, = e = 1) sous la forme

1 1 P? 1 /1 1
o = +— |+ +<—) P
(8#12 2m3> b 24112 2 \my mgy P
YAV . YAV YAYA)
B e

(8.1)

avec les deux coordonnées R = r3; — 3y et r = %(T’gl + 732), ol T3; est la

coordonnée de la particule ¢ par rapport a la troisiéme particule, et les moments
associés P and p. Chacune des trois particules est caractérisée par sa masse
m; et son nombre de charge Z;, et 15 est la masse réduite des particules 1
et 2. Nous n’utilisons pas les coordonnées de Jacobi (6.16) afin d’éviter la
dépendance en les masses de I'interaction coulombienne.

Dans le référentiel du centre de masse, un systéme a trois corps a six de-
grés de liberté. Ceux-ci peuvent étre représentés par trois variables décrivant
la forme du triangle défini par les trois particules, et par trois angles d’Eu-
ler donnant l'orientation de ce triangle dans I’espace. Nous choisissons, pour
les calculs intermédiaires, les variables définies par Feagin [Fea84|. Elles sont
formées par les trois coordonnées sphériques (R,6,1)) du vecteur R, et les
trois coordonnées cylindriques (p, ¢, ¢) du vecteur r dans le référentiel relatif
ou 'axe z est dirigé selon R. Les trois variables angulaires définissent un en-
semble d’angles d’Euler. Les domaines de variation de ces variables sont [0, 00|
pour R et p, | — 0o, +00] pour (, [0, 27| pour ¢ et ¢, et [0, 7] pour #. Dans ce
systéme de coordonnées, 1’élément de volume est

dV = R%psin6 dR dp dC dy d6 do. (8.2)
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Avec ces variables, le hamiltonien devient

_ 1 2 _ ¢ Y
H = TS+2u12R2 {L +<(8,, p8<+2p> (L, — L")
Cz_ R2 2 C / / / / / /
+<p 1+ 7 LZ+ZJQ4+J¢ﬂ¢+L4L++LJ]
Lt Lyt G (Lop ) .y
+=( ) { pL (4+—2@)(L+ L")

! 2

_i [(L’++L’)L;+L;(L;+L’>}} S+ Ve(R,p,¢) (8.3)

2m

ou L est le moment cinétique orbital total. L’énergie cinétique Ts pour les
états S, et le potentiel coulombien Vi sont donnés explicitement par

Ty = %1232 [—R%’é — 2ROp — (C + ) 95 — <p2 + T) 0; +2pC0;
_; <§2 + If - p2> 0, + 2434
4L (n}bl _ 7;) le [Cp02 — 202 + (O, — 200 — pRO]
+21m$ l & - ;a,) _ ag] | (8.4)
v _ 5% 7\ Zs N Z2Zs (8.5)

B8 v -840

Les composantes du moment cinétique orbital total dans le référentiel relatif
sont notés par un prime. Les deux opérateurs L et L’ sont des combinaisons

des opérateurs L et Lj. Ces opérateurs dépendent uniquement des angles
d’Euler

L, = —ie ™ (cotg 0 Oy + 109 — me&p) ,
L' = —ie” (cotg 0 0p — 10 — Sme%) (8.6)
L, = —i0,.

Nous introduisons maintenant les coordonnées périmétriques (6.21), que
nous utilisons pour obtenir des approximations des énergies et des fonctions
d’onde des états liés de systémes a trois corps. Ces trois coordonnées ont l’avan-
tage d’étre définies sur U'intervalle [0, 00[. Les variables R, p et ( s’expriment
en fonction des coordonnées périmétriques selon

Tty
R 5

ryz(x +y+ 2)
pro= TETER (8.7)
¢ (x—y)(2z+z+vy)

4(x +y)
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et 'élément de volume devient
AV = (z +y)(z + 2)(y + 2) dz dy dz sin 6 dip db do. (8.8)

L’élément de volume (6.22) est égal a (8.8) a un facteur prés qui provient des
angles d’Euler, puisque dans le cas des états S, considérés au chapitre 6, la
fonction d’onde est indépendante des angles d’Euler, et intégrer sur ces angles
revient alors a multiplier par une constante.

8.3 Fonctions d’onde et propriétés de symétrie

Le hamiltonien étant invariant par rotation, il commute avec le carré du
moment cinétique orbital total L2, et avec une de ses composantes dans le
référentiel fixe, soit L,. Ces deux opérateurs nous fournissent donc deux bons
nombres quantiques (L, M) pour caractériser la fonction d’onde du systéme.
Celle-ci peut alors s’écrire

L
Vv = Z DEK(¢>07¢)6%)(R7 P C)? (89)
K=—L
ot DY (14,0, ) représente un élément de matrice de rotation de Wigner
[CDL73|, qui est une fonction des angles d’Euler. Les fonctions 6%)(}%, p,¢)
dépendent uniquement des trois variables internes. Exprimées en coordonnées
périmétriques, les fonctions 5&? deviennent

—(L
By (R, p.) = B (2, y. 2). (8.10)

La parité est aussi un bon nombre quantique pour le systéme a trois corps
et les états pairs et impairs peuvent étre traités séparément. L’opérateur parité
IT transforme les six variables (R, p, (, %, 0, ¢) selon

R L R ¢ L a4y,
p =5 ) 0 L 1—0, (8.11)

I I

¢ — ¢ ¢ — T—9.
Les fonctions d’onde des états pairs et impairs peuvent étre construites sous
la forme

Uiy £V,
7 .

Dans le cas particulier ou deux des trois particules, soient 1 et 2, sont iden-
tiques, le hamiltonien est invariant vis-a-vis d’'une permutation de ces deux
particules. Ceci nous permet de distinguer les états symétriques des états an-
tisymétriques. La transformation des six variables par I'opérateur de permu-
tation P est donnée par les relations

v = (8.12)

R 22 R VA R )
p 22 o 2 59 (8.13)

¢ 2o o 22 on— o



152 CHAPITRE 8. SYSTEMES COULOMBIENS A TROIS CORPS

Les fonctions d’onde symétriques et antisymétriques sont alors construites
comme

Vv £ PoVin
V2

ot les fonctions Wy, sont données par (8.9).

v = (8.14)

8.3.1 Etats S
Dans le cas des états S (L = M = K = 0), la fonction d’onde (8.9) devient

758 e
Ty = D5 (R, p,¢) =5 (2, y, 2). (8.15)

La fonction d’onde est alors indépendante des angles d’Euler. Les états S
sont toujours pairs d’aprés (8.11), mais nous pouvons construire les fonctions

)

symétriques et antisymétriques avec (8.14). La fonction ®{%) est une fonction

propre du hamiltonien effectif H5) pour 'onde S
HEVP) = ol (8.16)

Les éléments de matrice de cet hamiltonien entre deux fonctions F et G peuvent
s’écrire en coordonnées périmétriques (équation (6.23)) selon

<F|H(Se)

Gy = /Ooodx/ooody/ooodz (T(F,G)+V(F,G)) (8.17)

ou les fonctions 7 (F, G) et V(F,G) sont données par

T(F.G) = 2{[

r(y+2)(z+y+2) +xz(z+x)+xy(x+y)] oF 0G

my ma ms Ox Ox
yay+2) ylt+a)@t+y+z)  aylz+y)| oFoG
+ + + —
my Mo ms dy Oy
yz(y+2)  zz(z+x) zlx+y(zr+y+z)| 0F0G
+ + + —
my M ms3 0z 0z
ey ) (906 0F0G
my Jdy 0z 0z Oy
waz+a) (OFOG , OFOG
ma 0z Ox  Ox 0z
_alaty) (0F0G | OFOG
ms (830 oy + oy Ox | |’ (8.18)
27172y 27575 27374
V(F,G) = FG. (819
(F.G) = o+ a)at o)y +2) [ 2422 4 2000 B0 b (s.9)

Comme indiqué au chapitre 6, I'utilisation des coordonnées périmétriques per-
met I’élimination de toutes les singularités provenant de l'interaction coulom-
bienne.
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8.3.2 Etats P

Dans le cas L = 1, la fonction d’onde est la somme de trois termes

1 - — 1 -
Ui = 7 sin QGZQSCI)(_I?(R, p,C)+cosf (ID((]P) (R,p,C) — 7 sin 06_’¢<I>§P)(R, p,C).
(8.20)

Avec les formules (8.12), nous obtenons les expressions des fonctions d’onde
des états pairs

U, = sinfsing o (8.21)
et impairs

U9, = cosd 5((3130) — sin 6 cos ¢ 55130) (8.22)

) o P

o 7, ®, et @, ’sont des combinaisons des fonctions 5(_131), 5813) et 5&13).

Fonctions d’onde paires

Apres I’élimination des angles d’Euler, I’équation de Schrodinger devient
7P ") = g’ ), avec le hamiltonien effectif donné par (F.1). Comme

cet hamiltonien contient des singularités en 1/p? et 1/R?, nous introduisons

)

un facteur de régularisation dans la fonction o , qui devient

—(P¢ = e e
3 )(R, p,¢) = pROF)(R, p,¢) = \/xyz(.r +y+2)0F) (z,y,2). (8.23)

La fonction ®) est une fonction propre du hamiltonien effectif régularisé

H )

HPIP) = FR2QW) (8.24)

ou R(z,y, z) est le facteur de régularisation \/:Uyz(x + y + 2). Les éléments de

. . . € . .
matrice de cet hamiltonien H"?) entre deux fonctions F et G, qui sont non
singuliéres et qui tendent vers zéro aux grandes distances, peuvent s’écrire sous
la forme symétrique

(FIHP|G) = /:o dz /OOO dy /O°° dz wyz(z +y + 2) (T(F,G) + V(F,G))
(8.25)
avec les mémes expressions 7 (F,G) et V(F,G) que pour les états S. La seule
différence avec I'expression (8.17) provient du carré du facteur de régularisation
R.

Ce facteur définit le comportement de la fonction d’onde aux courtes dis-
tances, et est relié au comportement en R* de la fonction d’onde correspondant
a un état de moment cinétique orbital L. Dans le cas des atomes a deux élec-
trons, ce facteur peut étre obtenu en approchant la fonction d’onde paire par
le couplage de fonctions d’ondes de type hydrogénoide ¥,

Uiy = [‘I’f:1(7“31) ® \Dgzl(ﬂm)} (8.26)

L=1M=0
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ol r3; est la coordonnée de I’électron i relativement au noyau, et [; est le mo-
ment cinétique orbital relatif du méme électron. Les deux moments cinétiques
angulaires relatifs sont couplés pour former un état de moment cinétique to-
tal L égal a 1. Ces fonctions hydrogénoides sont données explicitement par
U () oc 7e=#72Y™(Q)), ot Z est le nombre de charge et Y;™ est une har-
monique sphérique. Ecrite en coordonnées périmétriques, la fonction d’onde
approchée (8.26) est donnée par Iexpression

Z2ztyte

1 sinfsin ¢ (8.27)

U, o \/myz(x +y+z2)e

dans laquelle nous observons I'apparition naturelle du facteur de régularisation.

Fonctions d’onde impaires

Les fonctions d’onde impaires (8.22) présentant deux dépendances diffé-
rentes en les angles d’Euler, 'équation de Schrodinger peut s’écrire comme
\ . . . =(P°)  =(P°)
un systéme de deux équations agissant sur ®;, " et ®; ’, lorsque nous avons
effectué I'intégration sur les angles d’Euler (F.2). Comme dans le cas des états
pairs, le hamiltonien pour K = 1 contient des singularités en 1/p? et 1/R?
(équation (F.6)). Nous régularisons alors la fonction 5513 )
les deux fonctions en coordonnées périmétriques.

et nous exprimons

— PO o
(R, p, ) = ) (w,y, 2),

—(po - (po 0 (8.28)
8" (R,p.¢) = pR & (R,p,¢) = \Jayz(x + y + )0 (2,1, 2).
Avec les fonctions CI>(()PO) et <I>§PO), I’équation de Schrédinger devient
( Hp ' Hiy ) ( o5 ) e ( 10 ) ( ) > (8.20)
Hio ' i)\ 8y 0 R )\ e )

ol apparait la matrice de norme qui dépend du facteur de régularisation R.
Le hamiltonien effectif H"*) dans (8.29) donne lieu aux éléments de matrice
suivants entre deux fonctions F' et G

(FIH|1GY = <F|H<Se G)

/ da:/ dy/ g: EEAWED) b (g 50
H12 Tty

(FIHE) |Gy = 2/ dx/ dy/ g Ty )
Tty

{x+z_y+z] F%_Gaj
Mo my 0z 0z
_[y+z+:c+z]< oG 8F>

my ma

+[y+z+x+z] (FaG_GaF>}

my ma
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+2/ dx/ dy/ g, A+ 2)
r+y

[azz—yz—y —azy+xz—yz+x + Yy FG,(8.31)
mq mo

(FIHY|G) = (GIHG,|F), (8.32)

(FIHY|G) = (FIHT)|G). (8.33)

Les éléments de matrice de Hﬁ”) sont identiques a ceux de HF) parce que
les deux hamiltoniens correspondent & la composante |K| = 1 de la fonction
d’onde.

8.4 Choix des réseaux et bases de Lagrange

Le choix des réseaux de Lagrange associés aux coordonnées périmétriques
et la construction des fonctions de Lagrange a trois dimensions sont décrits au
chapitre 6. Aux coordonnées z, y et z sont associés des réseaux de Lagrange-
Laguerre de N,, IV, et N, points respectivement. Les facteurs d’échelle corres-
pondant sont notés h,, h, et h., et les fonctions de Lagrange a une dimension
e (), fJN” (y) et fr*(z) sont basées sur les polynomes de Laguerre (2.109).
Les fonctions de Lagrange a trois dimensions en coordonnées périmétriques
Fiji(x,y,z) sont définies par (6.43)

Fig(w,y,2) = N £ (@ /ha) 177 0/ hy) £ (212 (8.34)

ot le facteur de normalisation N;jx est donné par (6.44).
Les fonctions de Lagrange Fjj,(x,y, z) vérifient les conditions de Lagrange
aux points du réseau a trois dimensions (z,, Yy, 2;)

Fiji(hap, hyyg, o) = (NorATNINE) 26,0 5000 (8.35)

Comme indiqué au chapitre 6, avec I’élément de volume (8.8), ces fonctions
ne sont pas orthogonales, mais elles sont orthonormées a ’approximation de
Gauss, avec le choix (6.44) du facteur de normalisation Njy.

La fonction d’onde d’un état du systéme a trois corps de parité 7 est alors
développée dans la base des fonctions de Lagrange Fjj;

Nm NU Nz
L™
i=1 j=1k=1

ot les CE( . sont des coefficients variationnels linéaires. Lorsque deux des trois
particules sont identiques, il est avantageux d’introduire la symétrie de la fonc-
tion d’onde directement dans le développement (8.36). Soient 1 et 2 les deux
particules identiques. D’aprés (6.21), nous constatons qu’'une permutation des
deux particules est équivalente a une permutation des coordonnées périmé-
triques x et y. Nous développons alors les fonctions d’onde symétriques et
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antisymétriques respectivement selon

Tr N N N, .
O (g, 2) =D >3 C Kzgk 2(14045)) 72 [Fiji(z,y, 2) + Fii(y, x, 2)]
i=1 j<¢ k=1
(8.37)
By (w,y, 2 ZZZ Ol 2 2 [Fin(z,y. 2) — Firly.z,2)],  (8.38)
i=1 j<t k=1

ol nous choisissons la méme taille de réseau N et le méme facteur d’échelle h
pour les variables x et y, afin de bénéficier des conditions de Lagrange (8.35)
lorsque nous utilisons I'approximation de Gauss. Lorsque nous introduisons un

facteur de régularisation R(x,y,z) dans la fonction d’onde 5%W) (équations
(8.23) et (8.28)), le développement (8.36) est remplacé par

oy (x,y, 2 ZZ Z CRARGEFin(,y, 2), (8.39)

i=1j5=1k=1

out Rjji est le facteur de régularisation calculé aux points du réseau, c’est-a-
dire Rijx = R(hyxi, hyy;j, h.zi). Ce facteur doit étre mis en paralléle avec la
définition (2.55) des fonctions régularisées, qui vérifient les conditions de La-
grange et qui sont orthonormées a I’approximation de Gauss. La différence avec
I'expression (2.55) est que le facteur de régularisation R n’apparait pas dans
le développement (8.39) mais est introduit dans la définition du hamiltonien
effectif (équations (8.24) et (8.29)).

Avec le développement (8.39), la matrice de norme des états P (équations
(8.24) et (8.29)) devient la matrice identité lorsqu’elle est évaluée a l'aide de
la régle de quadrature de Gauss. Nous réduisons ainsi la difficulté puisque le
calcul ne conduit pas a un probléme aux valeurs propres généralisé.

Nous examinons maintenant ’évaluation des éléments de matrice dans la
base des fonctions de Lagrange (8.34). Aucune intégration numérique n’est
nécessaire puisque nous utilisons la quadrature de Gauss associée au réseau.
Le cas des états S a été présenté au chapitre 6 (équation (6.45)), et ces résul-
tats peuvent facilement étre étendus au cas des états P pairs. Pour les états
P impairs, les éléments de matrice, calculés dans la base de Lagrange, sont
présentés a I'annexe F (équations (F.7) et (F.8)).

8.5 Calcul de valeurs moyennes d’observables

Nous explicitons dans cette section les expressions de quelques valeurs
moyennes d’opérateurs. Dans la méthode des réseaux de Lagrange, ces valeurs
moyennes sont obtenues trés simplement en utilisant la régle de quadrature
de Gauss associée au réseau, et ne nécessitent donc aucun calcul analytique.
Comme pour le potentiel coulombien, les éléments de matrice d’observables
qui ne contiennent pas d’opérateurs différentiels valent approximativement

(FoylOa,y,2)|F) = ["da [ dy [ defa+ )y +2)(: +2)



8.5. CALCUL DE VALEURS MOYENNES D’OBSERVABLES 157

F’ /k/(ﬁC Y,z )O(ZIZ’, Y, Z)Ejk(x7 Y, Z)
~ O(thTZ, hyyja hzzk)éii’ajj’ékk’ (840)

dans la base des fonctions de Lagrange (8.34). En particulier, orthonormalité
de la base a 'approximation de Gauss découle de O = 1. I’élément de matrice
de l'observable O(z,y, z) avec la fonction d’onde (8.36) s’écrit alors

N, Ny N,

(@5 (@,y,2)|0(, y, 2)| 05 (w,y,2)) = Y30 > CidOhuwi, hyy, heze).

=1 j=1k=1
(8.41)
Nous pouvons également déterminer les valeurs moyennes des fonctions de
Dirac a deux ou trois corps [Pek58|. Dans le cas des états S, elles peuvent
s’écrire

() = 00rs)) =~ [ dyy?u2(0.5,0)

~ —hgz)\qu\ﬂgo (0, hyy,, 0), (8.42)
(G12) = (5(112)) / dz 2202 (0,0, 2)

~ —h?’z/\z 2050(0,0, R, z,), (8.43)
(Gros) = (5(rs1)0(ras)) = ;\1130(0,0,0) (8.44)

ou Vg représente la fonction d’onde d’un état S.

D’autres grandeurs caractéristiques des systémes coulombiens sont les con-
ditions aux points de rebroussement (“cusp conditions” en anglais). Il s’agit de
conditions que doit satisfaire la fonction d’onde et qui découlent de la singu-
larité du potentiel coulombien. Pour la fonction d’onde exacte ¥, le rapport
I{D‘I’ = I est constant. Etant donné les singularités du hamiltonien H lorsque
I'une des distances interparticules r;; (i # j = 1,2, 3) est nulle, ceci n’est pos-

sible que si la fonction d’onde satisfait certaines conditions, c’est-a-dire si les

grandeurs
1 0¥
Y/ ri;=0

prennent une valeur bien définie. Cette relation est équivalente a

(8.46)

et doit étre vérifiee pour toutes valeurs des distances 7y avec (k1) # (4,7).
L’expression (8.45) est généralement remplacée par la formulation globale

(W|0(ri;) O,
(Wo(ry)

1Y)
v)

(8.47)

Vz'j =




158 CHAPITRE 8. SYSTEMES COULOMBIENS A TROIS CORPS

qui exprime les conditions aux points de rebroussement a l'aide de valeurs
moyennes dans l'etat W. La valeur exacte de ces conditions aux points de re-
broussement v;; est une fonction des nombres de charge et des masses des
particules. Elles permettent donc de tester la qualité de la fonction d’onde ob-
tenue par calculs. Les conditions aux points de rebroussement (8.47) s’écrivent
en coordonnées périmétriques pour un état S

Ji® dz 2 W0 (0,0, 2) [ 2590.(0,0, 2) + 2392(0,0, ) — 252(0,0, 2)]

Vi = ’

fOOO dz ’22\1/(2)0(07 OJ Z)
(8.48)

J5® dy y*Woo(0, y, 0) [ 2520, y,0) — 25%0(0,y,0) + 2322.(0,y,0)]
Jo7 dy y*¥5,(0,y,0) '

V31 =
(8.49)

Ces expressions peuvent étre exprimées aux points du réseau similairement
aux équations (8.42-8.44). Les valeurs ainsi calculées de v15 et v3; doivent étre
comparées aux valeurs exactes

m;m;

m; + mj '
Pour évaluer les valeurs moyennes des fonctions de Dirac et des conditions
aux points de rebroussement, nous devons uniquement connaitre la valeur des
fonctions de Lagrange en zéro, et celle de leur dérivée premiére en zéro et aux
points du réseau. Par exemple, avec le développement (8.36) et Ly (0) = 1,
nous obtenons pour (8.44)

Woo(0,0,0) 2 Y (= 1) (a2 Niji ) V208 (8.51)
ijk
Un autre indicateur de la qualité de la fonction d’onde obtenue par calculs
découle du théoréme du viriel [CDL73|. Ce dernier permet de relier les valeurs
moyennes de I'énergie cinétique 7' et de ’énergie potentielle V' dans un état
propre de I’équation de Schrédinger stationnaire. Si le potentiel V' est une
fonction homogéne de degré n, alors

2ATY = n(V). (8.52)

Dans le cas du potentiel coulombien V = V5, n vaut —1, et nous définissons
le coefficient du viriel 1 selon
(Vo)

— |14
1 ‘*2<T>’

(8.53)

ol les valeurs moyennes des opérateurs cinétique 7" et de potentiel coulombien
Ve sont obtenues a partir des expressions présentées aux sections précédentes.
En vertu du théoréme du viriel, ce coefficient est nul dans le cas de la fonction
d’onde solution de 1’équation de Schrodinger. Ce facteur est ainsi une mesure
de la qualité globale de la fonction d’onde obtenue par calcul, plus le facteur
du viriel 7 est petit, meilleure est la fonction d’onde.
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8.6 Applications

8.6.1 Energies d’états liés

Les énergies des états liés et les coefficients des fonctions d’onde correspon-
dantes sont obtenus en calculant les plus petites valeurs propres de la matrice
hamiltonienne approchée et les vecteurs propres associés |[HB99, HBO1|. Ils
sont déterminés a l'aide de l'algorithme de Davidson tel que développé par
Stathopoulos et Fisher [SF94].

Nous considérons tout d’abord I'atome d’hélium, identifié par la notation
*°He ou He selon la valeur infinie ou finie de la masse du noyau. Le tableau 8.2
illustre la convergence de I’énergie de quelques états de I'atome d’hélium He
avec le nombre de points de réseau. La notation standard pour ces états est
(1snL)>>*1L™, puisque un seul électron est dans un état excité, caractérisé par
le nombre quantique principal n et le moment cinétique orbital relatif [ = L.
Les résultats sont donnés en unités atomiques (h = m, = e = 1). La masse
du noyau est d’abord choisie égale a 'infini. Le nombre total N, de points de
réseau est toujours égal a

N, = N;N,N.. (8.54)

Le nombre Np de fonctions de base dépend des symétries de I'état étudié, et
est donné par

1
Np = SNN(N +1) (8.55)
pour les états symétriques 1.S¢ et 3P¢, et par

1
Np = gN.N(N 1) (8.56)

pour les états antisymétriques *S¢ et 1 P¢, avec N = N, = N,. Pour les états
P? impairs, nous avons

Ny = N,N2. (8.57)

Les paramétres non linéaires h et h, sont grossiérement optimisés pour chaque
état. Les valeurs de ces paramétres sont h = 0.4, h, = 0.5 pour I'état 115¢,
h =0.8, h, = 0.5 pour I'état 215¢, h = 0.8, h, = 0.5 pour I'état 235¢, h = 0.9,
h, = 0.4 pour les états *P°, et h = 0.8, h, = 0.4 pour les états >P°. Lorsque
les facteurs d’échelle ne sont pas égaux, les différents états de mémes spin et
moment cinétique angulaire ne sont pas exactement orthogonaux.

Une base de 24600 fonctions fournit des énergies avec une erreur absolue
d’environ 2 107! pour I’état fondamental. Avec une base de 16400 fonctions,
la précision est d’environ 2 107!2 pour I’état 2S¢ Pour 'état 2325¢ nous
obtenons une précision sur I’énergie de 1071* avec seulement 8 700 fonctions de
base. Dans le cas des états P impairs, un réseau relativement petit de 13500
points fournit déja des précisions d’environ 1072 pour les états 21 P° et 23P°.
Avec la méme taille de base, les erreurs absolues sur les énergies sont d’environ
107 pour les états 31 P et 33P°. 1l faut noter que la convergence des états
P? est antivariationnelle puisque 1’énergie augmente vers la valeur correcte.
Ceci provient de la nature de la méthode des réseaux de Lagrange qui est une
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TAB. 8.2 — Energies de quelques états liés S¢ et P° de 'atome d’hélium, de
I’ion hydrogéne et du positronium dans les unités atomiques. Dans le cas de
I'atome He, les facteurs d’échelle sont h = 0.4, h, = 0.5 pour 'état 115°,
h =0.8, h, = 0.5 pour I’état 215¢, h = 0.8, h, = 0.5 pour I'état 235¢, h = 0.9,
h, = 0.4 pour les états 'P°, et h = 0.8, h, = 0.4 pour les états 3P°. Pour H™
nous avons h = 0.9 et h, = 1.2, et pour Ps™, h = 1.6 et h, = 1.5. Lorsqu’elles
sont différentes de l'infini, les masses des noyaux sont m, = 7294.2618241,
m, = 1836.152701.

Etat N | N, Nr | E Référence

©He 115¢ | 35| 30 | 18900 | —2.9037243770340 | —2.9037243770341195 @
40 | 30 | 24600 | —2.903724377034 3

*©He 215¢ | 35 | 20 | 12600 | —2.145974 046 044 —2.145974 046 054419 @
40 | 20 | 16400 | —2.145974 046 052

©He 235° [ 25| 20 | 6000 | —2.17522937823671 | —2.175229 378236791 30 ¢
30| 20 | 8700 | —2.175229378236 80

*©He 2'P° | 25| 15 | 9375 | —2.123 843086 502 —2.123843 086 498 093
30 | 15 | 13500 | —2.123 843086 500

©He 31P° | 25| 15 | 9375 | —2.055146 46 —2.055146 362091 94 *
30 | 15 | 13500 | —2.055 146 363

©He 23P° | 25 | 15 | 9375 | —2.133164 190778 —2.133164 190779273
30 | 15 | 13500 | —2.133164 190 777

*He 33P° | 25| 15 | 9375 | —2.05808124 —2.058 08108427428 *
30 | 15 | 13500 | —2.058 081 087

©H- 115° 35|30 | 18900 | —0.5277510165446 | —0.52775101654430 °
40 | 35 | 28700 | —0.527751016 5444

He 115° | 35| 30 | 18900 | —2.903 3045555592 | —2.903 304 555 559412 ¢
40 | 30 | 24600 | —2.903 304 5555597

He 2'5° [ 35| 20 | 12600 | —2.145 678 586 043 —2.145678 586 053 239
40 | 20 | 16400 | —2.145678 586 051

He 235 [ 25|20 | 6000 | —2.17493018916562 | —2.174 930189 165 684 ¢
30| 20 | 8700 | —2.17493018916570

He 2'P° | 25| 15 | 9375 | —2.1235456525889 | —2.123 545652589685 @
30 | 15 | 13500 | —2.123 5456525896

He3'P° | 25| 15 | 9375 | —2.05486276 —2.054 862 659681 715
30 | 15 | 13500 | —2.054 862660 7

He 23P° | 25| 15 | 9375 | —2.132880640637 —2.132880640 637299 @
30 | 15 | 13500 | —2.132 880640 640

He 33P° | 25| 15 | 9375 | —2.0578016 —2.057801491 160876
30 | 15 | 13500 | —2.057 801494

H-1'S° |35 30 | 18900 | —0.5274458811144 | —0.52744588111410°
40 | 35 | 28700 | —0.527445881 1142

Ps™ 1'5¢ |40 | 30 | 24600 | —0.26200507023288 | —0.262 005070232976 ©
45 | 35 | 36225 | —0.262 005070232 96

“Drake [Dra96]

bFrolov [Fro98a]
°Frolov [Fro99a]




8.6. APPLICATIONS 161

méthode variationnelle approchée. Nous rappelons que nous ne déterminons
pas la convergence par le minimun de la valeur de I’énergie, mais par la stabilité
des résultats par rapport a une augmentation de la taille de la base, et par de
petites variations des facteurs d’échelle. Nos résultats sont en bon accord avec
ceux de Drake [Dra96|, qui utilise environ 1000 fonctions de base de Hylleraas,
dans des ensembles “doublés” (c¢’est-a-dire avec deux ensembles de paramétres
non linéaires). Avec cette technique, il obtient une précision meilleure que 10~
sur les états S et P de 'atome He. L’objectif de Drake est d’obtenir la plus
grande précision possible en minimisant au maximum le nombre de fonctions
de base de son calcul variationnel. C’est pour cette raison qu’il utilise deux jeux
de parameétres non linéaires, ceux-ci servant a reproduire le comportement de
la fonction d’onde respectivement aux courtes et aux grandes distances. Cette
technique lui permet également de tronquer de facon importante sa base. Dans
nos calculs nous n’introduisons aucun raffinement de ce type car notre but est
simplement d’analyser la qualité des résultats obtenus a ’aide de la méthode
des réseaux de Lagrange.

Les énergies des mémes états S et P de I'atome d’hélium correspondant
a une masse du noyau égale a 7294.261824 1 sont aussi données au tableau
8.2. Les conditions de calcul sont les mémes que pour le cas du noyau de
masse infinie. D’aprés le tableau 8.2, il est clair que 'introduction du terme de
polarisation de masse ne réduit pas la précision des résultats, qui sont en bon
accord avec les valeurs de Drake [Dra96|. Il faut noter que le traitement exact
de ce terme n’introduit aucune complication dans la méthode utilisée ici.

Le tableau 8.2 contient également les résultats pour I’état fondamental de
Iion hydrogéne H™ et du positronium Ps™. Ces deux systémes, caractérisés
par une faible énergie de liaison, ne présentent pas d’états excités S ou P°.
Le seuil de dissociation de I'ion H™ dans le cas du noyau de masse infinie est
déterminé par H + e, et est situé & —0.5 hartree. Celui de I'ion Ps™ est défini
par (ete™) + e, et est situé a —0.25 hartree. Les facteurs d’échelle valent
h =03et h, =12pour H, et h = 1.6 et h, = 1.5 pour Ps™. Dans le
cas de H™, nous obtenons une précision de l'ordre de 107!® sur I’énergie en
utilisant 28 700 fonctions de base, a la fois avec une masse du noyau infinie,
ou égale a 1836.152701. Ces résultats sont en bon accord avec les valeurs
de Frolov [Fro98al, obtenues avec 800 exponentielles dépendant des distances
interparticules avec des choix en partie optimisés et en partie aléatoires des
parameétres non linéaires. Pour I’ion positronium Ps™, nous obtenons une erreur
absolue sur I’énergie d’environ 107'* avec une base de Lagrange de 36225
fonctions. Ce résultat est en bon accord avec la valeur de Frolov [Fro99al,
obtenue par la méme technique que pour H™. La mise en paralléle avec les
résultats du tableau 8.1 illustre bien la lente convergence des résultats liée a
la faible énergie de liaison de l'ion Ps™. La réduction de I’erreur sur I’énergie
de 1072 & 1074 nécessite en effet une trés forte augmentation du nombre Ny
de fonctions de base du calcul sur réseaux de Lagrange.

Au tableau 8.3 sont présentés les résultats pour les états P¢ de I'atome
d’hélium et de I'ion hydrogeéne. Ces états correspondent a une double excitation
du systéme, les deux électrons se trouvant dans un état excité. La notation
atomique habituelle est (2pnp)?S*1P¢. Dans le cas de 'atome d’hélium, tous



162 CHAPITRE 8. SYSTEMES COULOMBIENS A TROIS CORPS

ces états sont liés avec notre hamiltonien (8.1). En effet, du fait de la symétrie
de ces états, le seuil d’ionisation vers He™+ e~ est donné par 1’énergie 2p de
lion He™ & —0.5. En réalité, ces états P¢ se dissocient spontanément 3 cause
de Iexistence de petits termes de spin négligé dans 1’équation (8.1). Ici nous ne
considérons que les états (2p*)3P¢ et (2p3p)! P¢ de I'atome d’hélium, dénotés
23P¢ et 3'P°. Pour l'ion hydrogéne H™, le seuil d’ionisation est a —0.125.
Contrairement a ’atome d’hélium, 'ion H™ ne présente qu’un seul état sous
ce seuil. La notation compléte pour cet état est (2p?)®P¢, et nous le dénotons
23P¢. Les facteurs d’échelle sont h = 1.0, h, = 0.6 pour I’état 23P¢ de He, h =

TAB. 8.3 — Energies de quelques états P° de I'atome d’hélium et de l'ion
hydrogéne dans les unités atomiques. Les facteurs d’échelle sont h = 1.0, h, =
0.6 pour 'état 23P¢ de He, h = 1.8, h, = 0.8 pour 1’é¢tat 3'P° de He, et
h =0.8, h, = 1.0 pour H™. Lorsqu’elles sont différentes de l'infini, les masses
des noyaux sont m, = 7294.261824 1 et m, = 1836.151 5.

Etat N | N, Nr | E Référence

*He 23P° {30 | 20 | 9300 | —0.710500 15567823 | —0.715 001 556 783 34¢
351 20 | 12600 | —0.710500 155678 33
*He 3'P¢ | 30| 20 | 8700 | —0.580 246472594381 | —0.580 246 472 594 39°
35120 | 11900 | —0.580246 472594 388
*H~ 23P¢ | 50 | 15 | 19125 | —0.1253487 —0.125 354 888 24°
55 | 15 | 23100 | —0.125351 3
He 23P¢ |30 | 20 | 9300 | —0.71039645702184 | —0.710396 5°
35120 | 12600 | —0.710396 457 021 81
He 3'P¢ |30 | 20 | 8700 | —0.580 165 768 308 40
351 20 | 11900 | —0.580 165 768 308 39
H-23P° | 50| 15 | 19125 | —0.125276 3 —0.125282 391 9¢
55 | 15 | 23100 | —0.1252790
?Goodson et coll. [GWLHO91]

bBylicki et Nicolaides [BNOO]
“Bhatia [Bha70]

1.8, h, = 0.8 pour 'état 31 P° de He, et h = 0.8, h, = 1.0 pour I'état 23P¢ de
H~. Pour I’hélium, les états P° sont déterminés en prenant la masse du noyau
égale a l'infini ou a 7294.261824 1. A nouveau les résultats montrent que le
terme de polarisation de masse peut étre traité exactement dans le hamiltonien
sans perte de précision. Nous obtenons, avec les deux choix de masse du noyau,
une erreur absolue sur les valeurs des énergies d’environ 5 1071, avec environ
12000 fonctions de base. Nos valeurs sont en trés bon accord avec Goodson et
coll. [GWLH91]| pour le cas du noyau de masse infinie, et avec Bhatia [Bha70)|
lorsque la masse du noyau vaut 7294.261824 1. Goodson et coll. utilisent les
dégénérescences interdimensionnelles pour déterminer les énergies des états
doublement excités P° de ’atome d’hélium a partir de calculs d’énergies d’états
excités S€. Cette technique est basée sur ’équivalence entre les énergies d’états
de moment cinétique orbital L de ’équation de Schrodinger a trois dimensions
et les énergies d’états S de I’équation de Schrodinger & plus de trois dimensions.
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Ils obtiennent ainsi des énergies avec une erreur absolue allant de 3 1071°
pour l'état 23P¢ a 1072 pour I’état 3'P°. Bhatia utilise 100 fonctions de
type Hylleraas, et introduit le terme de polarisation de masse comme une
perturbation de I'énergie 3 P¢ obtenue avec un noyau de masse infinie. Il obtient
ainsi une précision sur 1’énergie de I’ordre de 107, Le méme ordre de précision
ne requiert également qu’une centaine de fonctions de Lagrange en coordonnées
périmétriques.

Les résultats pour l'ion hydrogéne sont moins satisfaisants. L’état 23 P¢ de
H™ a une trés faible énergie de liaison et la fonction d’onde correspondante
décroit lentement aux grandes distances. Comme toutes nos fonctions de base
Fji [équations (2.109) et (8.34)] présentent la méme décroissance exponentielle
aux grandes distances, elles ne sont pas bien adaptées pour reproduire le com-
portement asymptotique de cette fonction d’onde faiblement liée. Ceci induit
une lente convergence de nos calculs. Lorsqu’elle n’est pas infinie, la masse du
proton est choisie égale & 1836.151 5 comme dans [Bha70]. Avec 23 100 fonctions
de base, nous obtenons des énergies avec une erreur absolue de quelques 1075,
qui sont moins bonnes que les valeurs de Bhatia [Bha70| pour la masse finie
du proton, et que Bylicki et Nicolaides |[BNOO| pour la masse infinie du proton.
Ces auteurs obtiennent une précision de 1072 avec environ 3000 fonctions.

Le tableau 8.4 reprend les résultats pour I'ion moléculaire H3. Le rap-

TAB. 8.4 — Energies de I'état fondamental (0,0), du premier état excité de
vibration (1,0), du premier état excité de rotation (0,1), de ce méme état
(0,1)5=0 calculée par une approximation dans laquelle seule la composante
K = 0 de la fonction d’onde est considérée, et de I’état doublement excité
(1,1) de Iion moléculaire HJ. Les facteurs d’échelle sont h = 0.16, h, = 1.4
pour les états (0,0) et (1,0), et h = 0.11, h, = 0.8 pour les états (0,1), (0,1)%=°
et (1,1).

Etat | N | N, Nr | E Moss [Mos99|

(0,0) 35| 25 | 15750 | —0.597139 06307 —0.597139063 1234
40 | 25 | 20500 | —0.597139 063 121

(1,0) 35| 25 | 15750 | —0.587 1556776 —0.5871556792127
40 | 25 | 20500 | —0.587155679 14

(0,1) 35| 20 | 24500 | —0.596 873 738 82 —0.596 873738832 8

40 | 20 | 32000 | —0.596 873 7388327
(0,1)X=9 135 | 20 | 12600 | —0.596 873 727 7546
40 | 20 | 16400 | —0.596 873 7277547
(1,1) 35| 20 | 24500 | —0.586904 3210349 | —0.586 904 321 0394
40 | 20 | 32000 | —0.586904 3210397

port de masse est choisi identique a celui de Moss [Mos99], ¢’est-a-dire m, =
1836.152 701. L’état fondamental est représenté par (0,0), le premier état ex-
cité de vibration par (1,0), et le premier état excité de rotation par (0,1). Le
nombre total de fonctions de base N est donné par (8.55) pour les états (0,0)
et (1,0), et par (8.57) pour les états (0,1) et (1,1). Ces quatre états (0,0), (1,0),
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(0,1) et (1,1) correspondraient aux états atomiques 115¢, 215¢ 23P° et 33P°,
Les facteurs d’échelle sont h = 0.16, h, = 1.4 pour les états (0,0) et (1,0), et
h = 0.11, h, = 0.8 pour les &tats (0,1), (0,1)%=% et (1,1). La notation (0, 1)%=°
correspond a l'état (0,1) calculé par une approximation K = 0 obtenue en
prenant la fonction ®{”) de (8.28) égale a zéro.

Une base de 20500 fonctions fournit des précisions sur les énergies d’envi-
ron 2 1072 pour I'état (0,0), et 7 107! pour I’état (1,0). Dans le cas des états
(0,1) et (1,1), avec une base de 32000 fonctions, les énergies sont obtenues avec
une erreur absolue d’environ 10713, L’approximation de Born-Oppenheimer de
cette énergie peut étre calculée avec le rayon moyen entre les protons dans
I'état fondamental (voir tableau 8.6), et est égale & —0.596 88. L’erreur intro-
duite par cette approximation est donc d’environ 107°. Si nous considérons
maintenant ’approximation K = 0, définie au paragraphe précédent, pour
I’énergie de I’état (0,1), nous obtenons une valeur convergée pour cette énergie
(voir (0,1)K=% dans le tableau 8.4) qui différe de la valeur exacte d’environ
1078, avec 16400 fonctions de base. Ce résultat indique que le premier terme
de la fonction d’onde avec une dépendance en cosf [équation (8.22)] est do-
minant. La seconde partie, avec une dépendance en sin# cos ¢, ne contribue
que faiblement & Pénergie de I'état (0,1). Pour ces quatre états de Hj, nous
sommes en accord avec les valeurs de Moss [Mos99|, obtenues avec une préci-
sion de 10713, en utilisant une base vibrationnelle de Fues, dont la taille n’est
pas donnée. Cette base est formée de fonctions qui sont le produit de fonctions
électroniques et de fonctions vibrationnelles qui sont les fonctions propres de
I'équation de Schrodinger avec le potentiel de Fues (également appelé potentiel
de Kratzer) |Fli71].

Les énergies correspondant aux deux premiers états S et P de la molécule
dtu sont donnés dans les unités atomiques au tableau 8.5. Les masses des trois

TAB. 8.5 — Energies de quelques états de la molécule dtu. Les facteurs d’échelle
sont h, = h, = 0.7, h, = 0.6 pour les états S (0,0) et (1,0), h, = hy, = 0.55,
h, = 0.8 pour I'état 2 P° (0,1), et h, = h, = 1.4, h, = 0.8 pour I'é¢tat 3 P°
(1,1).

Etat | N, | N, | N, Nr | E [AMSS|

(0,0) | 15 | 15 | 15 | 3375 | —111.3645115131 | —111.364511514
20 1 20 | 20 | 8000 | —111.36451151392

(1,0) | 15 | 15 | 15 | 3375 | —100.916 562 —100.916 57209
20 | 20 | 20 | 8000 | —100.916 57205

(0,1) | 10 | 10 | 10 | 2000 | —108.179543 781 —108.179 542 472
15 [ 15 | 15 | 6750 | —108.17954249

(1,1) | 25 | 25 | 20 | 25000 | —99.660676 —99.660 699 257 4

30 | 30 | 20 | 36000 | —99.660 694

particules sont mg = 5496.918, m; = 3670.481 et m,, = 206.768 6, comme dans
[AMS88]. Les particules 1, 2 et 3 sont respectivement le deuton, le triton et le
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muon. Dans ce cas le nombre total de fonctions de base est donné par
Np = (L+1)N,N,N.. (8.58)

Les facteurs d’échelle sont h, = h, = 0.7, h, = 0.6 pour les états (0,0) et (1,0),
hy = hy = 0.55,h, = 0.8 pour I'état (0,1), et hy = h, = 1.4, h, = 0.8 pour
I'état (1,1). Avec un réseau de 8000 points, les précisions sur ces valeurs sont
d’environ 4 1071° pour I’état fondamental, et 4 10~® pour le premier état excité
S. Ces valeurs sont en bon accord avec les résultats d’Alexander et Monkhorst
[AMSS], obtenus avec 1400 fonctions de base de Hylleraas. L’énergie du premier
état P° est obtenue avec une précision d’environ 3 1078, avec seulement 6750
fonctions de base. Le premier état P° excité de la molécule dtu a une trés petite
énergie de liaison d’environ 0.0243 (0.66 eV), ce qui induit une convergence
lente de nos calculs (Le seuil tu+d est situé a —99.636 438 58). Avec 36 000
fonctions de base, I'erreur absolue sur cette énergie est d’environ 5 1076,

8.6.2 Valeurs moyennes d’observables

Afin d’examiner plus en détails la précision de la méthode, nous effectuons
les calculs de différentes valeurs moyennes dans I’état fondamental de *°He et
H3 . Pour cela nous choisissons des réseaux de tailles N = 50 et N, = 40. Les
résultats sont présentés au tableau 8.6. Ces différentes valeurs moyennes sont
calculées a approximation de Gauss avec I’équation (8.41) pour (r},) et (r§,),
et avec les équations (8.42) a (8.53) pour les autres grandeurs. Il faut noter que
les intégrants dans les calculs de (r;5’) et (r3°) contiennent des singularités,
pour lesquelles 'approximation de Gauss n’est pas précise. Par conséquent,
ces valeurs moyennes ne sont pas déterminées tres précisément au tableau 8.6.
Puisque les fonctions d’onde sont disponibles analytiquement, ces éléments de
matrice pourraient étre calculés plus précisément avec d’autres méthodes, mais
nous ne les considérons pas ici. La précision de I'approximation de Gauss de-
vrait étre bonne dans tous les autres cas. Les erreurs sur les résultats, estimées
en faisant varier légérement les facteurs h et h, et par un calcul avec N = 48
et NV, = 38, sont de quelques unités sur la derniére décimale indiquée.

Nos résultats sur 'atome d’hélium avec un noyau de masse infinie peuvent
étre compareés avec les résultats de Frolov [Fro98b|. L’accord pour les différentes
valeurs moyennes est excellent avec une précision relative décroissant d’environ
1072 pour (ri3) et (r3;') a environ 1071° pour (rf,) et (rd,). Dans la plupart des
cas, toutes les décimales sont en accord, excepté la derniére. La comparaison
des coefficients aux points de rebroussement 5 et v3; est assez étonnante : v19
est meilleur dans le calcul de Frolov, tandis que 137 est meilleur dans le notre.
Le paramétre 7 est clairement meilleur chez Frolov [Fro98b|. Notre fonction
d’onde est probablement moins bonne.

Au tableau 8.6, nous présentons également les valeurs moyennes obtenues
dans I'état fondamental de I'ion moléculaire Hi . Moss [Mo0s99] ne fournissant
pas de valeurs moyennes, elles sont comparées avec les résultats de Frolov
[Fro99b| dont I'énergie est moins précise mais dont la valeur de 7 est meilleure.
Les conditions aux points de rebroussement sont comparables, avec un v15 peu
précis. Les valeurs moyennes de 77, et 5, ont une précision relative d’environ
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TAB. 8.6 — Propriétés de 'atome d’hélium avec un noyau de masse infinie et

: comparaison entre les calculs sur réseaux

de Lagrange avec N = 50 et N, = 40 et des résultats publiés. Les facteurs

d’échelle sont h = 0.3 et h, = 0.4 pour He et h = 0.16 et h, = 1.4 pour Hj.

de lion moléculaire d’hydrogéne
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1078 pour n = —1 a 107% pour n = 4. Pour les autres observables, notre
accord avec Frolov [Fro99b| est assez bon. Les valeurs de (d19) et (d123) sont
assez étonnantes car chaque amélioration dans nos calculs réduit leur ordre
de grandeur. Les nombres donnés au tableau 8.6 doivent donc étre considérés
comme des limites supérieures.

Nous examinons maintenant les rayons en moyenne quadratique obtenus
dans quelques états S et P des systémes He, Hj et dtu. Les distances in-
terparticules et le rayon de masse de quelques états S et P sont indiqués au
tableau 8.7 pour I'atome d’hélium, au tableau 8.8 pour l'ion moléculaire Hy et
au tableau 8.9 pour la molécule dtu. Pour déterminer ces rayons, nous utilisons

TAB. 8.7 — Distances interparticules en moyenne quadratique et rayon de masse
de quelques états S et P° de 'atome d’hélium He.

Etat | N | N, | Distance | (r?)!/? [SUVI8| | (r?)/?
Mg = 00 me = 7294.2618241

115¢ {40 | 30 e a | 1.09246647 | 1.09247 1.092 627 52

40 | 30 e"e” | 1.58632888 | 1.586 33 1.586 52509

40 | 30 Ry | 0.89199514 | 0.891879 | 0.892011 00
215¢ | 40 | 30 e"a| 4.01113864 4.0117220

40 | 30 e"e | 5.68351831 5.6843291

40 | 30 Ry | 3.27508099 3.2751102
235¢ | 30 | 20 e a | 3.385900 3.385 88 3.386 383

30 | 20 e e | 4.800646 4.800 62 4.801 308

30 | 20 Ry | 2.764576 2.764 18 2.764 593
21po 130 | 15 e"a| 397060 3.97045 3.971 386

30 | 15 e"e | 5.62126 5.621 05 5.622 354

30 | 15 Ry | 3.24198 3.241 42 3.242 624
3Pe | 30| 15 e a | 9.58504 9.5867

30 | 15 e e | 13.556 80 13.5592

30 | 15 Ry | 7.82616 7.8275
23P° 1 30 | 15 e"a| 3.634796 3.634 61 3.6350126

30 | 15 e"e” | 5.161666 5.161 40 5.1619616

30 | 15 Ry | 2.967798 2.96724 2.9679754
33P° | 30| 15 e"a | 9.0615 9.062 3

30 | 15 e e | 12.8181 12.8193

30 | 15 Ry | 7.3987 7.3993

les fonctions d’onde obtenues par les calculs variationnels et correspondant aux
énergies données aux tableaux 8.2, 8.4 et 8.5. Ces valeurs moyennes sont cal-
culées facilement a l'aide de 'approximation de Gauss, et ne nécessitent que
I’évaluation de la distance correspondante aux points du réseau [HB99, HBO1|.

Dans le cas de 'atome d’hélium, nous obtenons des valeurs précises pour les
rayons de différents états. Lorsque la masse du noyau est infinie, nous pouvons
comparer nos résultats pour les premiers états de chaque symétrie (avec les
mémes spin et moment cinétique orbital) avec les valeurs de Suzuki et coll.
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[SUV9S|. L’accord est bon pour les distances e”a et e”e~ des états S, mais
par contre nous sommes en léger désaccord pour les valeurs du rayon de masse.
Suzuki et coll. semblent avoir calculé le rayon de masse en prenant la masse du
noyau égale a 7294.261 824 1. En fait, dans le cas du noyau de masse infinie,
le rayon de masse devient proportionnel a la distance quadratique moyenne
entre 1’électron et le noyau, avec un facteur \/% Dans le cas des états P°,
il existe quelques écarts sur les valeurs des rayons. Cependant, comme nos
énergies variationnelles pour ces états sont meilleures que celles de Suzuki et
coll., nous supposons que nos rayons sont plus précis. L’analyse de la stabilité
de nos valeurs par rapport a la taille de la base confirme que ’erreur sur ces
résultats est de quelques unités sur la derniére décimale.

Les distances électron-proton, proton-proton et les rayons de masse des
quatre états (0,0), (1,0), (0,1) et (1,1) de I'ion moléculaire Hj sont présentés
au tableau 8.8. La précision sur ces valeurs est trés bonne dans tous les cas,

TAB. 8.8 — Distances interparticules en moyenne quadratique et rayon de masse
de quelques états de I'ion moléculaire Hj .

Etat | N | N, | Distance | (r*)!/2 Frolov [Fro99b]
(0,0) | 40 | 25 e p | 1.8864776518 | 1.886477 65187
40 | 25 pp | 2.076845190 | 2.076 8451906
40 | 25 Ry | 1.243083 455
(1,0) | 40 | 25 e p | 19789118
10 | 25 op | 2.2359078
40 | 25 Ry | 1.3120546
(0,1) | 40 | 20 e~p | 1.83809336
40 | 20 pp | 2.079552 37
40 | 20 Ry | 1.24427747
(1,1) | 40 | 20 e~p | 1.980618457
40 | 20 pp | 2.238732751
40 | 20 Ry | 1.313313 555

puisqu’elle est meilleure que 10~7. Les distances e p et pp dans 1’état fonda-
mental sont en bon accord avec Frolov [Fro99b|. Frolov utilise des combinaisons
linéaires de 500 exponentielles dépendant des coordonnées r;;, avec des choix
en partie optimisés et en partie aléatoires des paramétres non linéaires.

Dans le cas de la molécule dtu, nous obtenons des valeurs précises pour
les différentes distances interparticules. Comme Suzuki et coll. ont calculé ces
distances pour les états (0,0) et (0,1), nous pouvons faire la comparaison. Nous
sommes en bon accord pour tous les rayons, nos valeurs étant plus précises.
Nous donnons également les résultats pour 1'état (1,0), pour lequel Suzuki et
coll. n’ont fait aucun calcul. Les erreurs sur les valeurs des rayons pour cet
état ne sont pas aussi petites que pour les autres états, mais ces valeurs sont
néanmoins précises.
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TAB. 8.9 — Distances interparticules en moyenne quadratique et rayon de masse
de quelques états de la molécule dtp.

Etat | N, = N, = N, | Distance | (r*)/? [SUV9S|
(0,0) 20 dp | 0.0117293161 | 0.01173
20 tp | 0.0112355421 | 0.01124
20 dt | 0.0139226782 | 0.01392
20 Ry | 0.00777378608 | 0.007 774
(1,0) 20 dp | 0.02288
20 tp | 0.016 585
20 dt | 0.026 76
20 Ry | 0.01374
(0,1) 15 dp | 0.0126810 0.01268
15 tp | 0.0120317 0.01203
15 dt | 0.0153079 0.01531
15 Ry | 0.0084175 0.008417

8.7 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode des réseaux de Lagrange
a I'étude de systémes atomiques et moléculaires & trois corps, en utilisant les
coordonnées périmétriques, dont 1’élément de volume régularise naturellement
les singularités du potentiel coulombien. Nous avons en particulier étudié les
états S et P de 'atome d’hélium He, des ions hydrogéne H™ et positronium
Ps~, de l'ion moléculaire d’hydrogéne HJ et de la molécule dty.

Hormis pour les états faiblement liés, la méthode des réseaux de Lagrange
fournit des valeurs trés précises pour les énergies des états S et P de ces
systémes, ceci étant confirmé par une comparaison avec des résultats publiés.
Les piétres résultats obtenus pour les états peu liés tels que I'état 3 P¢ de I'ion
hydrogéne et 'état doublement excité (1,1) de la molécule dty sont dus au
manque de flexibilité de nos fonctions de base de Lagrange. En effet, elles ont
toutes le méme comportement asymptotique, c’est-a-dire qu’elles présentent la
méme décroissance exponentielle. Elles ne sont donc pas bien adaptées pour
reproduire les fonctions d’onde d’états peu liés, et la convergence est lente dans
ces cas. Ces résultats pourraient étre améliorés en construisant de nouveaux
réseaux de Lagrange spécifiquement pour ce probléme.

Comme indiqué par ailleurs, un des avantages de la méthode des réseaux de
Lagrange est la simplicité de calcul de la matrice hamiltonienne, quel que soit
le potentiel. Méme si les expressions des termes cinétiques, (F.7) par exemple,
semblent compliquées, ces termes ne nécessitent que les valeurs des fonctions
de Lagrange et de leurs dérivées aux points du réseau, et les éléments de
matrice peuvent donc étre évalués assez simplement. Dans I’étude de systémes
a trois corps en physique atomique et moléculaire, la plupart des méthodes
ont en commun la difficulté liée a la détermination d’un hamiltonien effectif.
Elles différent uniquement par la méthode de résolution du probléme avec
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cet hamiltonien effectif. Comparativement a d’autres méthodes, la méthode
des réseaux de Lagrange se révele trés simple, puisqu’aucun calcul analytique
d’éléments de matrice de potentiel n’est requis. De plus, dans le cas de systémes
atomiques, le terme de polarisation de masse peut étre traité exactement sans
difficulté supplémentaire et sans perte de précision. Un léger inconvénient est
la grande taille de la base et de la matrice hamiltonienne creuse, ce qui peut
nécessiter des techniques spécifiques pour son stockage et sa manipulation.
Bien que les tailles de base de Lagrange soient en général plus grandes que
dans les autres méthodes, la méthode des réseaux de Lagrange a ’avantage de
contenir peu de paramétres non linéaires, dont la détermination ne requiert
pas de procédure complexe.

Les valeurs moyennes de différentes observables peuvent étre obtenues faci-
lement a l'aide de I'approximation de Gauss. Dans les cas de I’état fondamental
de I'atome d’hélium et de I'ion moléculaire Hy, la qualité de ces valeurs est
excellente pour He, et raisonnable pour Hi. En général, il semble que nos
fonctions d’onde sont particuliérement bonnes aux courtes distances, mais que
leur propriétés globales (mesurées par le facteur du viriel ) sont moins bonnes
que les meilleurs calculs publiés. Ceci est relié au manque de flexibilité de nos
fonctions de base de Lagrange, comme expliqué plus haut. Néanmoins nous
obtenons des valeurs précises pour les rayons en moyenne quadratique et les
rayons de masse de différents états S et P de plusieurs systémes atomiques et
moléculaires.



Chapitre 9

Conclusions

Dans ce travail, nous avons présenté la méthode des réseaux de Lagrange et
nous ’avons mise en ceuvre dans différents problémes a deux et trois corps en
mécanique quantique. Cette méthode est basée sur 'existence d’un ensemble
de fonctions, dites de Lagrange, indéfiniment dérivables et qui s’annulent en
tous les points d’un réseau sauf un. Ces derniers interviennent dans la défi-
nition d’une régle de quadrature de Gauss. Cette méthode est une méthode
variationnelle approchée qui se situe a l'intersection des méthodes de Galerkin
et de collocation, et qui allie simplicité et précision. Sa simplicité découle de
I’association de la base des fonctions de Lagrange et de I'approximation de
Gauss dans les calculs d’éléments de matrice. Les termes potentiels prennent
dans cette base la forme typique des équations sur réseau, c’est-a-dire que
la matrice potentielle est diagonale et ne dépend que des valeurs des poten-
tiels aux points du réseau. Néanmoins, contrairement aux méthodes sur réseau
traditionnelles telles que la méthode des différences finies, une expression ana-
lytique est obtenue pour la solution, et celle-ci peut donc étre évaluée en tout
point du domaine. Sa trés bonne précision semble due quant & elle a son origine
variationnelle. La méthode des réseaux de Lagrange peut étre reliée a d’autres
méthodes sur réseau, telles que les méthodes DVR ou du réseau de Fourier,
qui sont fort utilisée en physique atomique et moléculaire. En particulier, elle
représente une sous-classe des méthodes DVR pour laquelle la précision est
améliorée.

Dans les problémes d’états liés et libres de systémes a deux corps, la mé-
thode des réseaux de Lagrange se révéle quasiment aussi précise qu’'un calcul
variationnel avec une base équivalente a celle des fonctions de Lagrange. Ce-
pendant, le principe variationnel n’y est plus valable a cause de I'emploi de
I’approximation de Gauss. Néanmoins, dans le cas des états liés, la propriété
selon laquelle I'erreur sur I'énergie évolue comme le carré de l'erreur sur la
fonction d’onde est encore vérifiée avec une bonne approximation. Que ce soit
pour les problémes d’états liés ou libres, le gain en nombre de points de la
méthode des réseaux de Lagrange par rapport a un calcul par différences finies
augmente rapidement avec la précision recherchée. Dans le cas de la collision
nucléon-nucléon, seulement quelques dizaines de points de réseau sont requis
pour obtenir une précision suffisante pour les applications en physique nu-
cléaire. Il serait intéressant de compléter I’étude des systémes & deux corps en
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considérant le probléme des états de résonance. Il s’agit d’états métastables
pouvant étre formés par les deux corps entrant en collision. Ces états de ré-
sonance sont caractérisés par leur énergie et leur largeur, et pourraient par
exemple étre étudiés en couplant la méthode des réseaux de Lagrange et la
méthode de la rotation complexe [YBL78, Ho83, Bar95].

Dans le cas des systémes a trois corps, le choix du systéme de coordonnées
pour un traitement sur réseaux de Lagrange dépend du type d’interactions
utilisées. Lorsque les trois potentiels d’interaction sont parfaitement réguliers,
le systeme de coordonnées de Jacobi constitue le meilleur choix en termes
de convergence et de remplissage de la matrice hamiltonienne. Si un seul des
potentiels présente une singularité a l’origine, alors 'utilisation du systéme
de coordonnées relatives est préférable afin de préserver la précision de la
méthode. Cependant lorsque les singularités a Iorigine apparaissant dans les
potentiels sont toutes du type du potentiel coulombien, les coordonnées les
mieux adaptées a un traitement sur réseaux de Lagrange sont les coordonnées
périmétriques.

Dans les problémes a trois corps en physique nucléaire les interactions dé-
pendent souvent du moment cinétique relatif entre particules. Ceci nous a
amenés a choisir le systéme de coordonnées relatives pour étudier le noyau a
halo de neutrons *He dans un modéle a trois corps. Lors de cette étude deux
approches, les méthodes mixte et "tout réseau", qui différent par le nombre
de coordonnées couplées a des réseaux de Lagrange, ont été comparées. Bien
que simplifiant au maximum le traitement des termes potentiels, I’approche
“tout réseau” s’est révélée moins avantageuse que la méthode mixte, du point
de vue des taux de remplissage de la matrice hamiltonienne et de convergence
en fonction de la taille de la base. La méthode mixte a par ailleurs été étendue
avec succes au cas d’interactions plus générales, c¢’est-a-dire contenant en plus
du terme central des termes spin-orbite et tensoriel. Dans le cas des systémes
a deux et trois corps, des réseaux de Lagrange de petites tailles (une vingtaine
de points) suffisent pour obtenir le degré de précision sur I’énergie requis en
pratique en physique nucléaire. Cette propriété pourrait étre particuliérement
intéressante pour les problémes a plus de trois corps, car la taille de la matrice
a manipuler évolue comme une puissance de ce nombre de points, la puissance
étant quant a elle fonction du nombre de degrés de liberté du probléme.

Dans le cadre de la physique atomique et moléculaire, nous avons utilisé
la méthode des réseaux de Lagrange pour déterminer quelques états liés S
et P de différents systémes a trois corps tels que I'atome d’hélium, les ions
hydrogéne et positronium, 'ion moléculaire d’hydrogéne et la molécule muo-
nique dtu. Etant donnée la présence de potentiels coulombiens, le probléme
est traité a ’aide des coordonnées périmétriques. Une trés bonne précision est
ainsi obtenue sur les énergies des états liés sauf dans le cas des états faiblement
liés, & cause du manque de flexibilité des fonctions de base de Lagrange uti-
lisées. Ces résultats pourraient étre améliorés en construisant des réseaux de
Lagrange spécifiques pour ce probléme, en se basant par exemple sur les pro-
priétés des fonctions d’onde des états étudiés. En plus des énergies d’états liés,
quelques valeurs moyennes d’observables ont été déterminées a l'aide de 1’ap-
proximation de Gauss. Leur évaluation s’effectue ainsi simplement et conduit
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a des valeurs précises pour les rayons en moyenne quadratique et les rayons de
masse. La généralisation de la méthode au cas des états de moment cinétique
total L quelconque est théoriquement possible. Cependant une limitation pra-
tique provient de 'augmentation rapide de la taille de la matrice a traiter en
fonction de L, en raison du couplage entre les 2L + 1 valeurs de la projection
du moment cinétique. L’extension aux problémes coulombiens a plus de trois
corps, et en particulier aux systémes atomiques et moléculaires a quatre corps,
n’est pour sa part envisageable qu’a la condition de trouver un systéme de co-
ordonnées adéquat. En effet, afin de ne pas perdre la précision de la méthode,
il est nécessaire de régulariser les singularités a 'origine des différents poten-
tiels coulombiens. Ceci nécessite de choisir un bon systéme de coordonnées,
c’est-a-dire pour lequel une régularisation simple est possible, comme avec les
coordonnées périmétriques dans le cas des systémes a trois corps.

Les différentes applications présentées dans ce travail prouvent de maniére
empirique la précision de la méthode des réseaux de Lagrange. Cependant une
étude théorique de la méthode est nécessaire pour expliquer cette propriété, et
en particulier pour identifier les conditions requises pour en bénéficier. D’apreés
la comparaison avec la méthode variationnelle effectuée au chapitre 4, nous es-
timons que la méthode des réseaux de Lagrange peut en principe étre employée
pour traiter simplement et précisément toute application pour laquelle la mé-
thode variationnelle, qui repose sur I’emploi de fonctions formant une base
compléte tronquée et de coefficients variationnels linéaires, fournit de bons ré-
sultats. Néanmoins, en pratique il n’est pas toujours possible de construire un
réseau de Lagrange dont les fonctions associées sont équivalentes aux fonctions
de la base variationnelle adaptée au probléme.
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Annexe A

Polynoémes orthogonaux et réegle
de quadrature de Gauss

Dans cette annexe nous rappelons quelques propriétés générales des
polynomes orthogonaux. Le cas des polynomes orthogonaux classiques est en-
suite développé. A titre d’exemples nous donnons les relations explicites dé-
finissant les polynémes de Legendre et de Laguerre, ainsi que certaines de
leurs propriétés. La régle de quadrature de Gauss associée aux polynomes or-
thogonaux est ensuite définie. Sa précision est étudiée sur base de quelques
théorémes.

A.1 Polynémes orthogonaux

Dans cette section nous utilisons les notations conventionnelles pour les
polynomes orthogonaux [AS65]. Considérons des polynomes p,,(z), avec n > 0.
Ces polynomes sont supposés orthogonaux vis-a-vis de la fonction poids w(x)
définie positive sur I'intervalle (a, b)

/ab W(2)Pp () pm(2)dx = hpbpm (A.1)

ou h, représente la norme du polynoéme p,(x). La relation d’orthogonalité
induit les relations suivantes

b
/ w(x)z"p,(z)dr =0 0<m<n;n=1,2--- (A.2)
Ces polynomes satisfont la relation de récurrence a trois termes
Pra1(x) = (an + by )pn(2) — Crpn—1() (A.3)
avec p_1(z) = 0 et po(x) = 1, et on ay, b, et ¢, peuvent encore s’écrire
k! k!
n = by |2 A4
¢ (kn—l-l kn) ’ ( )
kn+1
bn = y A5
xt (A5)
kn—i—lkn—lhn
n —_— A6
c 2h (A.6)
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en fonction des coefficients k,, et k], des puissances supérieures du polynome
pa()

po(w) = k" + kL™t (A.7)
Si les coefficients ¢, de la relation de récurrence (A.3) avec k = 1,---,n+1
sont tous positifs, alors les zéros x1, - -, z, du polynéme p,(x) sont tous réels

et distincts, et ils séparent les zéros de p,.1(x). De plus si la fonction poids
w(z) est non-négative sur (a,b), alors les zéros de p,(x) sont tous dans (a,b).
Ces polynomes vérifient également la formule de Darboux-Christoffel [AS65]

n

pm(x)pm(y) - 1 kn pn+1(x)pn(y) _pn(x)pn l(y)
3 W o p— SR (A.8)

m=0

A.1.1 Zéros des polyndémes

La détermination des zéros x; des polynomes p, suit une technique stan-
dard [Gau94|. En utilisant cette fois-ci les notations de [Gau94|, la relation de
récurrence (A.3) se réécrit

Prr1(z) = (2 — ap)pr(r) — Bepr—1(x) (A.9)

pour k > 0, et avec p_1(x) = 0 et po(x) = 1. Les polyndémes py sont reliés aux
polynomes py de la section précédente par un facteur multiplicatif

Pr(®) = epr(T) (A.10)
avec 7o = 1. Le carré de la norme hy, des polynomes py est donc égal a

Les coefficients ay, O et v peuvent étre déduits des coefficients ax, by et ci
de la formule (A.3) par les relations

A = —, (A12)
by,
Ck
— Al
b br—1by’ (A.13)
SIS (A.14)
Ve+1

Par convention, le coefficient 3, qui multiplie p_; = 0 dans (A.9), est défini
par

b _
Gy = / w(z)dr = hy = hy. (A.15)

Les coefficients ay et (i sont obtenus a partir des relations d’orthogonalité
(A.1)

o = hlk /abw(:c)m[ﬁk(x)fdx, (A.16)
B = hkll /abw(x)xﬁk(x)ﬁk_l(x)dx. (A.17)
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Les zéros x; du polynome p,(z) correspondent aux valeurs propres de la
matrice symétrique tridiagonale suivante

0 VA 0

\/E aq \/32
, (A.18)

Bn-1 an—2 \/5_N

\/ﬁ_N aN-—1

formée des coefficients «y sur la diagonale et /3 hors diagonale. Les poids
A; intervenant dans la régle de quadrature de Gauss (A.45) peuvent quant a
eux s’exprimer en fonction des vecteurs propres associés. Si vy est le vecteur
propre normé de .J, correspondant a la valeur propre xj, c’est-a-dire

Jnvk = TV, (A19)

alors les poids Ay sont donnés par
Ak = 6021,371 k= 1, e, n (A20)

ou [y est défini par (A.15), et vy est la premiére composante de vy.

A.1.2 Polynomes orthogonaux classiques

Des polynoémes orthogonaux sont qualifiés de classiques lorsque leur fonc-
tion poids w(zx) vérifie 'équation différentielle

L foayu(a)] = r(r)u(r) (A21)

ou o(z) est un polynome de degré inférieur ou égal a 2 et 7(z) est un polynome
de degré 1. Lorsque les polynomes o(z) et 7(z) sont de degrés quelconques,
les polynomes correspondant sont appelés semiclassiques [Ron90]. Selon le do-
maine de définition (a,b), nous obtenons les polynomes de Jacobi, de Laguerre
ou d’'Hermite. Ces polynomes satisfont les équations différentielles suivantes
[NO76]

o(x)y" +1(x)y' +dy = 0, (A.22)

[o(x)w(z)y]) + dyw(z)y = 0. (A.23)

Les caractéristiques principales des polynomes de Jacobi P,(LO‘”B)(:U), de Laguerre
L%(z) et d’Hermite H, (x) sont repris dans le tableau A.1.

Ces différents polynomes peuvent étre déterminés soit par la formule (A.3),
soit a l’aide des relations de récurrence

o(@py(x) = afpua(e) + (B + D) o), (A.24)
pu(z) = aPpl . (z) + (bf) + cg):c) P (). (A.25)

Les coefficients apparaissant dans ces relations sont explicités dans le tableau
A.2 pour les trois familles de polyndémes orthogonaux classiques. Dans la suite
nous nous limiterons aux deux cas particuliers que sont les polynomes de Le-
gendre et de Laguerre (o = 0).
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TAB. A.1 — Polynomes orthogonaux classiques

pu(z) | PP (2) (a > —1,8> —1) | L%(z) (a > —=1) | H,(x)
a7b) [_171] [0,00[ ] _007200[
w(x) (1—-2z)(1+x)° x%e " e
o(z) 1—2? T 1
7(x) f—a—(a+[+2)x l+a—zx —2x
d, nn+a+F+1) n 2n

TAB. A.2 — Coefficients intervenant dans les relations de récurrence

Pr(Laﬁ)(x) Lg(l’) Hn(x)

k L(2n+a+8+1) (1" o
n 2rpIT(n + a + B+ 1) n!
p (@ —BAT2n+a+ 6) (_Dn1”+a 0
n 2'(n —DIF(n+a+B+1) (n—1)!
. 2000 (n + oo+ 1)D(n+ 5+ 1) T(nta+l) 2l /T

nl(2n+a+ B+ 1I(n+a+8+1) n
a (@® = *)(2n +a+6+1) nto+l 0
"2+ )@n+at fnt+a+F+1) ntl
. 2n+a+8+1)(2n+a+8+2) _ 1 2
" 2+ D(n+a+tpf+1) ntl
¢ (n+a)(n+B)2n+a+5+2) nta 2n
"l D@t at Hntatfrl) nid
) 2n+D(n+a+pB+1) n+1 -1
i - Pt athiy
(1) a—ﬁ n+a+ﬁ+1 . 1
n i (n+a+1) 0
o) n+a+p+1 1 2
e 2 -1 :
n 2n+a+F+2 2(n+1)
e a—p 1 0
" (n+a+ﬁ+1)(%”+o‘+5+2)
(2) - 0 0
“n n+a+p+1
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A.1.3 Polyn6mes de Legendre

Les polynomes de Legendre P,(z) sont orthogonaux par rapport au poids
w(x) = 1 sur lintervalle [—1,1]. Tls représentent un cas particulier des poly-
noémes de Jacobi P\ (z) pour a = 3 = 0. Ils vérifient ’équation différentielle

(1 —2*)P!(x) — 2zP.(z) +n(n+1)P,(z) =0, (A.26)
et peuvent étre obtenus par récurrence en utilisant les relations suivantes

(1 —a*)P(2) = —(n + 1) [Posa(2) — 2 Pa(2)], (A.27)
(n+1)Pyy(x) — 2n+ 1)aP,(z) + nP,_1(z) = 0. (A.28)

Le carré de leur norme vaut (voir le tableau A.2)

2
n=-—", A.29
2n +1 ( )
et les coefficients des deux plus hautes puissances dans P, (A.7) sont
_ @)
k, = e (A.30)
Kk, = 0, (A.31)

car les polyndomes de Legendre sont soit pairs soit impairs selon la parité de
n. Enfin nous donnons quelques valeurs particuliéres de ces polynémes de Le-
gendre

P.(1) = 1, (A.32)
P,(-1) = (-1, (A.33)
Prir(0) = 0, (A.34)
Pate) = G 235

A.1.4 Polynémes de Laguerre (a = 0)

Les polynomes de Laguerre L,(z) = LY(z) sont orthogonaux par rapport

a la fonction poids w(x) = e~* sur I'intervalle [0, 00|. Ils vérifient I’équation
différentielle

xL(z)+ (1 — )L (x) + nL,(z) =0, (A.36)

et peuvent étre obtenus par récurrence en utilisant les relations suivantes

Ln(z) = =(n+ 1) Lnga(x) + (2n+ 1) Ly(z) — nLpa(z), (A.37)
xL' () =M+ 1)Lpp1(z)+ (x —n—1)L,(x), (A.38)
Ln(z) = =Ly (z) + Ly, (2). (A.39)

Le carré de leur norme vaut (voir le tableau A.2)

ho =1, (A.40)
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et les coefficients k,, et k!, de plus haut degré dans L, (z) valent

kn = (_)n, (A.41)

n!

e

eV (A.42)

En x = 0 les polyndémes de Laguerre vérifient

L.(0) = 1, (A.43
L) = n. (A.44

~— —

A.2 Reégle de quadrature de Gauss

A.2.1 Définition et propriétés

La régle de quadrature de Gauss est une méthode d’approximation d’une
intégrale définie. Elle s’écrit sous la forme

/a "w(@) f(e)dr ~ S Auf (). (A.45)

=1

La fonction w(x) est supposée étre une fonction telle que les moments
b
k= / w(x)xkdx (k=0,1,2,--+) (A.46)

sont définis et finis, et que ¢y > 0. Les x; sont appelés les points (ou noeuds)
de la formule, et les A; sont les coefficients (ou poids).
La relation (A.45) peut également s’écrire sous la forme

/abg(x)da: ~ En: Xig(z;) (A.47)

ou la fonction poids w(x) n’apparait plus explicitement. La comparaison des
formules (A.45) et (A.47) nous fournit la relation entre les coefficients A; et \;

A; = w(z) ;. (A.48)

Nous allons maintenant exposer quelques propriétés de cette régle de qua-
drature en nous basant sur la forme (A.45). Les démonstrations peuvent étre
trouvées dans la référence [SS66].

Propriété A.1 Soient les points xy,- - -, x, distincts et un entier m > 1. Les
coefficients A; peuvent étre déterminés de sorte que (A.45) soit exacte pour
tout polynome de degré < n+m — 1 si et seulement si

pu(z) = (x —x1) (T — 29) - - (T — ) (A.49)

est orthogonal a tous les polynomes de degré < m — 1.
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Propriété A.2 Sila norme h, du polynome p,(x) est non nulle, ¢’est-a-dire
54

[ 0@ paa) o # 0, (A.50)

alors (A.45) ne peut pas étre exacte pour tout polyndome de degré < 2n.

Nous pouvons donc déduire de ces deux propriétés que la régle de quadrature
de Gauss a n points (A.45) associée a une famille de polynomes orthogonaux
n’est exacte que pour des polynomes de degré inférieur ou égal a 2n — 1. Par
analogie, la formule (A.47) n’est exacte que pour une fonction qui est le produit
de la fonction poids w(x) et d'un polynome de degré maximum égal a 2n — 1.

Propriété A.3 Si la fonction poids w(x) est non-négative sur (a,b), et si
(A.45) est exacte pour tout polynome de degré < 2n — 2, alors tous les coeffi-
cients A; sont positifs.

Etant donné la relation (A.48), si les coefficients A; sont positifs, il en est de
méme des coefficients \;.

Nous allons maintenant donner quelques expressions pour les coefficients
A;. La formule de Darboux-Christoffel (A.8) s’écrit, aprés avoir remplacé y par
le zéro x; de p,(z)

n—1
Pm(T)Pm(75) ko1 Pu(®)pn1(x)
mzz:o hm B hnflkn xr — xj ’ (A51)

En multipliant cette expression par w(z) et en intégrant, nous obtenons pour
le membre de gauche

en vertu de (A.2). Dans le membre de droite apparait l'intégrale

/bw(x)pn<$> dex = Zn:Alipn(zl)

T —x Ty — T

= H@)4, (A.53)

puisque la régle de quadrature de Gauss est exacte dans ce cas-ci. Nous en

déduisons Wk
A — n—1n , A.54
S ()P @) (A-54)

En utilisant la relation de récurrence (A.3), les coefficients A; peuvent se mettre
sous la forme

oy _1kncy
ka0, () Pns (25)
Dans le cas particulier des polynomes orthogonaux classiques, il existe égale-
ment une relation entre p) (z) et p,41(x). Le coefficient A; devient alors

Aj=— (A.55)

hn_lkncnozg)

A () () (A.56)
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oit o(z) et all) ont été définis précédemment.
Méme si elle n’est pas exacte la régle de quadrature (A.45) constitue une
bonne approximation. En effet elle posséde la propriété suivante

Propriété A.4 Soient la fonction poids w(x) non-négative sur (a,b) et la
fonction f(x) continue sur cet intervalle. Soient xl(") et AE"), 1=1,---,n, les

points et les coefficients de la formule a n points de degré 2n — 1 pour w(x) et
(a,b). Alors

tim 3" AP Fa) = [ wle)f (e (457
i=1 @

Cette propriété nous assure donc de la convergence de l'approximation de
Gauss vers la valeur exacte de I'intégrale lorsque le nombre n de points tend
vers l'infini. La convergence étant assurée, nous allons examiner I’erreur intro-
duite en utilisant cette approximation.

A.2.2 Estimation de ’erreur
Intégrales a une dimension

Nous étudions 'erreur R(f) sur la formule de quadrature

n

[ wla) )i~ 3 A ) = RO (.59

=1

en suivant la procédure décrite dans [SS66|. Cette méthode fournit une esti-
mation de l'erreur de la forme

|R(f)] < CM(f) (A.59)

ou C est une constante dépendant uniquement de la formule de quadrature, et
M (f) est une limite sur une quantité liée a f. Dans le cas présent, M (f) est
une limite sur une dérivée d’ordre r de f(z), et nous notons C' = e,..

Soit 7 un nombre entier positif. Nous définissons la classe des fonctions
W) (M,;a,b) comme la classe de toutes les fonctions f(z) qui sont définies et
continues sur Uintervalle (a,b), qui ont des dérivées continues jusqu’a lordre
r — 1, et dont la dérivée d’ordre r est continue par morceaux et vérifie

1 (z)| < M, pour x € (a,b). (A.60)

Afin d’estimer Perreur R(f), nous effectuons un développement de Taylor
d’une fonction f(x) de la classe W) (M,;a,b). En partant de I'intégrale

o ], e (A.61)

et en l'intégrant par parties, nous obtenons le développement

(x —a)!

o @ B (A62)
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avec le reste R, qui s’exprime sous forme intégrale

1

R.(z) = =2

Aprés avoir introduit la fonction K, (u)

u™™! pouru >0
Ky (u) = { 0 pouru<0
le reste R, se réécrit
R (z) = / — t)dt.
(z) (r — 1 f (x=1)

Nous considérons maintenant la régle de quadrature

[ wta s = 3 Ausa)

| / Y@ — ) O (1)t
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(A.63)

(A.64)

(A.65)

(A.66)

que nous supposons exacte pour tout polyndéme de degré inférieur ou égal a
r — 1. En utilisant la formule de Taylor, nous pouvons déduire une expres-
sion exacte pour 'erreur dans cette formule pour des fonctions de la classe

W) (M,;a,b). Nous supposons l'intervalle (a,b) fini.

Soit une fonction f(x) de W) (M,;a,b). Nous développons f(z) en puis-
sances de x — a selon (A.62). Comme notre formule de quadrature est exacte

pour tout polynome de degré inférieur ou égal & r — 1,nous avons

/ab ( d.T—ZAkaL’k

= o / / FODK, (x — t)dtdz
T ZAk:/ FO O K (g — t)dt

- Vf’”) / 2V K, (2 — t)dwdt

—/af ZAk xk—t)dt]

= (r—ll)! /ab l/tbw(x)(x—t)r_ldx

— En: ALK, (), — t)] O ()dt.

k=1

En introduisant la fonction

Fr(t):(r_ll)!l/tbw(x)(x— e — S A (e — 1)

k=1

(A.67)

(A.68)
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nous obtenons une expression exacte pour I'erreur sur la formule de quadrature
(A.66) pour une fonction f(x) de la classe W) (M,; a,b)

/a (@) f (2)dx — i Apf (@) = / "R £ (dt. (A.69)

Il est important de remarquer que la fonction F,.(t) est indépendante de I'in-
tégrant f(x), et notamment qu’elle ne dépend pas de M,..
En utilisant (A.60), nous obtenons

b
< Mr/ | ()] dt = e, M,. (A.70)

[ wt@ @ =3 A

Dans le cas d’une régle de quadrature de Gauss, la plus grande valeur de r
pour laquelle (A.70) est d’application est r = 2n, et nous avons alors [Kry62|

o — (%l),k [ ) ) = (2:;% (A71)

ol p,(x) est le polynéme dont les zéros sont les points de la formule de qua-
drature. La formule (A.70) est également valable pour tout r compris entre 1
et 2n, mais dans ces cas e, ne se calcule pas aussi facilement.

Intégrales multiples

Une expression de I'erreur ayant été déterminée dans le cas a une dimension,
nous allons analyser son extension au cas d’intégrales multiples. Considérons
tout d’abord le cas d’intégrales doubles que nous approchons a 'aide de la
régle de quadrature

mi1 ma

/b /b wy (2)we(y) f(z, y)dyde = 33" AiB; f (i, ;). (A.72)

i=1j=1

Supposons que pour toute fonction g (z) d’'une certaine classe W, nous ayons

by mi
/ wi(x)gy(x)de — Z Aigi ()| < ¢y, (A.73)
1 i=1
et pour toute fonction go(y) d’une autre classe W,
by ma2
/ wa(y)g2(y)dy — D Bjga(y;)| < ca. (A.74)
as j=1

Les constantes c¢; et cy sont & mettre en paralléle avec la borne apparaissant
dans (A.70). Supposons également que pour tout z,y tel que a1 < z < by et
as <y < by, la fonction f(x,y) appartienne aux deux classes W, et W,,. Alors
nous pouvons écrire

mi ma

/b /b wi(@)wa(y)f (@, y)dyde — 32> AB; f (@i, y;)

i=1j=1
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b1 bo by m
/al /(12 wy (z)wa(y) f(z,y)dydr — /(12 ws(y) Z:Aif(xi, y)dy

my by mip ma
3 [ wal) flany)dy — Y03 A (i)
i=1 a2 i=1j=1
bo b1 mi
< [t | [ ot = 3 g ay
a2 a1 i=1
mi b mo
£ VAL [ o) f )y — Y Byf ()
i=1 a2 j=1
mi
< whe + e YA (A.75)
i=1
ou
0 b2
Wy = / ws(y)dy. (A.76)
De la méme maniére nous pouvons obtenir ’estimation suivante
b1 bo mi Mm2
[ [ wi@ws(o)fw,y)dyde =Y Y- AiB; fli,y;)
a1 Jaz =1 j=1
ma2
S C1 Z |BJ| + w(fCQ. (A77)
j=1

Si chaque régle de quadrature & une dimension (sur et sur y) est exacte pour
un intégrant constant, et si tous les coefficients A; et B; sont positifs, alors
les deux estimations précédentes sont identiques. Dans ce cas nous pouvons
encore écrire

mi1 ma

/{:1 /a:72 wy (z)wo(y) f(z,y)dydr — Z Z AiBjf (wi, y5)

i=1j=1
< wie; + wiey. (A.78)

Sous ces mémes hypothéses, il est facile de généraliser la formule donnant une
estimation de 'erreur dans le cas d’une intégrale & un nombre quelconque [ de
dimensions. Celle-ci prend alors la forme

by b mi my
[ [ w@i@dg— 3 3 AL Al (1)
al a ii=1 =1
!
<M ea[w) (AT9)
k=1 j#k
en utilisant les notations
g (ylv"'7yl)a
dy = dyi---dy,
Wy wi(y1) -+ wi(yr),

o ~—r
I

&
I

bj
/a w;(y;)dy;.-

J
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Annexe B

Fonctions coulombiennes
renormalisées a énergie nulle

Dans cette annexe nous explicitons les fonctions coulombiennes renormali-
sées (5.34-5.37) et leurs dérivées par rapport a 1’énergie, a énergie nulle dans
les cas neutre et chargé. Nous notons par des primes les dérivées par rapport
a I’énergie, et par un exposant 0 les fonctions évaluées a I’énergie nulle. Dans
le cas neutre les dérivées par rapport a I’énergie des solutions de 1’équation
asymptotique (5.34) et (5.35) a énergie nulle sont données par

‘ ; 14+25+1
0oy _ (M )] o B.1
Fr) ( n?) 20+ 2+ ) (B-1)
et
. J )
67" = (B @1 =2 - purty, (B:2)

Dans le cas chargé, les dérivées par rapport a 1’énergie des fonctions (5.36)
et (5.37) sont obtenues dans la référence [BB00| & partir des propriétés des
fonctions coulombiennes [HB59, Hum85|

F(r) = (1) fo(x), (B.3)
G (r) = (7r)go (), (B.4)
z=2(2r/ay)"? (B.5)
Les dérivées a énergie nulle sont données par
/0 _ (7T7“)1/2 _
F2) = T ) — @), (B.6)
)2
70) = S22 (o) — 1) (B.7)
)2
F) = s [ = D) = 2miile) + 2l)] . (B)
7r)l/? 9
P0) = g [ = ) = 2pan() + )] (B9)
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Dans ces expressions, les fonctions f; s’écrivent

folz) = I2l+1g$), (B.10)
filz) = (;”) [3(z+1)12l+3(x)+;bw(:c)}, (B.11)
folz) = (“;) 901+ 1)(1 + 2)Torys(a)

16 (z 4 i) o) + (2)2 fgm(g;)] , (B.12)

et les fonctions g;

go(x) = K21+;(IL’), (B.13)
o) = (3) P+ DEass(@) = S Ko@) (B.14)
p(z) = <§)4[9(l+1)(l+2)[(2[+5(x)

6 (z + i)  Karvo(a) + (;5)2 sz(g;)] . (B.15)

ou les fonctions I, et K, sont les fonctions de Bessel modifiées [AS65]. Comme
Iexpression (5.38) contient également des dérivées par rapport a 7, nous pou-
vons utiliser dans le cas chargé

dH 1 OH

pour H = .E(j)o et g}”o.



Annexe C

Réseaux de Legendre et de Jacobi
translatés

Nous présentons ici les expressions requises pour calculer différents éléments
de matrice de la méthode de la matrice R sur réseau de Lagrange. Ces formules
constituent des cas particuliers de celles décrites dans ’annexe de la référence
[BHSV98| correspondant aux polynéomes de Jacobi (a, 3). Nous avons a = [§ =
0 pour le réseau de Legendre, et aw = 0, § = 2 pour le réseau de Jacobi (0,2).

C.1 Réseau de Legendre translaté

Nous considérons le réseau de Legendre translaté défini par les N points
ax,, ou les x, sont les zéros du polynéme de Legendre translaté de degré N
(2.103). Les poids intervenant dans la régle de quadrature de Gauss-Legendre
sont notés A,. Les fonctions de Lagrange régularisées f,(r) de ce réseau sont
définies par (5.57) sur lintervalle [0,a]. A l'extrémité a de 'intervalle, nous
avons les expressions

fala) = (=1)"a™ a1 = @,)] 712, (C.1)
afi(a) =[N*+N+1—(1—2,) fu(a) (C.2)
qui interviennent dans les éléments de matrice de 'opérateur de Bloch (5.50).

Le calcul des éléments de matrice de 1’énergie cinétique nécessite les ex-
pressions

N(N + 1)z,(1 —x,) — 3z, + 1

2 ¢l _ —-1/2
a® fy(ax,) = —(a\,) 32(1 1) (C.3)
et
’ ;) — 2 2 (1 — ’
an;;/(a-rn) — _(_)nJrn (a,)\n)_l/Q Tn + T :Un Tn ( T ) (04)

T (;En/ — xn)2 :L‘n(l — xﬂ)g‘

C.2 Réseau de Jacobi (0,2) translaté

Les polynomes de Jacobi sont définis & 'annexe A. Les N points du réseau
ax, sont donc définis par les N zéros du polynéome de Jacobi (0,2) translaté
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(5.59). Les poids intervenant dans la régle de quadrature de Gauss-Jacobi sont
notés \,. Les fonctions de Lagrange sont définies par (5.60). Pour les éléments
de matrice de I'opérateur de Bloch (5.50), nous avons besoin des expressions
suivantes

Tn

fala) = (=1)"a™'? [, (C.5)

1—=x,

afy(a) = [N(N+3)+1—(1—za) " ]fula). (C.6)

Les ¢éléments de matrice de ’énergie cinétique évalués a 'approximation de
Gauss sont obtenus a partir de

1"

2 (azy) = —(an,)- V2 NV +3) + 8lan(l = a0) + 2 =3

322(1 — z,)°

(C.7)

et

" / 432 — 2y — 3Ty + Ty (1 —
2 n+n —-1/2 n n’<n n n T
4 n) — )\n
a fn ((J,LE ) ( ) (a ) (xn xn’)Q [L‘S(l T )

) (c.g)

Le calcul exact des éléments de matrice de I'énergie cinétique et du terme
centrifuge nécessite les expressions supplémentaires

ho(r/a) = fu(r/a)/\Jw(r/a) = “1f(r/a), (C.9)

_ N+n+1(N+2)' 1—%
e

(C.10)

A= (I+3)” Z Aezhw(wy). (C.11)

k=1



Annexe D

Dérivées des fonctions de Lagrange
aux points du réseau

Nous présentons ici les expressions des dérivées premiéres des fonctions de
Lagrange évaluées aux points du réseau associé. Nous considérons les cas des
réseaux de Laguerre, Legendre et Legendre translaté.

D.1 Reéseau de Laguerre

Les N points z; du réseau de Laguerre sont définis par (2.106), et les
fonctions de Lagrange-Laguerre f; associées s’écrivent (2.109)
, L
filz) = (_)ZxWMefm (D.1)

R A

avec le polynome de Laguerre Ly de degré N. A partir de ces fonctions nous ob-

tenons les expressions suivantes pour leur dérivée premiére évaluée aux points

du réseau
A2

filz:) = =5 (D.2)

2.Z'i

avec les poids de Gauss-Laguerre \; (2.107), et

Nz
' i+j N i
(x;)=(—)"——— | — D.
fila) = () (D.3)
lorsque 7 # j.

Dans le cas des fonctions de Lagrange-Laguerre régularisées f;, nous défi-

nissons les éléments de matrice p;; de I'opérateur %

p = /Ooo da fi(x) 1 (x). (D.4)

Ces éléments ne sont pas évalués exactement a 'approximation de Gauss. De
plus, cette approximation se révéle mauvaise car la matrice d’éléments pf}] ainsi
obtenue n’est pas antisymétrique, alors qu’elle devrait 1’étre. Nous évaluons
donc (D.4) exactement, ce qui nous donne
pg — (_)i+jl(zi$j)—1/2m

2 Ty — T

(D.5)
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pour i # 7, et
pN =0 (D.6)

lorsque @ # j.

D.2 Réseau de Legendre

Nous considérons un réseau de Legendre de N points z; (2.94), et les N
fonctions de Lagrange-Legendre g; (2.97) associées. Les fonctions de Lagrange

sont alors données par
i 1 —af Py(x)
6:(2) = ()" T o (D-7)

avec le polynome de Legendre Py de degré N. La dérivée premiére de cette
fonction calculée aux points x; du réseau vaut alors

o) A b

pour i = j, avec les poids de Gauss-Legendre \; (2.95), et

\12

N (it N
gilas) = () 2 1

lorsque ¢ # j.

D.3 Réseau de Legendre translaté

Les N points z; du réseau de Legendre translaté sont déterminés par
(2.103). Nous considérons ici les fonctions de Lagrange-Legendre ¢; qui s’écri-

vent (2.105
' | i+N Py(2z —1)
%(1') = (_) mw (DlO)

avec le polynome de Legendre Py de degré N. Les expressions de la dérivée
premiere de cette fonction évaluée aux points x; ont la forme suivante

’ _ 20, — 1
() = NP D.11

pour i = j, avec les poids \; de ce réseau définis par (2.104), et

’ it )\-71/2 ZEZ(]_ —ZEZ)
() = ()
J

i) (D.12)

pour 7 # j.



Annexe E

Méthodes mixte et “tout réseau’” :
opérateurs et éléments de matrice

Dans cette annexe nous explicitons certains opérateurs apparaissant dans
le hamiltonien d’un systéme nucléaire a trois corps, ainsi que leurs éléments
de matrice dans le cadre des méthodes mixte et “tout réseau”. Les notations
utilisées sont celles du chapitre 7.

E.1 Meéthode mixte

Nous considérons tout d’abord l'interaction coeur-neutron définie par (7.2).
La partie spin-orbite de cette interaction est donnée par UZ2%(r;)l; - s; ou ¢
identifie le neutron extérieur (¢ = 1,2). Nous nous limitons dans la suite de
ce paragraphe a ¢ = 1, les différents résultats obtenus pouvant étre facilement
transposés au deuxiéme neutron, étant donné la symétrie d’échange de ceux-ci.
Le terme spin-orbite couple donc le spin s; du neutron a son moment cinétique
orbital Iy qui s’écrit

1
A +1

en fonction des impulsions p, associées aux coordonnées relatives cceur-neutron
r;. Le premier terme correspond au moment cinétique orbital du mouvement
relatif entre le cceur et le neutron. Le deuxiéme terme peut étre vu comme une
correction du centre de masse, puisque ce dernier n’est pas localisé exactement
a la position du cceur. Ce terme devient évidemment de plus en plus petit
lorsque la masse du coeur augmente. Les éléments de matrice de ce terme
spin-orbite dans la base (7.7) s’écrivent

()| U (r)l - 81105 ) = (D, |Us () (re X 1) - 81 D)

li1i2 liriz 1~ en

li=7r xp + r1 X Py (E.1)

1 so /
+A7+1<‘I’ﬁm Uz (r) (1 X py) - 81D ).
(E.2)

Le premier terme peut se calculer en utilisant le théoréeme de Wigner-Eckart
[CDL73, Ros61], et le fait que 'opérateur ry X p; est associé au nombre quan-
tique orbital [ des fonctions de base. Les éléments de matrice du premier terme
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de (E.2) sont alors donnés explicitement par
Ugi(hri,) + U (hriy)

GSS/
2 l

(E.3)
en utilisant Papproximation de Gauss pour les intégrales radiales, et ou Gy~
représente un facteur angulaire qui vaut

(®3,5, U (1) (71 % py) - 51|@Z€;gi;> ~ 5llf5i1i/15i2i,2

li1io

0 (S=5=0),
GH¥ =9 L Jil+1) (S=1,8=0), (E.4)
-1 (5=5=1)

en fonction des spins S et S’. Le deuxiéme terme de (E.2) conduit & une ex-
pression plus compliquée puisqu’il fait intervenir les vecteurs r; et p, corres-
pondants aux deux neutrons. L'impulsion p, étant un opérateur différentiel, ce
terme fait apparaitre un opérateur dérivée premiére agissant sur la variable ra-
diale r5. En utilisant le théoréme de Wigner-Eckart et ses corollaires [VMKSS],
nous pouvons déterminer I'expression de cet opérateur en calculant les élé-
ments de matrice de 'opérateur (r; X p,) - 1 entre les parties angulaires des
fonctions de base (7.7)

([[Yi(1) ® Yi(22)]" @ x*1°|(r1 x py) - 81| [Yi (1) @ Yir(Q2)]Y @ x¥1%) =
—cino, + (@ -e)] ()

lorsque S # S'. Ces éléments sont en effet nuls si S = '. Les coefficients CI"
et CY s’écrivent respectivement

11 1 , 2
e =32 s @l 11 s (l L l) (E.6)
2 g JN0 00
et
1 1 1
/ 2 !
e = M2 s Jman@en] o5 (UL
2 pyog N0 00

(VT + 100 + (U + )V 4] (E.7)

en utilisant les égalités L = S et L' = S’ dans les fonctions de base (7.7).
Les éléments de matrice du deuxiéme terme du couplage spin-orbite (E.2) sont
finalement égaux aux éléments de matrice de I'opérateur (E.5) entre fonctions
de base radiales (7.8)

(i, (U () (11 X py) - 81| @7 ) = (1 = 555'){ — Niyiy Ny C

(chs (hersy )iy Gigig iy + Ul (B, )i, 81y Dy,
_|_U30h. b N _|_U30(h.> b N
cn( 7"12)7”12 1221p211’2 en\1T4y )Ty 1212p111’1

Til

’ ’ 1 so s0 T
O = eV (Vs ™+ Uzs () 2 } (5)
12 11
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ou Nj;, est le facteur de normalisation des fonctions radiales (7.8), et p;y
d

- entre fonctions de

est 'élément de matrice a une dimension de I'opérateur
Lagrange-Laguerre (D.4).

Nous examinons maintenant les éléments de matrice de I'interaction neu-
tron-neutron V,,,, entre les fonctions de base (7.7). Cette interaction est donnée
explicitement par (7.4), et contient un terme central, un terme spin-orbite et
un terme tensoriel. Le traitement de cette interaction dans la base mixte (7.7)

requiert un développement multipolaire du potentiel, que nous écrivons

VI (ri2) = %j Vi (ry,72) Py(cos f12) (E.9)

ou Py(z) est le polynome de Legendre de degré A, et 015 est Pangle entre les
vecteurs cceur-neutron r; et ro. L’indice j identifie le potentiel radial, j = ¢,
so ou 1" respectivement pour les parties centrale, spin-orbite et tensorielle de
'interaction neutron-neutron. Le facteur Pj(cosf2) peut s’exprimer en fonc-
tion des coordonnées angulaires 61, @1, 65, s des deux coordonnées relatives rq
et 79 a 'aide d’harmoniques sphériques [CDL73|

AT A
P)\<C08012> = Z Y)\*(Ql)y/\<92) (ElO)
A+1 g
B AT N A\
= SV Y@ (E.11)

ol la deuxiéme ligne représente la notation sous forme de produit scalaire des
deux harmoniques sphériques [Ros61].

Dans le terme spin-orbite apparait I'opérateur de couplage 115 - S, ou S =
s1+ 85 est le spin total des deux neutrons et le moment cinétique orbital relatif
entre les deux neutrons 15 s’écrit (7.5)

1

by = S(ri—m) x (P —py) (E.12)

1
= (P X P T X Py =TI X Py =Ty X Py) (E.13)

ou p; est I'impulsion associée a la coordonnée relative r;. Nous ne donnons ici
que les expressions pour les éléments de matrice des termes r; X p; et 71 X p,,
les deux autres pouvant en étre déduits par permutation des indices 1 et 2 des
deux neutrons. Le terme r; X p; donne lieu aux éléments de matrice suivants
entre fonctions (7.7)

(5, [Vias (1 X py) - 8|90 ) & Ss5:0i,5, 000y, D Vi (hriy, by, ) BY - (E.14)
A

< . . / , .
ot le coefficient angulaire BY est défini par

BY = V3(—)*(2L +1)\/S(S +1)(25 + 1)(20 + 1)(20' + 1)
Jer+ e+ nex+ 1){ é f ' } ( g )
A

koAl
A XD

S+ 1 1L { }{

k A AR IR AN
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ou apparaissent des coefficients 3jm, 6j et 9j [VMK88, Wig59], et ou la somme
sur k est limitée par les relations triangulaires devant étre satisfaites lors des
couplages des différents moments cinétiques.
Les éléments de matrice du terme (71 X p,) - S peuvent quant a eux s’écrire
sous la forme
(@7

SO SO
lz112|v (rl X p2) S|(I)l’z il ~ 655’ Z 1122Ni'1i'2v)\ (hriw hri2)
N N N w
(rilpm/jh% + Ty Pigit 5i1i'2 + 7’¢2pi1¢/25i2i’1 + TiyDiyit 5i2i’2)p,\
1,7, 7“12

2(T )G (E.16)

+5z17,15121 V,\ (hf?nll? hrlz)

12 Tzl

en utilisant la symétrie de permutation des variables r; et 7o dans le potentiel
Vi(r1,m2). Les coefficients angulaires Df\l/ sont donnés par ’expression

DY = 3v2(2L +1)\/S(S +1)(25 + 1)(20 + 1)(2/' + 1)vV2A T 1

{ L S 1 } Z (=)t tiatA (25, 4 1)(25, 4 1)(275 + 1)

S L
J1,J2,73,74
A A0 73 Ja 1 ) .
2s+1D{ 1 1 1 I 1 L {A,lj?’}{%l]f*}
j3 j4 1 l/ l/ L/ l l jl l l ]2

EX N L UN(L XN G \(d 1V
(000)(000 000)looo (E17)

ol a nouveau les nombres ji,j2,J3 et jy sont contraints par les différentes

relations triangulaires provenant des coefficients de couplage des moments ci-
L. . ’ , .

nétiques. Les coefficients G{ s’écrivent

[ 3\/_(2L+1 VS(S +1)(2S + 1)(20 + 1)(20 + 1)

S+ e+ )(2)\+1){§, f 1}
XA

0
S (=P EA+ D)2+ D2+ D2+ 1) 111
J1,J2,33,74 ]5 j4 1

Js Ja 1 A1 ) (A1 11 11

I L o o A

l/ l/ L/ [ l J2 l [ N [ J2 l

LA g1 LA Ja g2 10
(000)(000 000)looo) (BB

Pour le terme tensoriel de 'interaction neutron-neutron nous considérons un
potentiel de la forme (7.4)

V;Znsoriel _ VT (7’12)7“%25127 (E19)

nn
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le facteur r?, étant nécessaire afin de faciliter la détermination des éléments de
matrice de 'opérateur tensoriel Si2, qui est défini par (7.6). Pour évaluer les
éléments de matrice du potentiel (E.19), le potentiel V.1 doit étre développé
en multipoles (E.9). Ses éléments de matrice peuvent alors étre déterminés
en utilisant le théoréme de Wigner-Eckart et ses corollaires [VMK88|, et nous
obtenons finalement

(@, Vim0l )~ 055105101, 01
ZV)\T(hriuhriz)((T +T )H” — Ty lzz-”/)
A

(E.20)
ol les coefficients angulaires HY et Z{" sont respectivement égaux a
w / I XU
HI = 2v/30(20+1)(20' + 1) 00 0
kXA 2
2 XNk I kU
> 1) ) ( R
- 00 0 000 o
et
7V = 6020+ 12 +1) Y (=)FT(2 + 1) (22 + 1)(25 + 1)
J1,32,33,J4
o 2 Lol )\ L\ A1)
: 4 J3 / 4 3
1 2
[ 1 5

(éé](;)(jggf)/)(ooo)(jgélo/)‘ (E22)

Nous rappelons ici la méthode du pseudo-potentiel [KNOS83| permettant
d’éliminer les états interdits pouvant apparaitre dans le potentiel coeur-neutron.
Le pseudo-potentiel qui est ajouté au hamiltonien du systéme a trois corps peut
s’écrire [Bay97|

Vet — A'S™ o) (s, (E.23)
FS

ol la somme porte sur tous les états interdits, et ou intervient un projecteur
|trs) (Yrs| sur ceux-ci. Le facteur A sert a augmenter fortement I’énergie de ces
états, ceux-ci se retrouvant dans la partie haute énergie du spectre du systéme
a trois corps. Les éléments de matrice du pseudo-potentiel dans la base (7.7)
s’écrivent comme les sommes sur les différents états interdits d’expressions
données approximativement par

(@ 11112|¢FS><¢FS|CI) i) = NiisNiyiy 0550150015 (Ciy Ci 0z, + Ciy Ciy 03,
+Ci, Ciy0iit, + Ciy Cit 0iir), (E.24)

ou les coefficients C; représentent la fonction d’onde de I’état interdit obtenue
en résolvant I’équation de Schrodinger radiale avec le potentiel

V(r)=US (r)+UX(r) (E.25)
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pour l'onde partielle adéquate, dans la base des fonctions de Lagrange-La-
guerre a une dimension f;(r) [Bay97]. L’expression (E.24) ne constitue qu’une
approximation. En effet le projecteur sur une certaine onde partielle prend
une forme beaucoup plus compliquée dans le cas des coordonnées relatives car
celles-ci ne constituent pas un ensemble de coordonnées orthogonales.

E.2 Meéthode “tout réseau”

Nous examinons dans ce paragraphe les expressions de quelques opérateurs
apparaissant dans le hamiltonien du systéme a trois corps (7.1) dans les co-
ordonnées 11,79, x, v, 3,7 (section 7.3.2), ainsi que leurs éléments de matrice
dans la base de fonctions (7.30).

Les opérateurs p?,p3 et p; - p, intervenant dans la définition de P’éner-
gie cinétique sont donnés par les expressions suivantes dans la méthode “tout
réseau”

1
N {(1 —22)0 — 220, — h 2L
1

2
+($ — 1+ 2cotan/3 cos
1 —z?

X >02
V1—a22

_1 —:1028 O + 2 cos av'1 — 22030,
Cos o

_2smﬂ \/7 — 2cotanfsinav1 — x20,0,

I ax], (E.26)
smﬁ

+2sin o

h?pl = o2 —:((1—93 )08 — 200, + 233), (E.27)

2
et
-2 1 2
h Db,-D = xarlaTQ + 7((1 -z )ax - x)aﬁ
2

1
+— ((1 — 240, — s1no¢\/1 — 220, + cosav'1 — 2205
1

tan(

P )
sin 3

n (COSO./+ T ) 1 52 sin o 9.9
T — — ——=0a
tanfB 1 —22/vV1—22 ¢ V1—2a? ’

CoS (v sin a
9N V1 — x220,0,
smﬁ\/l—i " an g tan ﬂ o

—cosaxV1 — 22030, — S%nax\/ 1 —220,0,
sma V1 — 220, — cosaVv1 — 2205 — Smg\/l - x287>
sin

tan 1]

< — (1 — 2?)0% + (32* — 1)0,

rire

(E.28)
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ou L est le moment cinétique orbital total. L’asymétrie des expressions (E.26)
et (E.27) provient du choix des angles d’Euler (7.19).

Dans le cas de la méthode “tout réseau” la dépendance en les trois angles
d’Euler «, 3, est traitée analytiquement. Nous évaluons donc exactement les
éléments de matrice du hamiltonien entre les parties “angles d’Euler” des fonc-
tions de base (7.30). Ces fonctions des angles d’Euler sont notées G°(«, 3,7)
et sont définies par (7.32). Les opérateurs p?, p3 et p; - p, (E.26-E.28) étant
indépendants du spin 5, les éléments de matrice de ces opérateurs entre fonc-
tions de base (7.30) de la méthode “tout réseau” sont diagonaux vis-a-vis du
spin S, c¢’est-a-dire qu’ils sont proportionnels a dgs.. Lorsque S = 0 la fonction
des angles d’Euler G se réduit a I’état de spin zéro, et les éléments de matrice
des opérateurs définissant ’énergie cinétique deviennent

RGO |G5) = 02 — L1 - 2?)3? — 220, , (E.29)
ril ]
. _
G0 3| G0 = —92, — = (1 —2%0? — 220,|, (E.30)
oL J

et

_ _ 1 1
h_2<G570|p1 . p2|G870> = xamarz + <T287"1 + ﬁam) <(1 - 12)8:1: - l‘)

+L ( — (1 — 220 + (32* — 1)0, + x)

e
(E.31)

Lorsque S = 1 la fonction G° dépend des trois angles d’Euler et des états de
spin 1. Des termes supplémentaires apparaissent donc dans les expressions des
éléments de matrice des opérateurs cinétiques par rapport au cas S = 0. Ces
éléments peuvent s’écrire

WHE TG < G - e (B2
avec ¢ = 1 ou 2, et
G py - po| P = G py - po|GTTY)
+Tllr21_xx2 (E.33)

Nous considérons maintenant la partie spin-orbite de l'interaction cceur-
neutron (7.2). Comme dans le cas de la méthode mixte nous ne présentons ici
que les résultats pour le terme

U = U ()l - s1 (E.34)

pour un neutron, le cas du deuxiéme neutron pouvant en étre déduit en permu-
tant les indices correspondant aux deux neutrons. Dans (E.34) s; représente
le spin du neutron, et I; son moment cinétique orbital, qui est défini par (E.1).
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Nous traitons séparément les deux termes provenant de la définition de 'opé-
rateur I;.

Afin de faire apparaitre les coordonnées de la méthode “tout réseau”, nous
exprimons I'opérateur r; X p; en fonction des angles d’Euler et de 'angle 65
entre les coordonnées relatives cceur-neutron. Cette derniére variable, qui est
directement reliée a la coordonnée angulaire = (z = cosb3), nous sert d’in-
termédiaire de calculs. Nous obtenons alors pour les composantes cartésiennes
x,y, 2 de l'opérateur r; X p; les expressions
cotanf; cos ¢

—i[ry X pyl. = <sin 1 sin v cotanfyp + -
cos o sin 1

x (sin 0 sin® o cos B15 — sin By cos(py — gpl)))@a

+ sin 105 + cotant cos @10,

_( sin 1 cos v + cos 67 cos ;g sin a)8912, (E.35)
cotanf, sin
—i[ri X p]y, = ( — cos ¢ sin o cotants + —1%
cos asin B

(sin ) sin? o cos 015 — sin By cos(py — 4,01))>8a
— cos 10 + cotant, sin ¢, 0,

+( cos ;1 cos a — cos By sin 1 sin &) dy, (E.36)
r X Pl =~ (sinf sin® acos by, — sinf cos(iez — 1))0
- , = — ' in 6 sin — sin - o
ilr1 x py o5 oSt sin 6 sin” a cos f12 — sin 63 cos(pa — @1
—0, + sin 6y sin ady,,, (E.37)

ou apparaissent les coordonnées sphériques (01, p1) et (0, @2) des vecteurs 7y
et ro.

Lors du calcul des éléments de matrice du terme spin-orbite dans la base
(7.30), trois cas de figure se présentent selon que les deux fonctions de base
ont toutes deux un spin 0 (S = 5" =0), un spin 1 (S = 5" = 1), ou des spins
différents (S = 0 et S’ = 1). Dans le cas S = 5" = 0, les éléments de matrice
sont nuls. Ceci peut se voir en appliquant le théoréme de Wigner-Eckart, ce
qui nous conduit & une régle de sélection sous la forme d’une relation triangu-
laire entre S, S’ et 1, qui ne peut étre satisfaite si S = S’ = 0. Considérons
maintenant les termes de couplage entre les spins S = 0 et S’ = 1. Dans ce
cas nous obtenons pour 'opérateur (ry X p;) - 81 les éléments suivants entre
fonctions G* (7.32)

, 1 27 T 2
S=0 =1\ _ :
(G7|(ry x py) - 81|G7 ) = @/0 da/o dﬁsmﬂ/o dy

[i[rl X Py (siny cos o + sin a cos [ cos )
—i[ry X py],(cosycosa — sina cos Fsiny)

—i[ry; x pl]z(sinasinﬁ)] (E.38)



E.2. METHODE “TOUT RESEAU” 201

aprés avoir fait agir 'opérateur de spin s; sur les états de spin de la fonction
GS'=1. L’intégration sur les angles d’Euler suivant 'évaluation de Paction des
trois opérateurs [r1 X p]r (kK = x,y,2) sur les fonctions des angles d’Euler,
nous fournit les éléments de matrice

(G50 (ry x p,) - 51| GS=1) = ( V1= 220, + (E.39)

)

Les éléments de matrice du premier terme de I'interaction spin-orbite (E.34)
entre fonctions de base (7.30) de spins différents valent finalement

Use ) + Uss(hrs,
(BSTUE(1) 1 X 1) - 51) BT A Gy L )4 (hre.)

2 1
( “T’“ 5%/ /\1/27%( >> (E.40)

l—= V1—ai

a approximation de Gauss. Il faut noter que 'approximation de Gauss-Legen-
dre sur la coordonnée = est exacte dans ce cas-ci. La dérivée de la fonction
de Lagrange-Legendre g,iv“” évaluée aux points x; du réseau de Legendre est
explicitée a 'annexe D, et les A\, sont les poids de Gauss-Legendre associés a
ce réseau.

Nous suivons la méme procédure que ci-dessus pour déterminer les éléments
de matrice du premier terme de I'interaction spin-orbite entre fonctions de base
(7.30) de méme spin S = S" = 1. Nous obtenons dans ce cas

_ i 1
(GTH(rxpy) - 81 GT) = =5 (E.41)

Les éléments de matrice entre fonctions (7.30) de la méthode “tout réseau” sont
alors obtenus trés simplement a 'approximation de Gauss

so = ch:; hrh + Ug’g hri
(@S U(r) (% py) - 8|05y~ — ) PO ) s

1
(E.42)

Le deuxiéme terme de l'interaction spin-orbite, (r; X p,) - 81, donne lieu
a des expressions plus compliquées, car dans ce cas-ci les vecteurs r; et p,
correspondent aux deux neutrons. Il fait donc apparaitre des opérateurs diffé-
rentiels comme dans le cas de la méthode mixte. D’aprés les résultats obtenus
sur ce terme dans le cadre de la méthode mixte, le seul cas n’aboutissant pas
a des ¢léments de matrice nuls correspond au terme de couplage des spins 0
et 1. Seul le cas S = 0 et S’ = 1 doit donc étre considéré. La procédure de
détermination des éléments de matrice est toujours la méme que pour le pre-
mier terme, et nécessite d’exprimer 'opérateur r; X p, en fonction d’opérateurs
agissant sur les trois angles d’Euler et sur . Comme expliqué précédemment,
ces opérateurs contiennent également des opérateurs différentiels agissant sur
la coordonnée 5. Nous ne donnons pas ces expressions ici, celles-ci étant simi-
laires a (E.35-E.37), mais plus longues.
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Les éléments de matrice de (77 X p,) - 81 entre les fonctions des angles
d’Euler G® (7.32) sont obtenus, aprés calculs, sous la forme

/ 1
(G5 (ry x py) - 81|GZTY) = —2<\/1 — 22110y, — :ixvl — 220,
2

_|_7"1]32) (E.43)
ra /1 —a2/) '

En calculant les éléments de matrice de cet opérateur avec le potentiel U2 (ry)
entre les fonctions de Lagrange de la base (7.30), nous obtenons enfin

NN

(@TTUZ () (14 % py) - 51| D) 122%<U33(h7“i1)5i1i3pgi/2

FUsn (hriy )iy Dy + U (W) 80 iy iy + U(fﬁ(h%)(sz‘zi;pﬁig) Ok

1

- 5111 51212 (Uso(h )

; UL ) ) Que (E44

Tiy
ol les éléments de matrice angulaire en x & une dimension O et Qyrr sont
évalués exactement afin de préserver I’hermiticité de la matrice hamiltonienne.
Ceux-ci s’écrivent

k+k’

Okk’ = \/l—xkékk _2]\77—#1\/1_‘7;]{” (E45)

et
Nyz2 + N, +1
Qui = —=7k e T (E.46)
V91—
lorsque k£ = K/, et
ke+k! 2 Tk N, +1
= (— 1— E.47
Qe = (—) Ik<xk’_$k+2Nz+1> (E.47)

lorsque k # k'. Les éléments de matrice de la partie spin-orbite de l'interac-
tion cceur-neutron s’obtiennent finalement en combinant les expressions (E.1),

(E.40), (E.42) et (E.44).



Annexe F

Systémes coulombiens a trois
corps : opérateurs et éléments de
matrice

Nous présentons dans cette annexe les hamiltoniens effectifs correspondants
aux etats P des systémes coulombiens & trois corps. Nous donnons également
les expressions de certains éléments de matrice.

F.1 Etats P pairs

Dans le cas des états P pairs, la fonction d’onde est donnée par (8.21), et
le hamiltonien (8.3) devient

. 1 R? 1/1 1\ ¢
HP) =Tg+ ——— [+ — +p° —(—) Vi
S+2u12p2R2 <C + 4 T 2\m;  my p2R+ tVe,
(F.1)

aprés avoir intégré sur les angles d’Euler, et ou Ts et V> représentent respec-
tivement 1'énergie cinétique des états S (8.4) et le potentiel coulombien (8.5).

F.2 Etats P impairs

La fonction d’onde d’un état P impair prend la forme (8.22). En replagant
I'expression (8.22) dans I’équation de Schrodinger avec le hamiltonien (8.3)
et en intégrant sur les angles d’Euler, nous obtenons le systéme d’équations

suivant ) o)
PO PO — {o] —_ o
< Héo o) Hél o) ) (bo o — E ®O o (F2)
gy wy )\ " 37 )

1 1

. o . Po) s, .
ou les différents opérateurs HZ(j ) g'écrivent

1o} 1
H = T v F.
00 S"‘MQRQ"‘ (ol (F.3)
. 1 ¢\ 171 1y 1
H(P) = —— ({9, — pd = —(—) 13, 1 F.4
01 (110 R2 (gp p<+p 2 \my g pR(p ) +1), (F.4)

203
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o 1 1/ 1 1 1
HE) — o, — (0 (—)8 F.5
10 /1/12R2 (p ¢ C P) + 2 my Mo R P ( )
) 1 R\ 1,1 1\ ¢
7P _ 7 2, o 7Y 1 ( _ )
H st 2p12p? R? << T 4 2\m;  mo/ p?R
Ve F.6
+2m3p2 + C ( )

ol 12 est la masse réduite des particules 1 et 2, et les opérateurs Ts et Vg
sont toujours donnés par (8.4) et (8.5).

F.2.1 Cas général

En effectuant le changement de fonctions défini par (8.28), 'équation de
Schrodinger devient (8.29). Les éléments de matrice ((8.30)-(8.33)) des opé-
rateurs hamiltoniens H§f") dans la base des fonctions de Lagrange (8.34)
s’écrivent explicitement

(Fyja|Hso | Fiji) = 2R30m(NijpNojn) ™2

N,
2o | T\ VY BzE) (X + VY + K2
{5jj’(5kk/ ) )\m[ 7y, k)fm Ui t)

m=1

Tk2E (K2 + T, T VY (T + VY / o
IS ) S L) g, 2 )
ma ms

Ny
—f-l/_l(sii/(skk/ Z )\g

[ypmk(vyp + K2)
p=1

ma

Yp(Rzk + ) (2 + vyp + K2)  Typ( + vyp) | Ny N,/
+ p( (m2 P + L ms . fj ! (yp)fj'y (yp)

N, . .
q:]_ ml
Tizg(Kzg + 1) zg(xi + vy;) (i + vy + K2y) X X
+ + fe ™ (29 fo™ (2q)
mo ms

=122k (VY; + K2) oy %
i [O?Ak/) T W )

e y./zk(yy./+/{zk) Nyl o
HAUAE) T2 nil £ (i) (Zk)]

19 iz (Kzp + ;)

£ () 1Y ()

mo

—0jjr [()\f)\if)

12T zk(Kzg + xy)
mgy

+ (A7)

x; + vy;)
ms '

B l(AfAiﬁ)‘” 2

(
fin’<xa>f,ﬁYz’<zk>]
(

z _ xi/y-(:ri/ -+ I/y) ! N,/
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2717y 4 27975 n 27374
Ti + VY; vy; + Kzg K2k + ;

65060 [

1 ] (F.7)

h2ﬂ12($z +vy;)?

(Fugno[Hoy | Figg) = 2h§;y5(MjkM,j,k,)fl/z

Ty + VY
Ty + K2y VY + K2y
[ - DI N ()
mo mq
FAz2 T3y 2 (i 4 vy + Kzg)
T + VY;
VYy; + K2 X+ K2 o
Pt n ] )
mi mo

it O )\x 1/2I11y]/2k/(l‘1/ + vy + sz/)
7 Ty + vyjp

vy + Kzg n Ty + K2

- 75 (a)
)\x 1/2xzy]2k(xz + Vy] + /{Zk)

T; + vy,

{I/yj + Kz 4 T; + sz}
ma mo

f%’@»]

_12 Ty 2 (T + vy + K2)
Ty + VY
vy + Kz Ty + K,Zk/] N,/
+ ; i’
|: m f] (y] )
)\y 1/2$zy]zk(xz + vy; + ’lec)

xl+yyj
Nl
7

{Vy] + Kz " T, + K2k
ma mo
KTiZy — VKY;2, — V25 — VLY,
my

+831 O lx;,

+26n’ 6]] 6k:k’

- (F)

+/£xz~zk — VKY; 2 + xf + inyjl 1
(

mo z; + vy;)?

ou nous utilisons les notations v = hy,/h, et K = h,/h, pour les facteurs
d’échelle. Les éléments de matrice de Hﬁ"’) entre fonctions de base de Lagrange

sont trés semblables a ceux de H(()go), la seule différence provenant du carré du
facteur de régularisation R (voir les expressions (8.30) et (8.33)).
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F.2.2 Systémes atomiques & 3 corps dont deux sont iden-
tiques

Dans certains cas tels que 'atome d’hélium, il est possible d’accélérer la

- . s . =(P°
convergence en utilisant une transformation particuliére des fonctions <I>é et

3"

By (Rp.O) = C+ DA RpO+C =D HT RO, g
& (Rp¢) = o BB ,0) 1 p (R, ).

Cette transformation est suggérée par une analyse de la fonction d’onde P° au
moyen de fonctions de type hydrogénoide |Gré97|. Ce choix est particuliére-
ment utile lorsque deux des trois particules sont identiques. Avec ce choix des
fonctions 6&50), I’équation de Schrédinger peut se mettre, aprés intégration sur
les angles d’Euler, sous la forme du systéme matriciel suivant

(§35°> 7 )(c@é’”)) _ E(Azoo Azm><<i>€f”> (F.10)
ZE AN My My )\ &7

Les opérateurs hamiltoniens fl/z-(fo) sont donnés explicitement par

—(po R\?2 1
. K<+2>-+ﬁ]ag+wg—Kg+ )@+pa]
ms
1 R ¢ (- %
+ml[ (¢+5 )aR <4+2+R>a<+ — pap],(F.ll)
o R? 1 R
A = - 5| @eve - (e 5o o)
1 R R ¢ p° (+ &
e [<<+2)0R— <4+2—R 0.~ 2p0,|, (F12)
o R? 1 R
Y = l(2—4+P2] (T5+Vc)—ﬁg [(C—2>3<+P8p]
1 R rR_¢ 7 C—3%
e [( ¢+ 2>6R+<4 ) R>a<+ —20,(. (F.13)
—(po R\? 1 R
Hﬁj ) = [(Q - 2) +p2] (Ts + Vo) — ES {(C - 2) 2% +p3p}
1 R kR ¢ 7 C+5
mzKC 2)8R+<4 24-R>Q 70l s (F14)
et les éléments de la matrice de norme valent
__ R\?2 )
_ __ R2
My =My = ——+p°, (F.16)

My = @—Rf+ﬁ (F.17)
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Exprimés en coordonnées périmétriques a laide des relations (8.7) les élé-
ments de la matrice de norme s’écrivent (& un facteur 4 prés)

My = (z+2)% (F.18)
My = My = xz+yz+ 22—y, (F.19)
My = (y+2) (F.20)

et les éléments de matrice des opérateurs hamiltoniens H;fo)

fonctions F' et G deviennent (également & un facteur 4 prés)

pris entre deux

(F[Ho|G) = /O°° dz /OOO dy /OOO do(z + 22 [T(F.G) + V(F,G)],  (F.21)
(F[Hn|G) = /°° dz /OO dy /°° dz(zz +yz + 22 — 2y) [T(F,G) + V(F, G)]
+/ d:c/ dy/ dz{ y+z){yz(2x—l—y+z)F@ e
+x(z —y)(x +y+ 2)F0,G —yz(2x + y + 2)F0,G
—l—i(x + 2)

mao

—y(z—x)(x +y+2)F0,G — vz(x + 2y + z)F@zG-

zz(x + 2y + 2)F0,G

2
+ﬁ3<x+y)

—zy(z +y+22)Fo,.G

Vay(e 4y +22)F0,G + 2(y — 2)(x + y + 2)FO.G] } (F.22)
(F[H1|G) = (G[Ho|F), (F.23)
(FIHu|G) = / dx/ dy/ do(y + 22 [T(F,G) + V(E,Q)].  (F.24)

Les expressions de ces éléments de matrice lorsque les fonctions F' et G sont
des fonctions de Lagrange (8.34) ont une forme similaire a celles des états S
et P vues précédemment ((6.45), (F.7) et (F.8)).

Dans le cas de systémes a trois corps comprenant deux particules identiques,
soient 1 et 2, le systéme d’équations (F.10) peut étre simplifié en prenant en
compte la symétrie d’échange des particules identiques dans la fonction d’onde.
A partir des définitions (6.21) et (8.7) des coordonnées, nous contatons que la
permutation des particules 1 et 2 revient a changer le signe de la variable
. Avec le choix (F.9) des fonctions d’onde, nous pouvons alors construire les
fonctions d’onde symétriques et antisymétriques pour les états P impairs (8.22)
en prenant

") (R, p.¢) = £P1®{ (R, p.¢) = 0§ (R, p, —¢) (F.25)

a I’aide de 'opérateur de permutation Py, et ot le signe + (—) correspond aux
fonctions symétriques (antisymétriques). Le systéme matriciel (F.10) exprimé
en coordonnées périmétriques peut dans ce cas se réécrire

(I Y
P12H01 P12 P12H00 P12 iPlQ@éP )
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_z Moo My q)(()PO) (F.26)
PioMyPray PiaMooPro iPucDgP) '

étant donnée la symétrie des opérateurs hamiltoniens et de norme vis-a-vis de
la permutation des coordonnées périmétriques x et y. Les deux équations de
ce systéme sont alors équivalentes, et nous pouvons n’en conserver qu’une, qui
s’écrit en explicitant la dépendance en les coordonnées périmétriques

Hio ‘@6 (2, y,2) £ Hoy By (y, @, 2)
= E(Moo® (. y, 2) £ M@ (y, 2, 2)).  (F.27)

F.2.3 Probléme généralisé

La détermination des états P impairs avec le systéme (F.10) nécessite la
résolution d’'un probléme généralisé puisque la matrice de norme M (ou M
en coordonnées périmétriques) est différente de la matrice identité. Cependant
dans la base des fonctions de Lagrange (8.34), la matrice M, ne contenant que
des opérateurs multiplicatifs, prend la forme d’une matrice symétrique tridia-
gonale. Il est alors possible de dégénéraliser le probléme matriciel en utilisant
I'algorithme de Choleski [Jen77|. La matrice de norme est ainsi décomposée
en un produit de deux matrices triangulaires, transposées 'une de 'autre, et
la matrice hamiltonienne est ensuite multipliée & gauche et a droite par les
inverses de ces matrices. La matrice de norme peut donc se mettre sous la
forme

M='TT (F.28)
ou la matrice triangulaire supérieure 71" s’écrit
_( Too T
T = ( 0 T, ) (F.29)

Les éléments de matrice de T" dans la base des fonctions de Lagrange (8.34)
s’expriment en fonction des éléments de matrice de la matrice de norme M

T - e
T({l/ I _ M(ﬁl
Mgy (F.30)
! I I 2
| M - ()
b 77

ou les exposants [ identifient les triplets (ijk) correspondant aux fonctions de
Lagrange (8.34).
La matrice T" ainsi formée est facilement inversible, et le systéme matriciel
(F.10) en coordonnées périmétriques se réécrit
dH(()OO) dHl()l °) d(I)((JPO) _E d(I)( °) (F 31)
ngP") nglfD) dpP?) |~ dgp(P?) .

0 1 1
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ot la matrice hamiltonienne “H*) du systéme dégénéralisé est donnée par
AP = () IRt (F.32)
et les fonctions dégénéralisées sont définies par

dpP?) = TpF"), (F.33)
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